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Vorwort der Herausgeber 


Da der zweite Band, wie er ursprünglich vorgesehen war, gar zu un- 
handlich ausgefallen wäre, haben wir uns entschlossen, ihn in zwei Teile 
zu zerlegen. Indem wir bei den Abhandlungen IX und X auf die sonst 
streng eingehaltene Anordnung nach der Zeitfolge verzichteten, haben wir 
erreicht, daß die neun Abhandlungen des jetzt erscheinenden ersten Teiles 
ein abgeschlossenes Ganzes bilden. Dasselbe gilt von den sieben Abhand- 
lungen, die der zweite Teil enthalten wird. 

Der vorliegende erste Teil gliedert sich ganz von selbst in vier Ab- 
schnitte. Den ersten bildet die berühmte Abhandlung I: „Über Komplexe“, 
aus Bd. V der Mathematischen Annalen, eine Neubearbeitung der Abhand- 
lungen XI und XII von Bd. I, deren erste Lies Doktordissertation war. 
Durch ihre Veröffentlichung in einer über die ganze mathematische Welt 
verbreiteten Zeitschrift trat Lie mit einem Male in die Reihe der ersten 
Mathematiker seiner Zeit. Der zweite Abschnitt besteht aus den Abhand- 
lungen II und III, den „Beiträgen zur Theorie der Minimalflächen“, in 
denen die Abhandlungen XVII—XIX, XXI—-XXII von Bd. I neu bear- 
beitet und zum Teil ganz wesentlich erweitert sind. Den dritten Abschnitt 
bildet die Abhandlung IV, eine durch zahlreiche neue Entwickelungen 
bereicherte Umarbeitung der Abhandlung XXIV von Bd. I, in die überdies 
dessen Abhandlung XXVI als Note 4 (8. 365— 373) mit aufgenommen ist. 

In den Anmerkungen, die zugleich mit dem zweiten Teile von Bd. II 
erscheinen werden, wird genaue Rechenschaft über alles Neue abgelegt 
werden, was diese Abhandlungen I—IV gegenüber den in Bd. I abgedruck- 
ten älteren Fassungen enthalten. 

Der vierte und letzte Abschnitt des ersten Teiles von Bd. II umfaßt 
die Abhandlungen V—IX, die sämtlich den Grundlagen der Geometrie 
gewidmet sind. Durch F. Klein auf die bekannte Helmholtzsche Arbeit 
von 1868 aufmerksam gemacht, hatte Lie sofort erkannt, daß das von 
Helmholtz behandelte Problem vor vielen andern geeignet war, die 
Macht seiner Gruppentheorie zu zeigen. Die umfangreichen, hier hinter 
einander abgedruckten Untersuchungen, zu denen er dadurch veranlaßt 
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wurde, hat er 1893, vollständig umgearbeitet, in den III. Bd. seiner 
„Theorie der Transformationsgruppen“ aufgenommen. Durch die auch heute 
noch nicht zur Ruhe gekommene Welle der Axiomatik, die Hilberts 
1899 erschienene, mit Recht bewunderte „Grundlagen der (Geometrie“ 
hervorgerufen haben, sind diese Lieschen Untersuchungen etwas in den 
Hintergrund gedrängt worden. Sie verdienen aber auch heute noch, nicht 
bloß gelesen, sondern gründlich durchgearbeitet zu werden. Verfolgen sie 
doch ganz andere Ziele, als sich die Axiomatiker stellen. Wir erinnern nur 
daran, daß bei Lie zum ersten Male aufgeklärt wird, was in dem Begriffe der 
Entfernung steckt, eine Frage, um die sich die Axiomatiker gar nicht 
kümmern. 

Der zweite Teil des ersten Bandes wird die Sammlung der von Lie 
selbst veröffentlichten Abhandlungen zum Abschlusse bringen. Außer den 
von 1892 bis 1897 erschienenen Arbeiten über Translationsflächen und 
Translationsmannigfaltigkeiten enthält er noch die ebenso inhaltreiche wie 
wichtige Abhandlung: „Liniengeometrie und Berührungstransformationen“ 
aus dem Jahre 1897. Dazu kommen endlich die von Engel 1904 heraus- 
gegebenen drei Kapitel aus dem nicht vollendeten zweiten Bande der 
„Geometrie der Berührungstransformationen“. 


A t 1935. 
ugus ; F. Engel und P. Heegaard. 
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Über Komplexe, insbesondere Linien- und Kugelkomplexe, [145 
mit Anwendung auf die Theorie partieller 
Differentialgleichungen. 


Math. Ann. Bd. V, Heft 1, S. 145—208, ausgeg. 11. 3. 1872, 
Heft 2, S. 209— 256, ausgeg. 3. 6. 1872. 


I. 


Die rasche Entwickelung der Geometrie in unserem Jahrhundert ist 
bekanntlich innig mit philosophischen Betrachtungen über das Wesen der 
Cartesischen Geometrie verknüpft, Betrachtungen, die in ihrer allge- 
meinsten Form von Plücker in seinen ersten Arbeiten auseinander- 
gesetzt worden sind. Für denjenigen, der in den Geist der Plücker- 
schen Werke eingedrungen ist, wird der Gedanke, daß man eine jede 
Kurve, die von drei Parametern abhängt, als Raumelement anwenden 
kann, nichts wesentlich Neues enthalten, und wenn doch niemand, soviel 
ich weiß, diese Idee ausgeführt hat, so glaube ich, die Ursache darin suchen 
zu müssen, daß man derselben keinen praktischen Wert beigelegt hat. Ich 
bin zu einem Studium der genannten Theorie dadurch geführt worden, 
daß ich eine merkwürdige Transformation entdeckte, die einen genauen 
Zusammenhang zwischen Krümmungslinien und Haupttangentenkurven 
darlegt, und es ist meine Absicht, in der folgenden Abhandlung die 
Resultate, die ich in dieser Weise erhalten habe, auseinanderzusetzen. 

Im ersten Abschnitte beschäftige ich mich mit Kurvenkomplexen, das 
heißt, mit Mannigfaltigkeiten, die von dreifach unendlich vielen Kurven 
gebildet werden. Alle Flächen, die von einfach unendlich vielen Kurven 
eines gegebenen Komplexes gebildet werden, genügen einer partiellen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung, die als singuläres erstes Integral 
eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung zuläßt. Für partielle 
Differentialgleichungen erster Ordnung erhalte ich in dieser Weise eine 
neue geometrische Interpretation, die insbesondere, wenn der besprochene 
Komplex ein Plückerscher Linienkomplex ist, Interesse darbietet. 

Ebenso wie die allgemeine Gleichung F(x,y,2, X,Y,Z)=0 als 
aequatio direetrix eine Reziprozität im Raume bestimmt, zeige ich, [146 

Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. II, 1 1 
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daß auch das simultane Gleichungssystem: 
were Fi, y,2,X,Y, Z) =0, Fy(e, y,»,X,Y, 7) = 0 


222: 2'6in: Entsprechen zwischen den Flächenelementen zweier Räume feststellt. 


Diese beiden’ Arten von Transformationen, zusammen mit allen Punkt- 
transformationen, sind die einzigen räumlichen Umformungen, bei denen 
Berührung eine invariante Beziehung ist, und also beruhen alle solchen 
Transformationen entweder auf einem Wechsel des Raumelements, oder auf 
der Einführung eines neuen Koordinatensystems. 

Endlich betrachte ich die Anwendung solcher Transformationen auf 
partielle Differentialgleichungen. 

Im zweiten Abschnitte setze ich voraus, daß die Gleichungen F} —=0), 
F,—= (0 hinsichtlich beider Systeme von Veränderlichen linear sind, und 
zwar untersuche ich insbesondere das System: 


— Zz:=2—- (X+iY), (X—-iN)z=y—Z 


und die dadurch bestimmte räumliche Abbildung. Es transformieren sich 
dabei die Geraden des Raumes (x, y, 2) in die Kugeln des zweiten Raumes, 
das heißt, alle Flächenelemente, die zwei konsekutive Punkte einer Ge- 
raden enthalten, gehen in die Elemente einer Kugel über. (Gerade, die ein- 
ander schneiden, bilden sich hierbei als Kugeln ab, die einander berühren. 

Hierauf begründe ich einen genauen und nach meiner 
Auffassung fundamentalenZusammenhang zwischenLinien- 
geometrie und Kugelgeometrie und demzufolge zwischen 
mehreren projektivischen und metrischen Theorien, einen 
Zusammenhang, der sein Hauptinteresse dadurch erhält, 
daß die Haupttangentenkurven gewissermaßen dieselbe 
Stelle in der ersten @eometrie, wie die Krümmungslinien 
in der zweiten einnehmen. Diese Theorie gibt die Bestimmung der 
Haupttangentenkurven für viele partikuläre Flächen, insbesondere für die 
Kummersche Fläche vierter Ordnung mit 16 Knotenpunkten. 

Endlich beweise ich, daß die allgemeinste Transformation des Raumes 
(X, Y, Z), bei welcher einerseits Berührung eine invariante Beziehung 
ist, andererseits Krümmungslinien kovariante Kurven sind, durch meine 
Abbildung der allgemeinen linearen oder dualistischen Transformation 
des Raumes (x, y, 2) entspricht. Alle diese Transformationen können aus 
Transformationen durch reziproke Radien und aus Paralleltransformationen 
(Dilatationen) zusammengesetzt werden. 

Im dritten Abschnitte bestimme ich, mit Anwendung der Begriffe: 
Linien- und Kugelkomplex, Linien- und Kugelkongruenz, alle partiellen 
Differentialgleichungen erster und zweiter Ordnung, deren Charakteristiken 
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Haupttangentenkurven oder Krümmungslinien auf den Integralflächen 
sind. Unter den besprochenen Gleichungen zweiter Ordnung gelingt es 
mir, alle, welche ein allgemeines erstes Integral, beziehungsweise [147 
zwei allgemeine erste Integrale besitzen, anzugeben, und dabei zeigt es 
sich, daß, wenn ein allgemeines erstes Integral existiert, dasselbe, wie auch 
das zugehörige singuläre erste Integral, immer aufgestellt werden kann. 
Ich komme hier auf die bekannten Untersuchungen über Flächen, deren 
Krümmungslinien eben oder sphärisch sind, über Flächen, die eine ge- 
gebene sphärische Abbildung besitzen, und so weiter. 

Im vierten Abschnitte gebe ich endlich einige Theorien, die sich an 
das Vorangehende anschließen. 

Während ich mich mit diesen Entwickelungen beschäftigte, bin ich 
in lebhaftem Verkehr gewesen mit Herrn F. Klein, dem ich viele der hier 
verarbeiteten Ideen verdanke, mehr, als es mir durch Zitate anzugeben 
möglich gewesen ist. 

Ich bemerke auch, daß die hier dargestellten Theorien einige Be- 
rührungspunkte mit meinen früheren Untersuchungen über die Repräsen- 
tation des Imaginären haben; wenn ich in meiner jetzigen Darstellung 
diesen Zusammenhang nicht hervortreten lasse, so geschieht es einerseits, 
weil ich denselben für einigermaßen zufällig halte, andererseits, weil ich 
nicht von der gewöhnlichen Sprache der Mathematik abzuweichen wünschte.t) 


Erster Abschnitt. 
Über eine neue Reziprozität im Raume. 


In den beiden ersten Paragrapben dieses Abschnitts gebe ich eine 
kurze Übersicht über einige bekannte Theorien, um dadurch das Verständ- 
nis des Paragraphen 4 zu erleichtern. Dieser Paragraph gibt sodann alle 
Voraussetzungen, die notwendig sind, um den zweiten Abschnitt verstehen 
zu können; für den dritten und vierten Abschnitt benutze ich außerdem 
noch die folgenden Paragraphen. 





1) Die wesentlichsten Gesichtspunkte und Resultate dieser Abhandlung finden 
sich in einer kurzen Note (Oktober 1870) und in zwei größeren Arbeiten (1871), 
die in die Verhandlungen der Akademie zu Christiania aufgenommen sind. Den 
Zusammenhang zwischen Haupttangentenkurven und Krimmungslinien, wie über- 
haupt zwischen Liniengeometrie und Kugelgeometrie teilte ich derselben Gesell- 
schaft im Juli 1870 mit. Vgl. auch die Comptes Rendus vom Oktober 1870, sowie 
eine von Herrn Klein und mir veröffentlichte Note in den Monatsberichten der 
Berliner Akademie, 15. Dez. 1870. [Diese Ausg. Bd. I, Abh. IX, XI, XII, VII, VII 
und X.] 
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$1. Reziprozität zwischen zwei Ebenen oder zwei Räumen. |148 


1. Die Poncelet-Gergonnesche Reziprozitätstheorie der Ebene 
kann bekanntlich aus der Gleichung: 


(1) X(a12+by+c)+ Ylagz + bey+6)+ (a3% + b3y+ “ — 
oder, was dasselbe ist: 
(0, X+qaY+a)+y(bX+b5,Y+b)+ (1 X+aY+0)=0 


entwickelt werden, vorausgesetzt, daß man %, Y und X, Y als Cartesische 
Punktkoordinaten zweier Ebenen interpretiert. 

Bezeichnet man nämlich als konjugiert zwei Punkte, deren Koordi- 
natenwerte (x, y) und (X, Y) der Gleichung (1) genügen, so kann man 
sagen, daß die einem Punkte konjugierten Punkte der andern Ebene eine 
Gerade bilden, und diese betrachten wir als dem gegebenen Punkte ent- 
sprechend. Alle Punkte einer Geraden haben einen gemeinsamen konju- 
gierten Punkt in der andern Ebene, und somit gehen ihre entsprechenden 
(seraden durch diesen gemeinsamen Punkt. 

Die beiden Ebenen werden also dureh (1)soaufeinander 
bezogen, daß sich die Geraden jeder Ebene als die Punkte 
der andern Ebene abbilden. Den Punkten einer Geraden A 
entsprechen hierbei die durch den Bildpunkt von A gehen- 
den Geraden. Diese gegenseitige Beziehung ist das Fundamentalprinzip 
der besprochenen Reziprozität. 

Sei nun gegeben in der einen Ebene ein Polygon und in der andern 
Ebene dasjenige Polygon, dessen Seiten sich als die Ecken des ersten 
abbilden; nach dem Vorstehenden ist dann klar, daß auch die Ecken des 
letzten Polygons den Seiten des ersten entsprechen, daß also die beiden 
Polygone in reziproker Beziehung stehen. Aus diesen Polygonen erhält 
man durch Grenzübergang zwei Kurven, die, wie man sich ausdrückt, hin- 
sichtlich der Gleichung (1) zu einander reziprok sind. Es ist einleuchtend, 
daß sich die Tangenten jeder Kurve als die Punkte der reziproken abbilden. 


2. Plücker!) gründet eine Verallgemeinerung der eben entwickelten 
Theorie auf die Interpretation der allgemeinen Gleichung: 


(2) Fa, y,X,Y)= 
Die einem Punkte (x, y) konjugierten Punkte (X, Y) bilden nun eine 


Kurve ©, die durch (2) dargestellt wird, wenn (z, y) als Parameter, 
(X, Y) dagegen als laufende Koordinaten aufgefaßt werden; umgekehrt 





1) Analytisch-geometrische Entwickelungen. T. 1. Zweite Abteilung. 
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bilden die einem Punkte (X, Y)) konjugierten Punkte (x, y) eine Kurve c, 
welche ebenfalls durch (2) dargestellt wird. Die beiden Ebenen werden 
also durch (2) derart auf einander bezogen, daß den Punkten der einen 
Ebene in der andern die Kurven eines Kurvennetzes (Ü oder ec) ent- [149 
sprechen. Ganz wie früher sieht man ein, daß den Punkten einer Kurve Ü 
diejenigen Kurven e entsprechen, welche durch den Bildpunkt von € gehen. 

Einem Kurvenpolygone (C,, Cs, ...., C„) entspricht ein Punktsystem 
(Pı, Pay -- -,Pn), und offenbar liegen diese Punkte paarweise (P}, Ps), 
(Pa, Ps), ... auf denjenigen Kurven c, deren Bildpunkte Ecken des ge- 
gebenen krummlinigen Polygons sind. Durch Grenzübergang erhält man 
auch hier Kurven, die in solcher Beziehuug stehen, daß den Punkten der 
einen solche Kurven ce oder Ü entsprechen, welche die andre umhüllen. 
Doch ist das Reziprozitätsverhältnis im allgemeinen nicht vollständig. 
Ist nämlich & die Umhüllungskurve aller (', die sich als die Punkte einer 
Kurve 6 abbilden, so umhüllen freilich die den Punkten von & ent- 
sprechenden c die gegebene Kurve 6, aber im allgemeinen außerdem eine 
zweite Kurve. 


3. Plücker!) gründet die allgemeine Reziprozität zwischen zwei 
Räumen r und R auf die allgemeine Gleichung: 


F(x,y, ?, x, Y,Z)=0. 


Wenn insbesondere /' hinsichtlich beider Systeme von Veränderlichen 
linear ist, so erhält man die Poncelet-G@ergonnesche Reziprozität 
zwischen den Punkten und den Ebenen der beiden Räume. 

Es ist nun meine Absicht, in dieser Abhandlung, und 
insbesondereimersten Abschnitte derselben, eineneue, der 
Plückerschen koordinierte Reziprozität zu betrachten, die 
durch das Gleichungssystem: 


F(@,y,2,X,Y,Z)=0, Fyla,y,2, X, Y,Z)=0 


bestimmt wird, vorausgesetzt, daß man (z,y,2) und (X, Y,Z) 
als Punktkoordinaten zweier Räume r und Rauffaßt. 


$ 2. Kurven, die von drei Parametern abhängen, können als Raumelemente 
eingeführt werden. 


4. Die Transformation geometrischer Theoreme, die sich, auf die 
Poncelet-Gergonnesche oder Plückersche Reziprozitätstheorie 





1) Es ist korrekt, glaube ich, Plücker diese Reziprozität zuzuschreiben, ob- 
gleich ich keinen Ort in Plückers Werken angeben kann, wo er explizite die 
Reziprozität des Raumes in dieser Weise begründet. 
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gründet, kann, wie Gergonne und Plücker hervorgehoben haben, 
unter einem höheren Gesichtspunkte, den wir sogleich angeben, betrachtet 
werden. Dasselbe gilt von unserer neuen Reziprozität. 


Die Cartesische analytische Geometrie übersetzt beliebige geo- 
metrische Theoreme in algebraische und macht dadurch aus der Geo- [150 
metrie der Ebene eine sinnliche Darstellung der Algebra zweier Variabeln, 
und ebenso aus der Geometrie des Raumes eine Repräsentation einer 
Algebra, die drei variable Größen umfaßt. Nun hat insbesondere Plücker 
die Aufmerksamkeit darauf gelenkt, daß die Oartesische Geometrie eine 
zweifache Willkürlichkeit enthält. 


Descartes stellt ein Wertsystem der beiden Variabeln x und y 
durch einen Punkt in der Ebene dar; er hat, wie man zu sagen pflegt, 
den Punkt zum Elemente der ebenen (Geometrie gewählt, während man 
ebensogut die Gerade, oder überhaupt eine beliebige, zwei Parameter ent- 
haltende Kurve als Element anwenden könnte Man kann aber be- 
'kanntlich die durch die Poneelet-Gergonnesche Reziprozität 
vermittelte Transformation als auf dem Übergange vom 
Punkte als Element zur Geraden als Element beruhend auf- 
fassen, und ebenso besteht gewissermaßen die Plückersche 
Reziprozität der Ebene in dem Übergange vom Punkte als 
Element zu einer von zwei Parametern abhängenden Kurve 
als Element. 


Ferner stellt Descartes das Wertsystem (x, y) durch denjenigen 
Punkt in der Ebene dar, dessen Abstände von zwei gegebenen Geraden — 
den Koordinatenachsen — beziehungsweise gleich © und y sind; er hat 
unter den unbegrenzt vielen möglichen Koordinatensystemen ein bestimmtes 
gewählt. 


Es ist bekannt, daß sich die Fortschritte der Geometrie in unserem 
Jahrhundert wesentlich darauf gründen, daß die beiden besprochenen 
Willkürlichkeiten in der Cartesischen Repräsentation klar als solche 
aufgefaßt worden sind, und es liegt somit nahe, zu versuchen, aus dieser 
fruchtbaren Quelle noch mehr zu schöpfen. 


5. Die im folgenden dargestellten neuen Theorien beziehen sich dar- 
auf, daß man als Raumelement eine jede Raumkurve, dievon 
drei Parametern abhängt, anwenden kann. Erinnert man sich 
zum Beispiel, daß die Gleichungen einer Raumgeraden vier wesentliche 
Konstanten enthalten, so sieht man ein, daß man die geraden Linien, 
' welche eine Bedingung befriedigen, als Elemente einer Raumgeometrie, die 
eine sinnliche Darstellung einer Algebra mit drei Variabeln gibt, wählen 
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kann. Da aber hierdurch ein Geradensystem — ein Plückerscher Linien- 
komplex — ausgezeichnet wird, so ist es einleuchtend, daß eine bestimmte 
Repräsentation der angegebenen Art nur eine begrenzte Anwendung finden 
kann. Wenn man sich indessen mit einem Studium des Raumes hinsicht- 
lich eines Linienkomplexes beschäftigt, so kann es sehr vorteilhaft sein, 
die Linien dieses Komplexes als Raumelemente zu benutzen. 

In der metrischen Geometrie ist zum Beispiel der unendlich 
weit entfernte imaginäre Kreis und infolgedessen der Komplex der imagi- 
nären Geraden, welche denselben schneiden, ausgezeichnet, und es könnte 
somit a priori wahrscheinlich scheinen, daß es, um ge- [151 
wisse metrische Probleme zu behandeln, vorteilhaft ist, 
dieseimaginären Linien als Elemente einzuführen. 

Wenn wir eben gesagt haben, daß es beispielsweise möglich ist, die 
Geraden eines Linienkomplexes zu Raumelementen zu wählen, so muß 
man wohl bemerken, daß dieses etwas ganz anderes, etwas, wenn man 
will, mehr Partikuläres ist, als die Ideen, welche Plücker in seinem 
letzten Werke: „Neue Geometrie des Raumes, gegründet auf die Betrach- 
tung der geraden Linie als Raumelement“, entwickelt hat. Plücker 
hatte schon früh!) die Aufmerksamkeit darauf gelenkt, daß es möglich ist, 
eine Repräsentation einer Algebra mit beliebig vielen Variabeln zu schaffen, 
indem man nämlich ein Gebilde, das ebensoviele Parameter enthält, als 
Raumelement einführt. Insbesondere hob er hervor, daß die Raumgerade 
vier Koordinaten besitzt, daß man also eine Geometrie einer Mannigfaltig- 
keit mit vier Dimensionen erhält, wenn man die Gerade als Element des 
Raumes betrachtet. 


$ 3. Kurvenkomplexe. Neue geometrische Interpretation der partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung. Haupttangentenkurven eines 
Linienkomplexes. 


6. Nach Plücker nennt man den Inbegriff der Geraden, die einer 
Bedingung unterworfen sind, welche also noch von drei wesentlichen 
Konstanten abhängen, einen Linienkomplex. In Analogie damit werde ich 
im folgenden ein jedes System von Kurven c, deren Gleichungen drei un- 
abhängige Parameter enthalten, als einen Kurvenkomplex bezeichnen. 
Die Gleichungen: 


(1) fı(®, y, 7,4, b, )=0, f2(®, y, 2,4, b,e)=0, 


in denen a, b,c Konstanten sind, stellen also einen Kurvenkomplex dar. 





1) Geometrie des Raumes, Nr. 258 (1846). 
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Durch Differentiation dieser beiden Gleichungen hinsichtlich z, y, z und 
Elimination der Größen a, b, c erhält man eine Resultante: 


(2) f(z, y, 2, da, dy, de) = 0, 


die, wenn dx, dy, dz als Bestimmungselemente einer Richtung aufgefaßt 
werden, jedem Punkte des Raumes einen Kegel zuordnet, den Inbegriff 
nämlich der Richtungen aller Komplexkurven e, die durch den betreffen- 
den Punkt gehen. Diese Kegel nenne ich elementare Komplex- 
kegel; ebenso wende ich den Ausdruck elementare Komplexrich- 
tung an, um ein beliebiges Linienelement (dx, dy, dz) einer Komplex- 
kurve ce zu bezeichnen. Der Inbegriff aller einem Punkte [152 
entsprechenden elementarenKomplexrichtungen bildet den 
dem betreffenden Punkte zugeordneten elementaren Kom- 
plexkegel. 


Einem gegebenen Systeme (1), oder, wie man auch sagen kann, einem 
gegebenen Kurvenkomplexe entspricht eine bestimmte Differentialgleichung 
f = 0; dagegen gibt es unbegrenzt viele Systeme (1), welche auf dieselbe 
Differentialgleichung f= 0 führen. Wählt man nämlich eine beliebige 
Relation: 


b(R, y, 2, dR, dy, de,c)=0, 


in welcher « eine Konstante bezeichnet, und sind: 


(3) Mama, By)=0, Pla, y, 2,0, ß,y) = 0 
die Integrale des simultanen Systems: 
f= 0, BD 0; 


so ist es klar, daß auch die Gleichungen (3) durch Differentiation hin- 
sichtlich z, y, z und Elimination der Größen «, ß, y als Resultat: 


f=0 


geben. EsexistierenalsounbegrenztvieleKurvenkomplexe, 
deren Gleichungen eine gegebene Relation: 


f(x, y, 2, da, dy, de) = 0 


befriedigen. Eine jede Kurve eines solchen Komplexes wird von 
Kurven e des ursprünglichen Komplexes umhüllt, weil alle ihre Elemente 
Komplexrichtungen sind. 


‘. Eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung zwischen den 
Variabeln x, y, z ist nach Monge mit dem Probleme äquivalent: die all- 
gemeinste Fläche zu finden, die in jedem ihrer Punkte einen dem be- 
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treffenden Punkte nach einem beliebigen Gesetze zugeordneten Kegel be- 

rührt. Indem man hierbei in der gegebenen partiellen Differentialgleichung: 
F(2,y,2,P, )=0 

©,y,2 als Parameter, » und q dagegen als Ebenenkoordinaten auffaßt, 

kann man sagen, daß = (0) die allgemeine Gleichung des besprochenen 

Kegelsystems in Ebenenkoordinaten darstellt. 

Lagrange und Monge haben die Integration einer partiellen Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung auf die Bestimmung eines gewissen 
Kurvenkomplexes, der sogenannten Charakteristiken, zurückgeführt, indem 
sie gezeigt haben, daß, wenn einfach unendlich viele Charakteristiken eine 
Kurve umhüllen, sie immer eine Integralfläche erzeugen. Es ist zu be- 
merken, daß die Differentialgleichung der Charakteristiken: 


f(x, y, 2, de, dy, dz) = 0 


mit der partiellen Differentialgleichung als äquivalent aufzufassen ist; 
beide Gleichungen geben nämlich die analytische Definition des be- 
sprochenen Kegelsystems. 


8. Sei nun gegeben eine partielle Differentialgleichung erster [153 
Ordnung D,, die zugehörige Differentialgleichung der Charakteristiken 
f= 0, und endlich dreifach unendlich viele Kurven c, die ebenfalls N. 
genügen. Betrachten wir hier eine beliebige Integralfläche U,, eine auf 
derselben gelegene Charakteristik %, und ferner eine Komplexkurve &; 
die /i, berührt, so behaupte ich, daß c, die Fläche U, dreipunktig 
berührt. 

Nennen wir nämlich die beiden gemeinsamen, unendlich nahen 
Punkte der Kurven «, und %,, p, und Ps, ferner die nächstfolgenden 
Punkte unserer Kurven bezüglich x und p,, so ist klar, daß der elemen- 
tare Komplexkegel, dessen Spitze in 9, liegt, das Flächenelement (P2, Ps, 7) 
enthält. Nun berührt der Kegel die Integralfläche U, nach der Erzeugen- 
den 9,93, und also gehört das Element (Ps, P3, x) zugleich der Fläche 
U, an, welche somit den Punkt x enthält. Unsere Behauptung ist also 
erwiesen. 

Dieser Satz läßt sich dahin verallgemeinern, daß, wenn ce, n kon- 
sekutive Punkte mit der Charakteristik %, gemein hat, (» +1) Schnitt- 
punkte von c, und der Integralfläche U, zusammenfallen. 2) 

9. Die Forderung, daß eine Fläche z— F (x, y) in einem jeden Punkte 
drei konsekutive Punkte mit einer Komplexkurve c gemein haben soll, 


1) Entsprechende Sätze gelten für einen Raum mit beliebig vielen Dimen- 
sionen. 
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drückt sich durch eine Differentialgleichung zweiter Ordnung D,') aus, 
und zwar sieht man leicht, daß einfach unendlich viele e immer eine In- 
tegralfläche bilden. Man kennt somit das allgemeine zweite Integral der 
Gleichung D, mit zwei arbiträren Funktionen. Nun besagt der Satz der 
letzten Nummer, daß auch die Integralflächen der Gleichung D, — die im 
allgemeinen nicht von Komplexkurven c erzeugt werden — in einem jeden 
ihrer Punkte dreipunktig von einer c berührt werden, und also ist D, 
ein singuläres erstes Integral unserer Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung. Ich behaupte, daß es sonst kein weiteres singuläres 
Integral gibt. 

Sei nämlich $ eine Integralfläche der Gleichung D,, die nicht von 
Kurven c gebildet wird. Es gehen dann durch jeden Punkt der Fläche 
zwei zusammenfallende Kurven c, die dieselbe in diesem Punkte berühren. 
Hieraus folgt, daß der zugehörige elementare Komplexkegel die Fläche 
berührt, daß also diese der Gleichung D, genügt. 


Die beiden letzten Nummern geben die folgende bemerkenswerte 
geometrische Interpretation der partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung zwischen drei Variabeln: 


Die Aufgabe, alle Flächen zu finden, die mit zwei- [154 
fach unendlich vielen Kurven eines gegebenen Komplexes 
jedesmal drei konsekutive Punkte gemein haben, drückt 
sich durch eine partielle Differentialgleichung erster Ord- 
nung aus. Alle Komplexe, deren Gleichungen einer ge- 
gebenen Relation: 


f(z, y, 2, dx, dy, de) = 0 


genügen, führen auf dieselbe partielle Gleichung, und 
zwar befriedigen die zugehörigen Charakteristiken die 
Gleichung f=(. | 


10. Korollar. Die Aufgabe, alle Flächen zu finden, 
deren zweifach unendlich viele Haupttangenten des einen 
Systemseinem gegebenen Linienkomplexeangehören,führt 
auf eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung, 
deren Charakteristiken von den Geraden des Komplexes 
umhüllt werden. Die Charakteristiken sind in diesem Falle 





1) Diese Differentialgleichung hat die folgende Form: 
r+2Ns+Nt+M=0, 
wobei N und M von «, y, 2, p, q abhängen. 
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auf den Integralflächen!) Haupttangentenkurven des einen 
Systems. 


Ich werde andeuten, wie man diesen Satz selbständig beweisen 
könnte. 

Die partielle Differentialgleichung erster Ordnung, deren Charak- 
teristiken von den Geraden eines Linienkomplexes umhüllt werden, ist 
bekanntlich der Ausdruck des folgenden Problems: die allgemeinste Fläche 
zu finden, die in allen ihren Punkten den betreffenden Komplexkegel be- 
rührt. Nun ist die Oskulationsebene einer Kurve, deren Tangenten einem 
Linienkomplexe angehören, eine Tangentenebene des entsprechenden Kom- 
plexkegels, und also berühren in unserem Falle die Oskulationsebenen der 
Charakteristiken jedesmal die zugehörigen Integralflächen. Die Charak- 
teristiken sind folglich Haupttangentenkurven. 


Ein jeder Linienkomplex bestimmt also dreifach unendlich viele 
Kurven, die von Komplexlinien umhüllt werden und dabei die Eigenschaft 
besitzen, Haupttangentenkurven auf einer jeden Fläche zu sein, die ein- 
fach unendlich viele solche Kurven enthält, vorausgesetzt, daß immer zwei 
konsekutive dieser Kurven einander schneiden. Diese Kurven, die in der 
Theorie der Linienkomplexe eine wichtige Rolle spielen werden (vergleiche 
den dritten Abschnitt dieser Abhandlung), nenne ich die Haupt- 
tangentenkurven des Linienkomplexes. 


Herr Klein hat mir die Bemerkung gemacht, daß die Komplexlinien, 
die Plücker als singuläre Linien des Komplexes bezeichnet, Haupt- 
tangentenkurven desselben sind. Wird der Komplex von den Tangenten 
einer Fläche, oder von den Linien, die eine Kurve schneiden, gebildet, so 
sind alle Komplexlinien singuläre Linien und also zugleich die Haupt- 
tangentenkurven des Komplexes. 


$4. Das Gleichungssystem: [155 
F(&,y,2,X,Y, 2)=0, Fıla,y,#, X, Y,Z)=0 
bestimmt eine Reziprozität zwischen zwei Räumen. 


11. Wir beginnen nun (vergleiche $ 1) ein Studium der räumlichen 
Reziprozität, die durch die beiden Gleichungen: 


(1) HD) 0 as X, Z)=0 





1) Herr Darboux, dem ich diesen Satz im Sommer 1870 mitteilte, kannte 
damals denselben. Vergleiche den Anfang und Schluß des zweiten Teiles. 
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bestimmt wird, wenn (x, y, 2) und (X, Y, Z) als Punktkoordinaten zweier 
Räume r und R!) interpretiert werden. 

Bezeichnet man als konjugiert zwei Punkte (x, y, 2) und(X, Y, Z), 
deren Koordinatenwerte den Gleichungen (1) genügen, so kann man 
sagen, daß die einem Punkte (x, y, 2) konjugierten Punkte (X, Y, Z) eine 
Kurve C bilden; diese wird durch (1) dargestellt, vorausgesetzt, daß man 
x,y,2 als Parameter, X, Y, Z dagegen als laufende Koordinaten auffaßt. 
Den Punkten des Raumes r entsprechen somit dreifach unendlich viele 
Kurven (, und ebenso tritt im Raume r ein Kurvenkomplex auf, dessen 
Kurven c in demselben Verhältnisse zu den Punkten des Raumes KR stehen. 
Die Punkte einer c haben hierbei einen gemeinsamen konjugierten Punkt 
in R,und also gehen ihre entsprechenden © durch diesen gemeinsamen Punkt. 

Die beiden Räume r und R werden durch die Glei- 
chungen (1) so auf einander bezogen, daß den Punkten des 
einen Raumes die Kurven eines Komplexes im andern 
Raume entsprechen. Komplexkurven, die durch einen ge- 
gebenen Punkt gehen, bilden sich hierbei als die Punkte 
der dem gegebenen Punkte entsprechenden Komplex- 
kurve ab. 


12. Es läßt sich nun zeigen, daß die Gleichungen (1) eine allgemeine 
Reziprozität zwischen Gebilden der beiden Räume bestimmen, und zwar 
insbesondere zwischen Kurven, die von Komplexkurven ce und Ü umhüllt 
werden. 

Wenn zwei Komplexkurven des einen Raumes einen gemeinsamen 
Punkt haben — was offenbar im allgemeinen nicht der Fall ist —, so 
liegen ihre Bildpunkte auf einer Komplexkurve des andern Raumes; ins- 
besondere ist zu bemerken, daß zwei unendlich nahen, einander schneiden- 
den Komplexkurven im anderen Raume Punkte entsprechen, deren infini- 
tesimale Verbindungslinie eine Komplexrichtung ist. Man betrachte nun 
eine von einfach unendlich vielen ce umhüllte Kurve 6 und die den Punk- 
ten dieser letzten Kurve entsprechenden (Ü; es ist einleuchtend, daß jedes- 
mal zwei konsekutive (' einander schneiden, daß also ihr Inbegriff eine 
Umhüllungskurve & bestimmt. Führt man die entsprechende Operation | 156 
auf & aus, so erhält man eine von Komplexkurven ce umhüllte Kurve 6’, 
und zwar behaupte ich, daß 0’ eben die ursprüngliche Kurve o ist. 

Um dies zu beweisen, betrachte man einerseits ein von Komplex- 
kurven c gebildetes krummliniges Polygon, andererseits die den besproche- 





1) Gebilde des Raumes r werden mit kleinen Buchstaben bezeichnet; dagegen 
brauche ich große Buchstaben für alles, was dem Raume R angehört. 
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nen Kurven zugehörigen Bildpunkte, welche offenbar paarweise auf Kom- 
plexkurven ( liegen, auf denjenigen nämlich, die den Ecken des gegebenen 
Polygons entsprechen. Dieses neue Polygon und das gegebene stehen also 
in einem vollständigen reziproken Verhältnisse. 


Durch Grenzübergang erhält man zwei von Komplex- 
kurven e und Ü umhüllte Kurven, die in solcher gegen- 
seitiger Beziehung stehen, daß den Punkten der einen die- 
jenigen Komplexkurven entsprechen, welche die andere 
umhüllen. 


Eine jede von Komplexkurven umhüllte Kurve bildet sich also für 
eine zweifache Auffassung ab als eine andere ebenso von Komplexkurven 
umhüllte Kurve, die wir als die reziproke der gegebenen hinsichtlich 
des Gleichungssystems (1) bezeichnen; und offenbar kann man, wenn die 
Gleichungen der einen Kurve gegeben sind, diejenigen der reziproken 
durch einfache Operationen — Differentiation und Elimination — bestim- 
men. Es ist auch zu bemerken, daß die elementaren Komplex- 
richtungen (dx, dy,dz) und (dX,dY,dZ) sich paarweise als 
reziproke zusammenordnen, daß also zwei von Komplexkurven 
umhüllte Kurven, zwischen denen Berührung stattfindet, sich als eben- 
solche Kurven im andern Raume abbilden. 


13. Auch unter anderen Raumgebilden bestimmen die Gleichungen (1), 
und zwar für eine zweifache Auffassung, ein Entsprechen, welches aber 
im allgemeinen keine vollständige Reziprozität ist. 


Die elementaren Komplexkegel, deren Spitzen auf einer Fläche f 
liegen, schneiden die entsprechenden Tangentenebenen jedesmal nach 
n Geraden — n bezeichnet die Ordnung der Komplexkegel — und ordnen 
dadurch jedem Punkte der Fläche » elementare Komplexrichtungen zu. 
Die kontinuierliche Aufeinanderfolge dieser Richtungen bildet eine die 
Fläche n-fach bedeckende Schar von Kurven 6, die sämtlich von Kom- 
plexkurven ce umhüllt werden. Die entsprechenden reziproken Kurven & 
erzeugen eine Fläche F, die wir als Bildfläche der gegebenen auffassen. 
Daß das Reziprozitätsverhältnis nicht vollständig ist, liegt daran, daß 
durch jeden Punkt der Fläche F' im allgemeinen nur eine Kurve & geht. 
Die Fläche F enthält nämlich außerdem eine Schar von Kurven &’, die 
ebenfalls von Komplexkurven € umhüllt sind, und zwar gehen durch 
jeden Punkt unserer Fläche N —1 solche &’, vorausgesetzt, daß N die 
Ordnung der elementaren Komplexkegel des Raumes R bezeichnet. Die 
den Kurven &’ zugehörigen reziproken bilden eine Fläche g, die ge- [157 
wissermaßen der gegebenen Fläche assoziiert ist. 
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Durch jeden Punkt der Fläche f gehen, wie gesagt wurde, n Kurven 
6, und also ist dieser Punkt das Bild einer Komplexkurve C, welche 
n Kurven & berührt; demzufolge berührt unsere CO die Fläche F in 
n Punkten. Andererseits geht durch jeden Punkt der Fläche F nur eine 
Z&, dagegen N—1 Kurven 2”, und also ist unser Punkt das Bild einer 
Komplexkurve c, welche f in einem Punkte, g dagegen in N —1 Punkten 
berührt. Führen wir nun — in Analogie mit der für Liniensysteme ge- 
bräuchlichen Terminologie — die Bezeichnungen „Kurvenkongruenz“ 
und „Brennfläche!) einer Kurvenkongruenz“ ein, so können 
wir das Obenstehende folgendermaßen zusammenfassen: 


Die Punkte einer Fläche f bilden sich in Rabals zwei- 
fach unendlich viele Komplexkurven (, als eine Kurven- 
kongruenz, deren Brennfläche F wir als Bildfläche der ge- 
gebenen betrachten. Ebenso bilden sich die Punkte der 
Fläche F als zweifach unendlich viele Kurven ec ab, und 
zwar enthält die zugehörige Brennfläche die gegebene 
Fläche falsirreduktiblen Teil. 


14. Die vorstehenden Betrachtungen gelten auch, wenn f und F 
Flächenelemente sind. Unsere Reziprozität bestimmt ein Ent- 
sprechen zwischen Flächenelementen. Einem gegebenen Ble- 
mente des Raumes r entsprechen n Elemente des zweiten Raumes; an- 
dererseits entsprechen jedem Elemente des Raumes R gerade N Elemente 
in r. Sollen also die Gleichungen (1) eine vollständige Reziprozität, das 
heißt, ein eindeutiges Entsprechen zwischen Flächenelementen bestimmen, 
so müssen die beiden Zahlen n und N gleich 1 sein. 


Hierher gehört, wie ich beiläufig bemerke, die Amperesche Trans- 
formation (vgl. $ 7, Nr. 22). Dagegen haben wir gefunden, daß das Ent- 
sprechen zwischen elementaren Komplexrichtungen im allgemeinen ein- 
deutig ist, und in der Tat erhält man die klarste Vorstellung 
von unserer Reziprozität, wenn man eine jede Figur als 
vonelementaren Komplexrichtungen gebildetauffaßt. Bei- 
spielsweise können wirsagen, daß sich diezweifach unend- 
lich vielen elementaren Komplexrichtungen einer Fläche f 
als die elementaren Komplexrichtungen der entsprechen- 


den Fläche F abbilden. 





1) Definiert man eine Kurvenkongruenz durch eine lineare partielle Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung, so ist die Brennfläche dasjenige, was man im all- 
gemeinen als das singuläre Integral der betreffenden Differentialgleichung 
bezeichnet. 
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Sei nun gegeben eine Kurve k, die wir als eine Röhrenfläche von 
infinitesimalem Querschnitte auffassen. Alle elementaren Komplexrich- 
tungen, die k schneiden, geben zweifach unendlich viele Komplexrich- 
tungen (dX, dY, dZ), deren Inbegriff im allgemeinen eine Fläche F' [158 
bildet, welche das Bild von % ist. Diese Definition der Bildfläche ist mit 
den beiden folgenden äquivalent: F' enthält einfach unendlich viele Kur- 
ven (), die sich als die Punkte der Kurve k abbilden. Alle Komplexkurven 
c, die k schneiden, bilden sich als die Punkte der Fläche F’' ab. 

Die Gleichungen F, (x, y, 2, X, Y,Z)=0, Fr(a, y,2, X, Y, Z)=0 
führen somit beliebige gegebene Gebilde in neue über, sie können also 
dazu dienen, geometrische Theoreme und Probleme zu transformieren. Im 
zweiten Abschnitte machen wir für eine partikuläre Form der Abbildungs- 
gleichungen wichtige Anwendungen von diesem Transformationsprinzip. 


$5. Bestimmung aller Raumtransformationen, bei denen Berührung 
eine invariante Beziehung ist. 


15. In der Theorie der partiellen Differentialgleichungen spielen be- 
kanntlich Transformationen, die sich folgendermaßen ausdrücken lassen: 


1) X= 13,99, Yehl® 2,99, Zeh y 2,29), 


eine wichtige Rolle. Es sollen hier p und g, wie auch später P und @, die 
partiellen Derivierten: Er, 
02’ dy’ 0X’ oY 

bezeichnen. Bemerkenswert ist insbesondere der Fall, daß sich aus den 
Gleichungen (1) Ausdrücke für P und @, die ebenfalls nur von (x, y, 2, P, 9) 
abhängen, herleiten. lassen. Alsdann besitzt unsere Transformation die 
Eigenschaft, Flächen, die einander berühren, in ebensolche überzuführen, 
und zwar werde ich in diesem Paragraphen eine, wie es scheint, neue 
analytischgeometrische Einteilung dieser Transformationen in drei Klassen 
geben. | 

Die Gleichungen (1) ordnen einem beliebigen Flächenelemente 
(2, 9, 2,P,g) einen Punkt (X, Y, Z) zu, und also entsprechen den Rle- 
menten einer Fläche f alle Punkte einer Fläche F\, die freilich in eine 
Kurve, oder sogar in einen Punkt ausarten kann. Läßt man eine Fläche x 
variieren, in solcher Weise, daß ein Flächenelement derselben ungeändert 
bleibt, so berühren die entsprechenden IT einander in einem (oder meh- 
reren) gemeinsamen Elementen E&. Wenn II in eine Kurve ausartet, so 
enthält dieselbe, wie eine Kontinuitätsbetrachtung zeigt, zwei konsekutive 
' Punkte des Elementes E. Wird endlich /7 eine Punktkugel (unendlich 
kleine Kugel), so liegt dieselbe auf E. 
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Man betrachte nun dreifach unendlich viele Flächen f, die ganz be- 
liebig gewählt sind, und die entsprechenden Gebilde F' des zweiten Rau- 
mes, die entweder Flächen oder Kurven oder Punktkugeln sind. Eine 
Fläche p wird von zweifach unendlich vielen f umhüllt, und nach dem 
Vorstehenden berühren dann die entsprechenden zweifach unendlich [159 
vielen F' die Bildfläche ®. Hierin liegt eine allgemeine geometrische De- 
finition unserer Transformationen. 


16. Wählen wir insbesondere als Flächen f alle Punktkugeln des 
Raumes r, so finden wir die analytische Definition der Gebilde 7, indem 
wir zwischen den Gleichungen: 


X= fı(&; Y,2,P; 9); Y= f2(®; y,2,2,9), Z= fs(®; Y,2,P,4q) 

p und gq eliminieren. Es sind hier drei Fälle möglich: Entweder existiert 
nur eine Relation zwischen (x, y, 2, X, Y, Z), und dann gehört die Trans- 
formation!) unter die von Plücker aufgestellte allgemeine Reziprozität; 
oder es finden sich zwei solche Relationen, was der von mir aufgestellten 
Reziprozität entspricht; oder es existieren drei unabhängige Gleichungen 
zwischen den Punktkoordinaten der beiden Räume, was bei allen Punkt- 
transformationen der Fall ist. 

Es gibt drei distinkte Klassen von Transformationen, 
bei denen Berührung eine invariante Beziehung ist; die 
erste entspricht der Plückerschen Reziprozität des Raumes 
und wird durch eine aequatio directrix: 


Pia, ZEN 
definiert; die zweite entspricht der von mir aufgestellten 
Reziprozität, sie wird durch zwei Gleichungen: 

Pe EN, 20, DIENEN 
definiert; die dritte endlich umfaßtalle Punkttransforma- 
tionen: sie wird durch drei Gleichungen: 

#412, 9,9, 2,3, 230, Fs(z,y, &, r.E KZy=%, 

Fr, @,; 9,2, %,; 20% 


bestimmt. ?) 





1) Vergleiche du Bois-Reymond, Partielle Differentialgleichungen, $ 75-81. 

2) Für einen Raum mit n Dimensionen gibt es n distinkte Klassen von Trans- 
formationen, bei denen Berührung eine invariante Beziehung ist. Bezeichnet m eine 
beliebige ganze, positive Zahl, die nicht größer als n ist, so können wir sagen, daß 
eine jede Klasse durch m Gleichungen zwischen den Koordinaten des ursprünglichen 
und des transformierten Raumes definiert wird. 
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Die beiden ersten Klassen von Transformationen beruhen auf der 
Einführung eines neuen Raumelements, die letzte auf der Anwendung 
eines neuen Koordinatensystems. 


$ 6. Transformation partieller Differentialgleichungen. 


17. Legendre!) hat eine allgemeine Methode gegeben, um — in 
der Sprache der modernen Geometrie — eine partielle Differentialgleichung 
zwischen Punktkoordinaten x, y, 2 in eine zwischen Ebenenkoordi- [160 
naten £, «, v überzuführen; hierbei kann man f, vw, v auch als Punkt- 
koordinaten eines auf den gegebenen reziprok bezogenen Raumes be- 
trachten. Ebenso ist es, wenn man die Kurven oder Flächen 
einesKomplexes als Raumelemente einführt, möglich, eine 
Differentialgleichung in den Variablen x, y, zin eine zwi- 
schen den Koordinaten X, Y,Z des neuen Elementes zu 
transformieren. Auch hier ist zu bemerken, daß man in der neuen 
Gleichung X, Y, Z als Punktkoordinaten des Raumes R interpretieren 
kann, und zwar wird diese Auffassung in unserer Darstellung die hervor- 
tretende sein. 

Der analytische Beweis für die Wahrheit der vorstehenden Behaup- 
tung liegt darin, daß sich der besprochene Wechsel des Raumelements 
durch fünf Relationen zwischen (x, y,2,p,g) und (X, Y,Z, P, ()) aus- 
drücken läßt. Wenn man aber in eine partielle Differentialgleichung: 

IKa,y,2,p,9)= 0 
statt ”, %, 2, P, q die Werte dieser Größen ausgedrückt durch X, Y,Z, P. () 
einsetzt, so erhält man eine neue partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung. Geometrisch kann man dasselbe in folgender Weise einsehen. 

Es sei gegeben eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung 
II(x, y, 2,p, 9) = 0 und alle Flächen Y, die ein sogenanntes vollständiges 
Integral bilden; hierbei hat man sich zu erinnern, daß eine jede andere 
Integralfläche f von einfach unendlich vielen g umhüllt wird. Man be- 
trachte ferner die zugehörigen Bildflächen ® und F'; wir werden beweisen, 
daß jede F von einfach unendlich vielen ® umhüllt wird. 

Aus den Entwickelungen des letzten Paragraphen folgt, daß, wenn 
zwei Flächen einander nach einer Kurve berühren, das heißt, einfach un- 
endlich viele Flächenelemente gemein haben, die Bildflächen in demselben 
gegenseitigen Verhältnisse stehen. Dieses vorausgesetzt, betrachte man 
eine Integralfläche /,, ferner alle einfach unendlich vielen 9,, welche 


1) Die hier gegebene allgemeine Auffassung der sogenannten Legendre- 
schen Transformation gehört wohl Plücker. Crelle IX. 1831. 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. II, 1 2 
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diese nach einer Charakteristik berühren, und endlich die entsprechenden 
Flächen F, und ®,. Es ist klar, daß jede ®, die Fläche F, nach einer 
Kurve berührt, daß also F, die Umhüllungsfläche der &, ist. Wir sehen 
somit, daß unsere Transformation alle Integralflächen einer partiellen 
Differentialgleichung II (x, y, 2, p, q) = ® in die Integralflächen einer neuen 
partiellen Differentialgleichung F(X,Y,Z,P,Q) = überführt, und das 
war eben unsere Behauptung. 


18. Wir betrachten nun eine, durch zwei auf einander 
bezogene Kurvenkomplexe ce und C definierte Transfor- 
mation; wenden wirdieselbeauf die dem Kurvenkomplexe € 
zugehörige($3, Nr. 9) partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung an,so zerfällt die entsprechende Differential- [161 
gleichung zwischen X, Y, Z in zwei Gleichungen, unter 
denen die eineeben dem Kurvenkomplexe Ü entspricht. 

Sei nämlich gegeben eine Fläche f, die in allen ihren Punkten die 
zugehörigen elementaren Komplexkegel berührt. Diese Kegel bestimmen 
in jedem Flächenelemente ($ 4, Nr.13) n» elementare Komplexrichtungen, 
unter denen jedesmal zwei zusammenfallen. Die auf f gelegenen Kurven, 
die von Komplexkurven ce umhüllt werden, teilen sich also in zwei Scharen: 
die Charakteristiken der Fläche f und eine Schar, die die Fläche (n — 2)- 
fach bedeckt. Die Punkte unserer Fläche bilden sich somit ab als zweifach 
unendlich viele Kurven C', deren Brennfläche in zwei Flächen F} und F, 
zerfallen ist, und zwar berühren die Kurven Ü die Fläche 7, in zwei zu- 
sammenfallenden Punkten, dagegen die Fläche F, in » — 2 getrennten 
Punkten. Die Fläche F, genügt also nach $ 3, Nr.9 der den Komplex- 
kurven © zugehörigen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung, 
während F, eine andere Differentialgleichung befriedigt. Unsere Behaup- 
tung ist also erwiesen. | 

Unser Satz ist mit den beiden folgenden identisch: 

Wenn ein Flächenelement des Raumes r einen elemen- 
taren Komplexkegel berührt, so bildetes sich in Rab durch 
n—1 Elemente, unter denen das eine zweifach zählt und 
dabei einen elementaren Komplexkegel berührt.!) 





1) Einem Elemente des einen Raumes entsprechen im allgemeinen n, be- 
ziehungsweise N Elemente des andern Raumes. Demzufolge ordnen sich die Ele- 
mente jedes Raumes in Gruppen von n oder N zusammen, wir werden sagen als 
assoziierte Elemente. Wenn unsere Transformation durch zwei Gleichungen 
F,=0, F,=0 definiert wird, so gibt es nach den Entwickelungen des Textes in 
jedem Raume vierfach unendlich viele Elemente, die mit einem assoziierten zusam- 
mengefallen sind, und zwar ist es bemerkenswert, daß sich ein solches Element als 
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Die Komplexkurven e und Ü bestimmen zwei partielle 
Differentialgleichungen erster Ordnung, deren Charak- 
teristiken reziproke Kurven hinsichtlich der Gleichungen 
Fr, R=0 sind. 


19. Die letzte Form unseres Satzes gibt die folgende Methode zur 
Transformation partieller Differentialgleichungen erster Ordnung. 

Man bestimme die Differentialgleichung f(x, y, 2, dz, dy, dz2)=0 der 
Charakteristiken und wähle eine beliebige Relation: 

dla, y2,da,dy, de, X)=0, 
in welcher X eine Konstante bezeichnet. Es seien: 

Hey. 9-0 Hy, X YZ)=0 

die Integrale mit zwei arbiträren Konstanten Y und Z des simultanen 
Systems: I=0, 9-0. [162 
Die Gleichungen FR =0 und F,—0 geben durch Differentiation und 
Elimination eine Gleichung: 

PIE Z,AX,dY, AZ) —0, 
welche wir auffassen als bestimmend eine partielle Differentialgleichung: 

re, )=0, 

die sich nach gewöhnlichen Methoden finden läßt. 

Die gegebene partielle Differentialgleichung und die 
eben gefundene F,=0 sind äquivalente Probleme in dem 
Sinne, daß die zugehörigen Charakteristiken reziproke 
Kurven hinsichtlich des Systems }\=0, F,—=0 sind. 

Es ist nicht schwer, die Wahrheit der beiden folgenden Behauptungen, 
die ich als Beispiele aufstelle, zu erkennen. 

Transformiert man nach der angegebenen Methode die einem Linien- 
komplexe ($ 3, Nr. 10) zugehörige partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung, so ist die neue Gleichung F,—= 0 nur vom zweiten Grade. 
Dieses liegt daran, daß die Geraden einer Linienkongruenz die Brennfläche 
in zwei Punkten berühren.?) 





ein ähnliches im zweiten Raume abbildet. Der Satz des Textes gilt in dieser Form 
auch für Transformationen, die durch eine Gleichung F(x,y,2, X, Y,Z)=0 de- 
finiert werden. 

1) Die hier angedeutete einfache Form, welche die einem Linienkomplexe 
zugehörige partielle Differentialgleichung annehmen kann, gründet sich nach den 
Entwickelungen in $ 2 (vergleiche auch den dritten Abschnitt dieser Abhandlung) 
darauf, daß man die Geraden des betreffenden Linienkomplexes als Raumelemente 
einführt. 


9* 
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Transformiert man dagegen die einem Kegelschnittkomplexe zu- 
gehörige partielle Differentialgleichung ($ 3, Nr. 9), so ist die neue Dif- 
ferentialgleichung im allgemeinen vom dreißigsten Grade. Dieses liegt 
daran, daß, wenn zweifach unendlich viele Kegelschnitte eine Kongruenz 
bilden, jeder Kegelschnitt die Brennfläche in sechs Punkten berührt. Dem- 
zufolge sind die neuen elementaren Komplexkegel von sechster Ordnung 
und also von dreißigster Klasse, und so weiter. 


20. Hier mögen noch die folgenden Bemerkungen, auf deren Beweis 
ich nicht eingehe, ihren Platz finden. 

a) Wenn in der letzten Nummer f= 0 die Form: 

Xde+Ydy+ Zdz=0') 
besitzt, so sind die Charakteristiken der partiellen Differentialgleichung 
F,=0 eben diejenigen Kurven, die durch F}\ =0, F,—=0 dargestellt 
werden, wenn man x, y, 2 als Parameter auffaßt. Wir können hieraus als 
wesentliche Eigenschaft der Charakteristiken einer partiellen Differential- 
gleichung erster Ordnung die folgende schließen: 

Die Kurven eines gegebenen Komplexes sind Cha- [163 
rakteristiken einer partiellen Differentialgleichung erster 
Ordnung, wenn in einer beliebigen, diesem Komplexe an- 
gehörigen Kongruenz jede Kurve?) die Brennfläche nurin 
einem Punkte berührt. Hierbei wird von der allen solchen 
Kongruenzen möglicherweise gemeinsamen Brennfläche 
abgesehen. 

Wenn die elementaren Komplexkegel beider Räume in ebene Strahlen- 
büschel zerfallen, so liegen die dreifach unendlich vielen Komplexkurven 
jedes Raumes auf einfach unendlich vielen Flächen — das heißt, die 
Gleichungen: 

(2, y,2,d2,dy,d)=0, HILL, L Z dX, da, da2)=V, 
die hinsichtlich der Differentiäle linear sind, können integriert werden. 
Dieser Satz ist, wie ich bei einer anderen Gelegenheit zeigen werde, 
von Bedeutung, wenn man insbesondere alle eindeutigen Transforma- 
tionen sucht. 

b) Alle Transformationen, bei denen Berührung eine invariante Be- 
ziehung ist, besitzen die charakteristische Eigenschaft, die Monge- 
Amperesche partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung: 

Art—s®)+Br+C0s+Di+E=0 
1) X, Y, Z sollen hier beliebige Funktionen von x, y, z bezeichnen. 


2) Jede Kurve einer solchen Kongruenz schneidet nur eine unendlich benach- 
barte Kurve. 
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in eine ähnliche Gleichung überzuführen. Wenn die gegebene Gleichung 
ein allgemeines erstes Integral zugibt, so ist dieses offenbar auch mit der 
neuen der Fall. (Vergleiche eine Abhandlung von Boole in Crelle- 
Borchardts Journal, Bd. 61.) 

c) Im allgemeinen entspricht bei unseren Transformationen einem 
gegebenen Elemente eine endliche Anzahl Elemente des zweiten Raumes. 
Es gibt indessen Ausnahmeelemente, die sich als unbegrenzt viele Ele- 
mente abbilden. Ohne auf eine vollständige Diskussion dieser wichtigen 
Theorie einzugehen, bemerke ich, daß, wenn ein Element einfach unend- 
lich viele Komplexriehtungen enthält, dasselbe ein Ausnahmeelement ist. 
Dieses liegt unmittelbar darin, daß sich ein Element im allgemeinen in 
so viele Elemente transformiert, wie dasselbe Komplexrichtungen enthält 
($4, Nr. 13 und 14). Wenn daher die elementaren Komplexkegel des 
Raumes r in ebene Büschel zerfallen sind, so erhalten wir in diesem 
Raume dreifach unendlich viele Ausnahmeelemente, deren Inbegriff den 
vierfach unendlich vielen Elementen entspricht, welche sämtliche ele- 
mentare Komplexkegel des Raumes AR umhüllen. 


Zweiter Abschnitt. [164 


Die Plückersche Liniengeometrie?) läßt sich in eine 
Kugelgeometrie transformieren. 


In diesem Abschnitte betrachte ich einen besonderen Fall der früher 
entwickelten allgemeinen Theorie, denjenigen nämlich, in welchem die 
beiden auf einander bezogenen Kurvenkomplexe Linienkomplexe sind. Doch 
ist es nur ein Degenerationsfall, den ich einem näheren Studium unter- 
werfe. Indessen glaube ich, daß es Interesse darbieten würde, sowohl den 
allgemeinen Fall, wie alle möglichen Spezialfälle genau zu untersuchen. 


$ 7. Die beiden Kurvenkomplexe sind Linienkomplexe. 
21. Setzen wir voraus, daß die beiden Gleichungen der Reziprozität 
hinsichtlich (x, y, 2) und (X, Y, Z) linear sind: 
| X +by+G2+d)+ la + by+ 24 d,)+ 
+ Zla +by+G2+d)+ (ve +by+a2+d)=(0, 
Ama +Fıyt 2 +d)+ Ya + PBy+Yrz+d)+ 
+Zlasa + ßsy+Ys2 +6) + (ur + Bıyt+Yyztd)=0, 


(1) 





1) Hinsichtlich der Theorie der Komplexe setze ich als bekannt voraus: 
Plücker, Neue Geometrie des Raumes ... 1868, 69; Klein, Zur Theorie der Kom- 
plexe.... Math. Ann. II,2. Herrm Battaglinis Arbeiten über Linienkomplexe kann 
ich nicht zitieren, weil sie mir unzugänglich sind. 
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so bilden offenbar die einem gegebenen Punkte konjugierten Punkte des 
zweiten Raumes eine Gerade. Die beiden Kurvenkomplexe sind Plücker- 
sche Linienkomplexe, und also bestimmen die Gleichungen (1) ein Ent- 
sprechen zwischen r und R, welches die folgenden Eigenschaften besitzt: 

a) In jedem Raume befindet sich ein Linienkomplex, 
dessen Gerade sich als die Punkte des andern Raumes ab- 
bilden. 

b) Wenn ein Punkt eine Komplexlinie beschreibt, so 
dreht sich dieentsprechende Gerade um den Bildpunkt der 
durchlaufenen Linie. 

ec) Kurven, deren Tangenten beziehungsweise den bei- 
den Komplexen angehören, ordnen sich paarweise als rezi- 
proke zusammen, dergestalt, daß sich die Tangenten der 
einen als die Punkte der andern abbilden. 

d) Einer Fläche f wird für eine zweifache Auffassung 
eine Fläche F zugeordnet. Einerseits ist F die Brennfläche 
derjenigen Linienkongruenz, deren Gerade den Punkten 
von fentsprechen; andererseits sind die Punkte von F [165 
das Bild aller Tangenten der Fläche f, welche dem betref- 
fenden Linienkomplexe angehören!) 

e) Auf den eben besprochenen Flächen ordnen sich alle 
Kurven paarweise als konjugierte zusammen. Die Punkte 
einer solehen Kurve transformieren sich in die Erzeugen- 
den einer Linienfläche, welche die konjugierte Kurve ent-. 
hält und nach derselben die Fläche foder F berührt. 

f) Einer Kurve, deren Tangenten dem betreffendenKom- 
plexe angehören, entspricht als konjugierte eine ebenfalls 
von Komplexlinien umhüllte Kurve, und zwar eben die- 
jenige, die wir als die reziproke der gegebenen bezeichnet 
haben. 

Der Beweis für die unter e) aufgestellte Behauptung liegt darin, daß 
eine Komplexlinie und ein auf derselben gelegener Punkt sich als ein 
Punkt und eine durch denselben gehende Komplexlinie abbilden. 


22. Eine jede der Gleichungen (1) bestimmt ein homographisches 
Entsprechen zwischen den Punkten und Ebenen der beiden Räume, und 
also läßt sich jeder unserer Komplexe definieren als der Inbegriff der 





1) Daß die Reziprozität nicht vollständig ist, liegt daran, daß die Fläche F 
die vollständige Brennfläche der zugehörigen Kongruenz ist; dagegen umhüllen die 
Linien der andern Kongruenz außer f noch eine zweite Fläche, 
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Durchschnittsgeraden von homographisch entsprechenden Ebenen, oder 
der Verbindungslinien von homographisch zusammengehörenden Punkten. 
Der hierdurch bestimmte Linienkomplex zweiten Grades ist nach den 
Untersuchungen des Her@n.Reye!) mit demjenigen Liniensysteme iden- 
tisch, welches Binet zuerst als den Inbegriff stationärer Umdrehungs- 
achsen eines materiellen Körpers betrachtet hat, und welches später mehrere 
Mathematiker, insbesondere die Herren Chasles und Reye, untersucht 
haben. 

Wenn die Konstanten der Gleichungen (1) partikularisiert sind, so 
können die Komplexe entweder eine spezielle gegenseitige Lage erhalten 
— sie können zum Beispiel zusammenfallen, welchen Fall Herr Reye in 
seiner Geometrie der Lage betrachtet, indem er zugleich die hier unter- 
suchte Abbildung des Komplexes, wie auch den unter b) angeführten Satz 
angibt — oder selbst partikularisiert werden. Ohne hier auf eine Diskus- 
sion aller möglichen Fälle einzugehen, hebe ich die beiden folgenden 
wichtigsten Degenerationen hervor.?) 

Die beiden Komplexe können spezielle lineare Komplexe sein. Dieser 
Fall führt auf die bekannte Amperesche Transformation, die also darauf 
beruht, daß man alle Geraden, die eine feste Gerade schneiden, als [166 
Raumelemente anstatt des Punkts oder der Ebene einführt. Die Ampere- 
schen Transformationsgleichungen: 


X+p=0, Y+y=0, Z+z— pı=0 
geben nämlich zwischen (x, y, 2, X, Y, Z) die beiden Relationen: 
Y+y=0, Z+z+Xr2=(0, 

welche offenbar eine partikuläre und symmetrische Form der Gleichungen 
(1) bilden. 

Der eine Komplex kann in den Inbegriff aller Geraden, die einen 
festen Kegelschnitt schneiden, übergehen; alsdann ist der zweite Komplex 
ein allgemeiner linearer.?) Diese Degeneration werde ich im folgenden 





1) Reye, Geometrie der Lage, II. Abteilung 1868, S. 116—172. 

2) Lie, Repräsentation der Imaginären, Akad. zu Christiania. Februar und 
August 1869. Die in dieser Abhandlung $$ 17, 25, 27”—29 betrachtete räumliche 
Verwandtschaft ist mit unserer jetzigen identisch. In $ 25 bespreche ich die erste der 
beiden Degenerationen, [Diese Ausg. Bd. I, Abh. III, S. 30; IV, S. 41—43, 46—53.] 

3) Herr Nöther hat diese Abbildung des linearen Komplexes, die ich übrigens 
selbständig gefunden habe, bereits gelegentlich gegeben. (Götting. Nachr. 1869: Zur 
Theorie der algebraischen Funktionen.) Die für uns fundamentale Auffassung, daß 
die beiden Räume je einen Komplex enthalten, dessen Linien sich als die Punkte 
des andern Raumes abbilden, ist in der besprochenen Note nicht angedeutet. Ich 
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unter der Voraussetzung, daß der fundamentale Kegelschnitt der unendlich 
weit entfernte imaginäre Kreis ist, näher untersuchen. 


23. Wir wissen, daß die beiden Kurvenkomplexe Linienkomplexe 
sind, wenn die Gleichungen der Reziprozität hinsichtlich der beiden Sy- 
steme von Variabeln (z,y, 2) und (X, Y, Z) linear sind, und wir stellen 
uns nun die Frage, ob diese hinreichende Bedingung auch notwendig ist. 
Es ist dies, wie jetzt gezeigt werden soll, allerdings der Fall, wenn man 
die Bedingung hinzufügt, daß das Entsprechen eindeutig sein soll. Ich 
bemerke übrigens, daß diese Frage, die an und für sich Interesse darbietet, 
für die folgenden Theorien keine Bedeutung hat. 

Wenn der eine Komplex ein Linienkomplex ist, so müssen die ele- 
mentaren Komplexkegel des andern Komplexes, der im allgemeinen ein 
Kurvenkomplex ist, in eine Anzahl von Kegeln zweiten Grades zerfallen. 
Der Beweis dieses Satzes liegt darin, daß die Geraden einer allgemeinen 
Linienkongruenz die Brennfläche nur in zwei Punkten berühren. Wird 
insbesondere der eine Komplex von den Tangenten einer Fläche gebildet, 
so zerfallen die elementaren Kegel des zweiten Komplexes in ebene 
Strahlenbüschel. Stellt man nun die Forderung, daß die Abbildung ein- 
deutig sein soll, so sind nur noch die drei folgenden Fälle möglich: 

1. Die beiden Linienkomplexe sind allgemeine Komplexe zweiten 
(Grades. 

2. Der eine Komplex ist ein spezieller Komplex zweiten Grades, der 
andere ein allgemeiner linearer. 

3. Die beiden Komplexe sind spezielle lineare. [167 

Wir deuten an, wie sich hieraus herleiten läßt, daß die 
Gleichungen (1) die allgemeinste eindeutige gegenseitige 
Abbildung zweier Linienkomplexe definieren, wobei Je- 
doch der Fall, daß beide Linienkomplexe spezielle lineare 
sind, nicht vollständig in Betracht genommen ist.) 

Wenn die beiden Komplexe allgemeine Komplexe zweiten Grades 
sind, so können die zugehörigen Singularitätenflächen, wie man leicht 
findet, keine krummen Flächen sein. Von jedem Punkte der Singula- 





möchte ferner hinzufügen, daß ich die Idee, ein Entsprechen zwischen den Flächen- 
elementen zweier Räume auf die Abbildung eines Komplexes zu begründen, nirgend- 
wo ausgesprochen gefunden habe. 

1) Man stelle ein eindeutiges Entsprechen fest zwischen den Ebenen zweier 
linearer Büschel. Man beziehe darnach die Geraden jeder Ebene dualistisch auf die 
Punkte der entsprechenden Ebene. Man erhält hierdurch eine gegenseitige Abbil- 
dung zweier spezieller linearer Komplexe, die allgemeiner als diejenige ist, welche 
durch die Ampereschen Gleichungen bestimmt wird. 
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ritätenfläche gehen nämlich zwei ebene Strahlenbüschel aus, deren Gerade 
sich im andern Raume als die Punkte einer Geraden abbilden. Alle Ge- 
raden des einen Büschels transformieren sich hierbei in einen einzigen 
Punkt. Der Inbegriff aber aller Geraden, die keine selbständige Abbildung 
haben, kann nicht ein Komplex, höchstens eine Anzahl von Kongruenzen 
sein. Da jedoch alle ebenen Strahlenbüschel, deren Spitzen auf einer 
krummen Fläche liegen, notwendigerweise einen Komplex bilden, so 
muß die Singularitätenfläche aus Ebenen bestehen, und hieraus läßt sich 
schließen, daß die beiden Komplexe zweiten Grades solche sind, wie sie 
Binet zuerst betrachtet hat. 

Wenn ein spezieller Komplex zweiten Grades und ein allgemeiner 
linearer auf einander abgebildet sind, so wären a priori zwei Fälle denkbar. 
Die Linien des Komplexes zweiten Grades könnten einen Kegelschnitt 
schneiden, oder eine Fläche zweiten Grades umhüllen. Durch Betrachtungen, 
auf welche ich hier nicht eingehe, habe ich bewiesen, daß nur der erste 
Fall stattfindet. 


$ 8. Reziprozität zwischen einem linearen Komplexe 
und dem Inbegriffe aller Geraden, die den imaginären unendlich 
weit entfernten Kreis schneiden. 


24. Wir wenden uns nun zu den Gleichungen: 
(1) — Ze=xı— (X+iY),, (X—-1iVN)z=y—Z, 
die, wie man sieht, hinsichtlich (x, y, 2) und (X, Y, Z) linear sind, welche 
somit ein Entsprechen zwischen zwei Linienkomplexen bestimmen. Zuerst 
suchen wir die Gleichungen dieser Komplexe in Plückerschen Linien- 
koordinaten. 

Plücker schreibt die Gleichungen der geraden Linie in der Form: 

r2=1—0, SsE=y—6 

und betrachtet dabei die fünf Größen: [168 


r, 8,0, 6, (r6 — so) 
als Linienkoordinaten. Also stellen die Gleichungen (1), wenn man in 
denselben X, Y, Z als Parameter auffaßt, ein System von Geraden dar, 
deren Koordinaten den folgenden Relationen genügen: 
r=-— 2, 0 =X+iJ, s=X-iJ, 0=Z, 
aus denen: 


(2) r+6=0 


hervorgeht. Der Linienkomplex im Raume r ist somit ein linearer, und 
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zwar ein allgemeiner linearer Komplex, der die unendlich weit entfernte 


Gerade!) der x, y-Ebene enthält. 
Um den Komplex des Raumes R zu bestimmen, ersetze man das Sy- 
stem (1) durch das äquivalente: 


2 2 2 
se +3]2- 7-53) 


welches bei Vergleichung mit den allgemeinen Gleichungen einer Geraden: 
(3) RZ=X-—-P, 8Z2=I7—2 
die folgenden Relationen gibt: 


1-1] P-4fe+2] 


s- [+2], 2-46-2] 


Somit finden wir als Gleichung des besprochenen Komplexes: 


(4) R®+S?+1=0. 

Nun geben die Relationen (3): 
| _4IX _ar 
er PA A, 


und also kann (4) auch in der folgenden Form geschrieben werden: 
daX®+adaY?+dZ?=0. 


Der Linienkomplex des Raumes AR wird von den imaginären Geraden, 
deren Länge gleich Null?) ist, gebildet. 

Die Gleichungen (1) beziehen die beiden Räume so auf 
einander, daß den Punkten des Raumes r die imaginären 
Geraden, deren Länge gleich Null ist, entsprechen, [169 
während sich die Punkte des Raumes R als die Linien des 
linearen Komplexesr+6=0 abbilden. 

Es ist zu bemerken, daß, wenn ein Punkt eine Linie des Komplexes 
r+6=( durchläuft, die entsprechende Bildlinie eine infinitesimale Kugel, 
eine Punktkugel beschreibt. 





1) Diese Gerade tritt bei der Abbildung als Fundamentalgebilde auf. Ich be- 
zeichne diese Gerade zuweilen als die Fundamentalgerade des Raumes r. 

2) Indem ich der bequemen französischen Terminologie folge, bezeichne ich 
als Gerade von der Länge Null eine jede Linie, die den unendlich weit ent- 
fernten imaginären Kreis schneidet. 


2 
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25. Nach der allgemeinen Theorie reziproker Kurven ($ 4, Nr. 12) 
läßt sich, wenn eine Kurve bekannt ist, deren Tangenten dem einen Kom- 
plexe angehören, die von Geraden des andern Komplexes umhüllte Bild- 
kurve durch einfache Operationen — Differentiation und Elimination — 
bestimmen. Nun hat Lagrange die allgemeinen Gleichungen aller Kurven 
gefunden, deren Tangenten den imaginären Kreis schneiden, und somit 
ist es auch möglich, die allgemeinen Gleichungen der- 
jJenigen Kurven hinzuschreiben, deren Tangenten einem 
linearen Komplexe angehören. 


Um uns nicht von unserem Ziele zu entfernen, gehen wir auf die 
einfachen geometrischen Relationen, die zwischen reziproken Kurven der 
beiden Komplexe stattfinden, nicht näher ein.!) 


Das durch die Gleichungen (1) bestimmte Entsprechen zwischen 
Flächen der beiden Räume besitzt einige Eigentümlichkeiten, die ich kurz 
angeben werde, indem ich sonst auf die allgemeinen Entwickelungen des 
S 4 verweise. 


Wenn die Fläche f eine allgemeine Lage in r hat, so umhüllen die 
Tangenten derselben, die dem linearen Komplexe angehören, außerdem eine 
zweite Fläche p. Die auf diesen beiden Flächen gelegenen Kurven, deren 
Tangenten Komplexlinien sind, nennen wir 6, und 6,. Die entsprechen- 
den reziproken Kurven &, und 2, erzeugen dieselbe Fläche F', die das 
Bild der gegebenen Fläche f, wie auch dasjenige der Fläche @ ist. 


Nimmt man dagegen eine beliebige Fläche ® des Raumes R, so um- 
hüllen die Komplexlinien, welche ® berühren, keine andere Fläche. Die 
von Komplexlinien umhüllten Kurven & unserer Fläche bilden eine irre- 
duktible Schar, die ® zweifach bedeckt. Die reziproken Kurven 6 er- 
zeugen die Bildfläche, die keine weiteren Kurven enthält, deren Tangenten 
dem linearen Komplexe angehören. 


Endlich möchte ich aussprechen, daß unsere Abbildung die beiden 
folgenden Probleme in einander überführt: Auf der Brennflächeeiner 
Kongruenz, deren Linien einem linearen Komplexe an- [170 
gehören, die Rückkehrkanten der Developpablen zu be- 
stimmen; und: aufeinergegebenen Fläche diegeodätischen 
Kurven, deren Länge gleich Null ist, aufzufinden. 





1) Ich möchte darauf aufmerksam machen, daß einer Spitze der einen Kurve 
eine stationäre Tangente im zweiten Raume entspricht. Überhaupt treten stationäre 
Tangenten regelmäßig als Singularitäten auf, wenn man Kurven als 


Liniengebilde, das heißt, als von den Geraden eines gegebenen Komplexes um- 
hüllt, auffaßt. 
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26. Ich werde mich später zuweilen auf die beiden folgenden Sätze | 
stützen: 

a) Eine Fläche F n-ter Ordnung, die den unendlich weit 
entfernten imaginären Kreis als p-fache Linie enthält, ist 
das Bild einer Kongruenz, deren Ordnung und Klasse gleich 
n —p sind. 

Eine imaginäre Linie, deren Länge gleich Null ist, schneidet nämlich 
F in n—p im endlichen Raume gelegenen Punkten, und also gehen 
ebensoviele Gerade der besprochenen Kongruenz durch jeden Punkt des 
Raumes r. Bei einer Kongruenz, die einem linearen Komplexe angehört, 
ist aber bekanntlich die Klasse gleich der Ordnung. 


b) Eine Kurve Ü n-ter Ordnung, die den imaginären 
Kreis in p Punkten schneidet, bildet sich als eine Linien- 
fläche (2n — p)-ter Ordnung ab. | 


Eine Gerade des linearen Komplexes r +6= 0 schneidet nämlich 
die besprochene Linienfläche in ebensovielen Punkten, wie die Kurve © 
und eine infinitesimale Kugel gemein haben, wobei jedoch die unendlich 
weit entfernten Punkte nicht mitzuzählen sind. 


$ 9. Die Plückersche Liniengeometrie läßt sich in eine Kugelgeometrie 
transformieren. 


27. In diesem Paragraphen begründe ich einen funda- 
mentalen Zusammenhang zwischen der Plückerschen Li- 
niengeometrie und einer Geometrie, deren Element die 
Kugel ist. 


Die Gleichungen (1) des letzten Paragraphen transformieren die Ge- 
raden des Raumes r in die Kugeln des zweiten Raumes, und zwar in 
zweifacher Auffassung. Einerseits gehen diejenigen Linien des linearen 
Komplexes r +6= (0, die eine beliebige Gerade /,, und also zugleich die 
ihr hinsichtlich des Komplexes zugeordnete reziproke Polare /, schneiden, 
nach einem früheren Satze (Nr. 26a) in die Punkte einer Kugel über; 
andererseits transformieren sich die Punkte der Linien /, und /, in die 


geradlinigen Erzeugenden dieser Kugel (Nr. 26 b). 


Durch folgende analytische Betrachtungen findet man die Relationen, 
welche zwischen den Koordinaten der Linien /, und /,, und andererseits 
den Mittelpunktskoordinaten X’, Y’,Z’ und dem Radius H’ der ent- 
sprechenden Kugel stattfinden. Sind: 


Yz=1—0, Ss=y—6 
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die Gleichungen der Geraden /!, oder /,, und erinnert man sich, daß [171 
sich die Linien des Komplexes r +6=0 folgendermaßen darstellen lassen: 


(1) — Zz=:—- (X+iY), (X-iY)z=y—Z, 


so sieht man, daß man %, y, z zwischen diesen vier Gleichungen eliminieren 
muß, um die Geraden (1) der Bedingung zu unterwerfen, !, zu schneiden. 
In dieser Weise findet man, daß die Koordinaten X, Y, Z unserer Komplex- 
linien, oder, was auf dasselbe hinauskommt, daß die Koordinaten X, Y, Z 
der entprechenden Bildpunkte die Relation: 


FRE tert Zrte-Ni=1le+rf 


befriedigen. Unsere frühere Behauptung ist hierdurch analytisch bewiesen; 
zugleich erhalten wir die folgenden Formeln: 


EL H ET He—9, Zen, AH =Ke+n), 
oder die äquivalenten: 
(3) aaa se K- u o=Zz + H:, 

P= (2 M, 


in denen man die Akzente ohne weiteres weglassen kann. Für unsere 
Auffassung ist nämlich der Punktdes Raumes Reine Kugel, 
deren Radius unendlich klein ist. 

Die Formeln!) (2) und (3) zeigen, daß eine gegebene Gerade des 
Raumes r in eine vollständig bestimmte Kugel übergeht; dagegen bildet 
sich eine gegebene Kugel[X,Y,Z, H?] ab durch zwei Linien: 


(X, Y, Z, ur (X, Y, Z, oe), 
welche reziproke Polaren hinsichtlich des linearen Kom- 
plexes: ER, 


sind. Jene Gleichungen bestimmen offenbar, wenn man H gleich Null 
setzt, die eindeutige Beziehung zwischen den Punktkugeln des Raumes R 
und den Geraden des Komplexes 7 =0. 

Eine Ebene, das heißt, eine Kugel, deren Radius unendlich groß ist, 
transformiert sich nach den Gleichungen (3) in zwei Linien /, und Is, 
welche die unendlich weit entfernte Gerade der x, y-Ebene schneiden. 
Dabei sind nach dem Vorstehenden die Punkte der Linien /, und /, die 
Bilder aller Geraden unserer Ebene, welche durch die zugehörigen imagi- 





1) Aus diesen Formeln in Verbindung mit dem durch dieselben analytisch 
begründeten Satze der nächsten Nummer läßt sich, wie mir Herr Klein bemerkt 
hat, die Relation zwischen Linien- und Kugelgeometrie unmittelbar herleiten. 
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nären Kreispunkte gehen. Insbesondere bildet sich eine Ebene, die [172 
den imaginären Kreis berührt, als eine mit der «, y-Ebene parallele Kom- 
plexlinie ab. 


28. Zwei einander schneidende Gerade / und A bilden 
sich als Kugeln ab, zwischen denen Berührung stattfindet. 

Denn die reziproken Polaren der gegebenen Geraden hinsichtlich des 
Komplexes H = 0 schneiden einander auch, und also enthalten die Bild- 
kugeln zwei gemeinsame Gerade, die verschiedenen Erzeugungen angehören. 
Wenn aber der Durchschnitt zweier Flächen zweiten Grades in einen 
Kegelschnitt und ein Geradenpaar zerfällt, so berühren die Flächen ein- 
ander in drei Punkten, den Doppelpunkten der Schnittkurve nämlich. Die 
beiden Kugeln haben also drei Berührungspunkte, unter denen indessen 
zwei, welche imaginär und unendlich entfernt sind, nicht in Betracht 
kommen. 

Analytisch beweist man unser 'Theorem in folgender Weise. Die 
Bedingung des Schneidens der beiden Geraden: 


72 2% 77>P35 YgZ2= X 0, 


a u u SE=y—6 
wird durch: | 
(r — r3) (61 — 63) — (81 — 82) (01 — 03) = 0 
dargestellt, und diese Gleichung geht durch Anwendung der Formeln (3) in: 
(X, — X) ur (HM m ed: ir 23) Di (H; ei H,) 

über, das heißt, in die Bedingung der Berührung der beiden 
Bildkugeln. 

Zwei Kugeln, die einander berühren, transformieren 
sich in zwei Linienpaare, deren gegenseitige Lage eine 


solche ist, daß jede Linie des einen Paares eine Gerade des 
zweiten schneidet. 


$ 10. Verschiedene Abbildungen. 


29. Man betrachte die Geraden eines ebenen Strahlenbüschels im 
Raume r, ferner die zugehörigen reziproken Polaren hinsichtlich H = 0, 
die ebenfalls ein ebenes Strahlenbüschel bilden, und endlich die entsprechen- 
den Bildkugeln. Es ist leicht zu erkennen, daß alle diese Kugeln zwei 
gemeinsame (Gerade enthalten, diejenigen nämlich, welche den Scheiteln 
der beiden Strahlenbüschel entsprechen, und also berühren unsere Kugeln 
einander in dem Durchschnittspunkte dieser beiden Linien. 
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Die Geraden eines ebenen Strahlenbüschels bilden sich 
als alle Kugeln ab, die einander in einem gemeinsamen 
Punkte berühren. 

Hieraus folgt, daß eine Fläche f und alle ihre Tangenten in einem 
gegebenen Punkte sich als eine Fläche und alle dieselbe in einem Punkte 
berührenden Kugeln abbilden ($ 5, Nr. 15). Dies findet seinen einfachsten 
Ausdruck in dem folgenden Satze: 

Alle Flächenelemente des Raumesr, die zwei konseku- 
tive Punkte einer Geraden enthalten, gehen bei unserer |173 
Abbildung in die Elemente der entsprechenden Bildkugel 
über. 

Eine auf der Fläche f gelegene Gerade, welche also dieselbe in un- 
endlich vielen Punkten berührt, wird eine Kugel, welche die Bildfläche 
unendlich oft, das heißt, nach einer Kurve berührt. Hieraus läßt sich 
schließen, daß eine Linienfläche in eine Kugelenveloppe (eine Röhrenfläche) 
übergeht. Eine developpable Fläche transformiert sich in die Umhüllungs- 
fläche von einfach unendlich vielen Kugeln, die der Bedingung unterworfen 
sind, daß jedesmal zwei konsekutive einander berühren. Man erhält also die 
von Monge betrachteten imaginären Linienflächen, deren beide Scharen von 
Krümmungslinien in die geradlinigen Erzeugenden zusammengefallen sind. 
Aus der Bemerkung, daß eine Linienfläche in eine Kugelenveloppe über- 
geht, folgt, daß sich eine Fläche zweiten Grades, die ja bekanntlich zwei 
Scharen von Geraden enthält, in eine Fläche transformiert, die auf zwei 
Weisen als Kugelenveloppe aufgefaßt werden kann, und zwar erhalten wir 
die allgemeinste Fläche — die Dupinsche Zyklide —, welche diese 
Eigenschaft besitzt. 


30. Aus einem früheren Satze folgt unmittelbar, daß sich alle Ge- 
raden, die eine feste Gerade schneiden, als die eine gegebene Kugel be- 
rührenden Kugeln abbilden, und wir kennen somit die Abbildung des 
speziellen linearen Komplexes. 

Die Gleichung des allgemeinen linearen Linienkomplexes 
ist nach Plücker: 


(1) (r6— so) +mr +no+pe +q4s+t=0, 


und hieraus geht als Gleichung des entsprechenden linearen Kugel- 
komplexes: 


(X?2+ Y?+ Z2—- H) + MX+NY+PZ+QH+T=0)) 


1) Die Gleichung läßt sich auch folgendermaßen schreiben: 
(X — X, + (Y— Yo)? + (Z— Z,)°+ (ie H — iH,) = Const. 
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hervor. Es bezeichnen hier M, N, P, , T Konstanten, die von m, n, P, 
q,t abhängen, während X, Y, Z, H als nicht homogene Kugel- 
koordinaten aufzufassen sind. 

Die letzte Gleichung bestimmt, wie man leicht sieht, alle Kugeln, die 
eine feste Kugel: 


(X?+Y?+Z)+MX+NY+PZ+T=0 


unter konstantem Winkel schneiden, und zwar ist diese Kugel das Bild 
aller Geraden, die zugleich dem gegebenen Komplexe (1) und H= (0 ange- 
hören. Wenn die simultane Invariante dieser beiden Komplexe gleich Null 
ist, wenn dieselben also in Involution liegen, so ist, wie man sich leicht 
überzeugt, der betreffende konstante Winkel gleich 90°. 

Die eine gegebene Kugel unter konstantem Winkel [174 
schneidenden Kugeln transformieren sich in die Geraden 
zweier linearer Komplexe, die einander hinsichtlich H=0 
konjugiert sind. Insbesondere sind die Orthogonalkugeln 
einer gegebenen Kugel das Bild der Geraden eines linearen 
Komplexes, der mit 7=0in Involution liegt. 

Eine Gleichung von der Form: 


(2) ar+bo+co+ds+te=0 


gibt eine lineare Gleichung zwischen den Kugelkoordinaten X, Y,Z, H, 
und also wird der betreffende Kugelkomplex von allen Kugeln gebildet, 
die eine gegebene Ebene unter konstantem Winkel schneiden. Dieses 
könnte man auch daraus schließen, daß der Komplex (2) die unendlich 
weit entfernte Gerade der x, y-Ebene enthält, daß also die Komplexe (2) 
und 4=0 einander nach einer linearen Kongruenz schneiden, deren 
Direktrizen mit der x, y-Ebene parallel sind. 

Wenn endlich die Komplexe (2) und 7=0 in Involution liegen, 
so erhält man alle Kugeln, deren Mittelpunkte in einer festen Ebene liegen. 

Die vier Komplexe: 


Zeh 0 843 7 -Hen-r 
Z=-0=e6e-r, H=-d=cHr 


liegen, wie man leicht erkennt, paarweise in Involution und enthalten 
dabei eine gemeinsame Gerade, die unendlich weit entfernte in der x, y- 
Ebene nämlich. Es bilden also die fünf Komplexe: 


=9, Fe) Z=0,’2=-0 Cake 


indem man den letzten, der als spezieller Komplex mitsich 
selbst inInvolution ist, doppelt zählt, ein System, welches 
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als eine Degeneration der sechs Fundamentalkomplexe des 
Herrn Klein aufzufassen ist. Es ist einleuchtend, daß man 
die vier Kugelkoordinaten A, Y,Z, H zugleich als nicht 
homogene Linienkoordinaten auffassen kann. 

Bemerkenswert ist endlich auch, daß jeder unter den einfach unend- 
lich vielen Linienkomplexen, die sich durch die Gleichung darstellen lassen: 


H = Gonst. 


durch alle Kugeln einer gegebenen Größe abgebildet wird. Diese Kom- 
plexe berühren einander nach einer gemeinsamen speziellen Kongruenz, 
deren beide Direktrizen in die unendlich weit entfernte Gerade der x, y- 
Ebene zusammengefallen sind. Die Geraden dieser Kongruenz bilden sich 
alle als Ebenen ab, welche den unendlich weit entfernten imaginären 
Kreis berühren. 

31. Es ist bekanntlich eine unmittelbare Konsequenz der Plücker- 
schen Auffassung, daß, wenn 4,=0 und ,=0 die Gleichungen zweier 
linearer Komplexe sind, die Gleichung: 


,+u,=0, 


in welcher « einen Parameter bezeichnet, eine Schar linearer Kom- [175 
plexe darstellt, die eine gemeinsame lineare Kongruenz enthalten. Unsere 
Abbildung transformiert diesen Satz in den folgenden: 

Die Kugeln X, welche zwei feste Kugeln S, und S, unter 
gegebenen Winkeln V, und V, schneiden, stehen in dem- 
selben Verhältnisse zu unendlich vielen Kugeln S. Es gibt, 
den Direktrizen der besprochenen Kongruenz entspre- 
chend, zwei S, dievon allen X berührt werden. 

Der variable Linienkomplex Z\+ ul,= (0 schneidet den Komplex 
H = 0 nach einer linearen Kongruenz, deren beide Direktrizen eine Fläche 
zweiten (srades — die Durchschnittsfläche der drei Komplexe I, = 0, 
»=0, H=0 — beschreiben, und also umhüllen die genannten Kugeln S 
eine Dupinsche Zyklide, die freilich in einen diesen Kugeln gemeinsamen 
Kreis ausgeartet ist. 

Hier möchte ich auch darauf aufmerksam machen, daß unsere Ab- 
bildung gegebene interessante, diskontinuierliche Liniengruppen in ent- 
sprechende Kugelgruppen überführt. Beispielsweise schließen wir aus der 
bekannten Theorie der 27 Geraden auf der Fläche dritten Grades die 
Existenz einer Gruppe, bestehend aus 27 Kugeln, deren jede zehn andere 
Kugeln der Gruppe berührt. Andererseits gehen Kugelkonfigurationen in 


eigentümliche Geradenkonfigurationen über. 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. II, 1 3 
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s1l. Entsprechen zwischen Aufgaben, die sich auf Kugeln, und solchen, 
die sich auf Linien beziehen. 


32. In diesem Paragraphen erledigen wir einige bekannte, sehr ein- 
fache Aufgaben, welche sich auf Kugeln beziehen, die gewissen Be- 
dingungen unterworfen sind, indem wir die entsprechenden Linienprobleme 
betrachten. 

a) Wie viele Kugeln berühren vier gegebene Kugeln? 

Die vier Kugeln transformieren sich in vier Linienpaare (1,A,), (l2A;), 
(1343), (l4A,). Nehmen wir nun eine Gerade aus jedem Paare und fassen 
die so erhaltenen vier Linien zu einer Gruppe zusammen, so fragen wir 
nach den beiden Transversalen dieser Gruppe. Wir finden 16 verschiedene 
Gruppen, die indessen paarweise, wie zum Beispiel: 


In Aglala, Aulgdz)y 
hinsichtlich 7 = 0 konjugiert sind. Offenbar sind die beiden Transver- 


salenpaare: 
p tlg, Til 


zweier solcher Gruppen selbst konjugiert, und bilden sich also nur als 
zwei Kugeln ab. Es gibt 16 in 8 Paare geordnete Kugeln, die 
vier gegebene Kugeln berühren. 

b) Wie viele Kugeln gibt es, die vier gegebene [176 
Kugeln unter gegebenen Winkeln schneiden? 

Kugeln, die eine gegebene Kugel unter demselben Winkel schneiden, 
bilden sich ab als die Geraden zweier linearer Komplexe, die einander 
hinsichtlich 7 = 0 konjugiert sind. Wir müssen also vier Paare linearer 
Komplexe (l}A,), (lgAg), (1343), (l4A,) betrachten und dieselben zunächst 
auf alle möglichen Weisen in Gruppen zu vier ordnen, dergestalt, daß nie- 
mals zwei Komplexe einer Gruppe denselben Index haben; zweitens alle 
Linien finden, die den vier Komplexen einer jeden Gruppe angehören. Vier 
lineare Komplexe enthalten zwei gemeinsame Gerade, und also erhält man, 
indem man wie im ersten Probleme verfährt, als Lösung unserer Aufgabe 
16 in 8 Paare gruppierte Kugeln. 

Unser Problem vereinfacht sich, wenn einer oder mehrere der gegebenen 
Winkel gleich 90° sind, weil sich die Orthogonalkugeln einer Kugel als 
die Geraden eines Komplexes, der mit H = 0 in Involution liegt, ab- 
bilden. Sind endlich alle vier Winkel gleich 90%, so fragt man nach den 
gemeinsamen Geraden von vier linearen Komplexen, die mit H=0 in 
Involution liegen. Die erhaltenen beiden Geraden sind hinsichtlich HZ = 0 
konjugiert, und es gibt also nur eine Kugel, die vier gegebene 
Kugeln orthogonal schneidet. 
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c) Alle Kugeln zu konstruieren, die fünf gegebene 
Kugeln unter demselben Winkel schneiden. 

Unsere Abbildung führt diese Aufgabe darauf zurück, fünf gegebene 
Paare von Geraden (I A,), (laAg), ..., (2545) auf alle möglichen Weisen in 
Gruppen zu 5 zu ordnen, doch mit der Beschränkung, daß niemals zwei 
Gerade einer Gruppe denselben Index haben dürfen, und sodann alle 
linearen Komplexe zu finden, welche jedesmal alle Linien einer Gruppe 
enthalten. Es gibt 32 verschiedene Gruppen, die paarweise hinsichtlich 
H = 0 konjugiert sind. Dementsprechend erhalten wir 32 paarweise kon- 
jJugierte lineare Komplexe, die sich als 16 lineare Kugelkomplexe abbilden. 
Die 16 Kugeln, deren jede von den Kugeln eines solchen Komplexes unter 
konstantem Winkel geschnitten wird, sind die Lösungen unserer Aufgabe. 

Zwei Liniengruppen wie: 


lı, Ay, hs, li, l;, 1, Aa, As, ly, 15 


enthalten vier gemeinsame Gerade (l,, As, As, {4), und also schneiden die 
entsprechenden linearen Komplexe einander nach einer linearen Kon- 
gruenz, deren Direktrizen d,, d, die beiden Transversalen der vier be- 
sprochenen Linien sind. Der Komplex H = 0 schneidet diese Kongruenz 
nach einer Fläche zweiten Grades, die das Bild eines Kreises ist, des 
Durehsehnittskreises zweier der gesuchten Kugeln, zugleich aber der beiden 
Kugeln, welche d, und d, entsprechen. Diese letzten Kugeln lassen [177 
sich nun .auch dadurch definieren, daß sie vier der fünf gegebenen be- 
rühren, und also kann man auf jeder unter den sechzehn Kugeln, welche 
fünf gegebene unter demselben Winkel schneiden, fünf Kreise bestimmen, 
vorausgesetzt, daß man die Kugeln, welche vier gegebene berühren, kon- 
struieren kann. 


$ 12. Unsere Abbildung führt die Haupttangentenkurven einer Fläche f 
in die Krümmungslinien der Bildfläche 7 über. 


33. Die in den letzten Paragraphen betrachtete Abbildung erhält ein 
großes Interesse durch den folgenden merkwürdigen Satz: 

Die Krümmungslinien einer Fläche F transformieren 
sich in Linienflächen, die die Bildfläche f nach Haupttan- 
gentenkurven berühren. 

Die Tangenten der Fläche f verwandeln sich in Kugeln, die F be- 
rühren, und somit liegt der Gedanke nahe, daß sich die Haupttangenten 
der ersten Fläche als die Hauptkugeln der letzten abbilden. Dies ist in 
der Tat der Fall. Die Fläche f wird nämlich von einer Haupttangente in 


drei zusammenfallenden Punkten geschnitten, und somit berühren drei 
3* 
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konsekutive auf der Bildkugel gelegene Gerade die Fläche F\. Die Schnitt- 
kurve dieser Flächen hat also im betreffenden Punkte eine Spitze, und in- 
folgedessen ist die Kugel eine Hauptkugel. Bemerkt man nun ferner, dab 
die Richtung dieser Spitze die Tangente einer Krümmungslinie ist, so sieht 
man, daß sich zwei konsekutive Punkte einer Haupttangentenkurve als 
zwei imaginäre Gerade abbilden, welche 7 in konsekutiven Punkten einer 
Krümmungslinie berühren, daß sich also alle Punkte der Haupttangenten- 
kurve in die Erzeugenden einer Linienfläche transformieren, welche F'nach 
einer Krümmungslinie berührt. Hieraus folgt aber unser Theorem ($ 7, 
Nr.21e). 

Die beiden folgenden Beispiele bestätigen unseren Satz. Eine Kugel 
transformiert sich in eine lineare Kongruenz, als deren Brennfläche die 
beiden Direktrizen aufzufassen sind. Nun ist bekanntlich jede auf einer 
Kugel gelegene Kurve eine Krümmungslinie, und in der Tat sind auch die 
Direktrizen einer linearen Kongruenz Haupttangentenkurven auf einer jeden 
dieser Kongruenz angehörigen Linienfläche. Andererseits wissen wir, dab 
sich ein Hyperboloid f als eine Dupinsche Zyklide abbildet. Es sind nun 
die Linienflächen des Komplexes H=0, die f nach seinen Haupttangenten- 
kurven — den geradlinigen Erzeugenden — berühren, selbst vom zweiten 
Grade, und also finden wir den bekannten Satz wieder, daß die Krüm- 
mungslinien der Dupinschen Zyklide zwei Kreisscharen 
sind. 

Als eine interessante Anwendung unseres Satzes ist die folgende [178 
zu betrachten. 

Die Kummersche Fläche vierter Ordnung mit sechzehn 
Knotenpunkten hat algebraische Haupttangentenkurven 
sechzehnter Ordnung, die den vollständigen Berührungs- 
durchschnitt der Fläche mit Linienflächen achter Ordnung 
bilden.t) 

Die Kummersche Fläche vierter Ordnung mit sechzehn Knoten- 
punkten ist bekanntlich die Brennfläche der allgemeinen Kongruenz zweiter 
Ordnung und Klasse. Dieses Liniensystem ($ 8, Nr.26a) bildet sich, wenn 
es H=() angehört, als eine Fläche vierter Ordnung Fy, ab, und hierbei 
enthält #, den unendlich weit entfernten imaginären Kreis als Doppel- 
kegelschnitt. Nun haben die Herren Darboux und Moutard gefunden, 





1) Herr Klein, dem ich mitteilte, daß die Haupttangentenkurven algebraisch 
sind, fand, daß dieselben mit einem Kurvensysteme, welches er schon früher unter 
einem anderen Gesichtspunkte betrachtet hatte, identisch sind (diese Annalen II, S. 219). 
Vergleiche unsere gemeinsame Note in den Monatsberichten der Berliner Akademie. 
Dez. 1870. [D. Ausg. Bd. I, Abh.X.] 
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daß die Krümmungslinien einer solchen Fläche F, Kurven achter Ordnung 
sind; dieselben schneiden den imaginären Kreis in acht Punkten, und also 
($ 8, Nr. 26b) sind ihre Bildflächen Linienflächen achter Ordnung, deren 
Erzeugende Doppeltangenten der Kummerschen Fläche sind. Hieraus 
folgt unser Satz unmittelbar. 

Es ist einleuchtend, daß auch die Degenerationen der Kummerschen 
Fläche, zum Beispiel die Wellenfläche, die Plückersche Komplex- 
fläche, die Steinersche!) Fläche vierter Ordnung und dritter Klasse, 
einige Linienflächen vierter Ordnung mit zwei Doppellinien, die zusammen- 
fallen können, die Linienfläche dritter Ordnung, und so weiter, algebraische 
Haupttangentenkurven haben. 


34. Herr Darboux hat gezeigt, daß man auf einer jeden Fläche im 
allgemeinen eine im endlichen Raume gelegene Krümmungslinie angeben 
kann, die Berührungskurve nämlich mit der imaginären Developpablen, 
die der gegebenen Fläche und dem imaginären Kreise zugleich umgeschrie- 
ben ist. 

Dementsprechend läßt sich im allgemeinen auf der 

Brennfläche einer jeden Kongruenz, die einem linearen 
Komplexe angehört, eine Haupttangentenkurve angeben, 
der geometrische Ort nämlich aller Punkte, für welche die 
Tangentenebene zugleich die dem betreffenden Punkte 
durch den linearen Komplex zugeordnete Ebene ist. 
Die unendlich kleinen Kugeln, die eine Fläche F berühren, teilen sich 
nämlich in zwei Systeme, erstens die Punkte der Fläche, zweitens die 
Punkte der oben genannten imaginären Developpablen. Also zerfallen [179 
auch die Linien des linearen Komplexes 7 = 0, welche die Bildfläche f 
berühren, in ein System Doppeltangenten und den Inbegriff aller Geraden, 
die f in den Punkten einer Kurve ce berühren. Diese Kurve ist aber als 
das Bild einer imaginären Linienfläche, die 7’ nach einer Krümmungslinie 
berührt, eine Haupttangentenkurve auf f. 

Diese Bestimmung wird jedoch illusorisch, wenn nicht die Kongruenz, 
sondern ihre Brennfläche — oder eigentlich ein irreduktibler Teil der- 
selben — allgemein gegeben wird. Auf einer Fläche befindet sich nämlich im 
allgemeinen nur eine endliche Anzahl von Punkten, deren Tangentenebene 
dem betreffenden Punkte durch einen linearen Komplex zugeordnet wird. 

Das Vorstehende findet seinen einfachsten Ausdruck in folgendem 
Satze: 





1) Herr Clebsch hat die Haupttangentenkurven der Steinerschen Fläche 
gefunden; es sind Kurven vierter Ordnung (Borchardts Journal, Bd. 67). 
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Wenn eine Fläche ihre eigene reziproke Polare hin- 
sichtlich eines linearen Komplexesist, so enthält sie eine 
Haupttangentenkurve, deren Tangenten dem Komplexe an- 
gehören. Diese ausgezeichnete Kurve kann durch Differen- 
tiation und Elimination bestimmt werden!) 

bemerkt man, daß eine jede Linienfläche, deren Erzeugende einem 
linearen Komplexe angehören, ihre eigene reziproke Polare hinsichtlich des 
Komplexes ist, so läßt sich der folgende Satz aussprechen: 

Auf einer jeden Linienfläche, die in einem linearen 
Komplexe enthaltenist, liegt eine im allgemeinen krumme 
Haupttangentenkurve?), deren Tangenten dem Komplexe 
angehören. Diese kann immer ohne Integration gefunden 
werden. 

Herr Clebsch hat nun gezeigt (Borchardts Journal, Bd. 68), daß, 
wenn auf einer Linienfläche eine Haupttangentenkurve außer den Erzeu- 
genden bekannt ist, sich die Bestimmung der übrigen auf Quadraturen 
zurückführen läßt. Also hängt die Auffindung der Haupttan- 
gentenkurven auf einer Regelfläche, die einem linearen 
Komplexe angehört, nur von Quadratur ab. 

Indem wir unsere Transformationsmethode auf dieses Theorem des 
Herrn Clebsch, wie auch auf die aus demselben angeführte Konsequenz 
anwenden, erhalten wir die beiden folgenden Sätze: 

Wenn auf einer Röhrenfläche (Kugelenveloppe) eine 
nichtkreisförmigeKrümmungslinie bekanntist,sokönnen 
dieübrigen durch Quadratur gefunden werden. 

Wenn einfach unendlich viele Kugeln eine Kugel S un- 
ter konstantem Winkelschneiden, so kann man auf der [ıso 
Umhüllungsfläche zuerst eine Krümmungslinie durch Dif- 
ferentiation und Elimination finden und darnach die übri- 
gen durch Quadratur bestimmen. 

Daß man eine Krümmungslinie auf der betrachteten Röhrenfläche 
finden kann, schließt man auch unmittelbar daraus, daß diese Fläche und 





1) Diese Kurve ist, nach einer Bemerkung von Herrn Klein, zugleich eine 
Kurve vierpunktiger Berührung für die Fläche. 

2) Eine interessante Anwendung dieses Satzes ist die folgende. Die Geraden 
einer linearen Kongruenz gehören nach Plücker einfach unendlich vielen linearen 
Komplexen an. Demzufolge enthält eine jede [algebraische] Regel- 
fläche, deren Linien zwei feste Gerade schneiden, einfach un- 
endlich viele algebraische Haupttangentenkurven, unter denen 
Jede von den Geraden eines linearen Komplexes umhüllt wird (vgl. 
auch Cremona, Annali di mat. Ser. II, t. ]). 
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die Kugel S einander unter konstantem Winkel schneiden. Die Durch- 
schnittskurve ist nun eine Krümmungslinie auf der Kugel $ und steht 
also nach einem bekannten Satze in demselben Verhältnisse zu der Röhren- 
fläche. 


$ 13. Entsprechen zwischen Transformationen der beiden Räume, 


35. Unsere Abbildung drückt sich, wie wir wissen ($ 5), durch Glei- 
chungen aus, die eine jede Größe aus einer der Gruppen: 


(2,9, 2,2,9), (X, Y,Z,P,Q) 


als Funktion der Größen in der andern Gruppe bestimmen. Wird nun der 
eine Raum, zum Beispiel r, einer Transformation unterworfen, bei welcher 
Flächen, die einander berühren, in ebensolche übergehen, so besitzt die 
entsprechende Umformung des zweiten Raumes dieselbe Eigenschaft. Die 
besprochene Transformation drückt sich nämlich durch fünf Gleichungen 
zwischen (21, Yı, #1, Pı» 9) und (23, Ya, ?2, Pa, 02) aus — die beiden Indizes 
beziehen sich auf die beiden Zustände des Raumes r —, und diese Rela- 
tionen werden mittels der Abbildungsgleichungen in fünf Relationen zwi- 
schen (X,, Yı, Z1, Pı, Qı) und (X,, Ya, Z,, P,, Q,) übergeführt, womit 
unsere Behauptung erwiesen ist. 

Beschränken wir uns auf lineare Transformationen des Raumes r, so 
finden wir unter den entsprechenden Umformungen des zweiten Raumes: 
alle Bewegungen (Translation, Rotation und Schraubenbewegung), Parallel- 
transformation!) — darunter den Übergang von einer Fläche zu einer 
Parallelfläche verstanden —, eine von Herrn Bonnet angegebene rezi- 
proke Transformation, eine reziproke Umformung hinsichtlich einer Zyklide, 
und so weiter, welche alle, als linearen Transformationen des Raumes r 
entsprechend, die Eigenschaft besitzen, Krümmungslinien in Krümmungs 
linien der transformierten Fläche überzuführen. Ich beweise endlich, daß 
diese Transformationen des Raumes R die einzigen sind, bei denen Flächen, 
die einander nach einer Krümmungslinie berühren, in ebensolche übergehen. 


36. Betrachten wir nun zunächst diejenigen linearen Punkttransfor- 
mationen des Raumes r, denen lineare Umformungen des zweiten Raumes 
entsprechen, so ist es klar, daß wir nur solche lineare Transformationen [181 
des Raumes R treffen können, bei denen der unendlich weit entfernte 
imaginäre Kreis seine Lage behält, und umgekehrt erhalten wir diese auch 
alle. Eine solche Transformation führt nämlich einerseits Gerade, die den 
imaginären Kreis schneiden, in ebensolche Linien über, andererseits Kugeln 





1) Herrn Bonnets Dilatation 
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in Kugeln, und also ist die entsprechende Umformung des Raumes r zu- 
gleich eine Punkt- und Linientransformation, das heißt, eine lineare Punkt- 
transformation, was zu beweisen war. 

Die allgemeine lineare Transformation, bei welcher 
der imaginäre Kreis seine Lage behält, enthält sieben wesent- 
liche Konstanten und läßt sich bekanntlich aus Translationen, Rotationen 
und Ähnlichkeitstransformationen zusammensetzen. Die entsprechende Um- 
formung des Raumes r, die ebenfalls von sieben Konstanten abhängt, kann 
dadurch charakterisiert werden, daß sie den linearen Komplex 7=0 und 
eine Gerade desselben (Const. = 0) in sich überführt. Diese Transformation 
ist zugleich die allgemeinste, die eine spezielle lineare Kon- 
gruenzin sich transformiert. 

Durch analytische Betrachtungen findet man in folgender Weise die 
einer Translation des Raumes A entsprechende lineare Punkttransfor- 
mation des haumes vr. 

Eine Translation drückt sich, als Kugeltransformation aufgefaßt, durch 
die Gleichungen: 

X,=-X%+A =hr+B Z=2Z+0, H= RB; 
aus, und dieselben geben durch Benutzung der Formeln (2) in $ 9: 
n=nta 1=s+b, (G=Rt+t6 =0+d. 
Bei Einsetzung dieser Ausdrücke in die Gleichungen einer geraden Linie: 
A re 1 RER Mar 2 
findet man als Definition der besprochenen Transformation: 


Ama, hH=mtanrtc, Yızyt b2;H+d. 


Ebenso ist es leicht, die einer Ähnlichkeitstransformation entsprechende 
Umformung des Raumes » zu bestimmen. Die Gleichungen: 


XA,=mX,, Y=mdl, Z=mZ, H=mAH, 
geben nämlich durch Anwendung der Formeln (2) des $ 9: 
n=mr, 1=MmMSs, =Mo, ,=Mo,, 
welche Gleichungen eine Transformation definieren, die auch durch: 
Aa, W=Md, Yız MYs 


bestimmt werden kann. Die letzten Gleichungen definieren eine lineare 
Punkttransformation, bei welcher die Punkte zweier Geraden ihre Lage 
behalten. 
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Durch geometrische Betrachtungen werde ich beweisen, daß auch 
Rotationsbewegungen des Raumes A in Transformationen der eben be- [182 
sprochenen Art übergehen. 

Sei A die Rotationsachse, M, N seien die beiden Punkte des imagi- 
nären Kreises, die bei der Rotation nicht verschoben werden. Es ist dann 
einleuchtend, daß alle imaginären Geraden, die A schneiden und zugleich 
durch M oder N gehen, während der Rotation ihre Lage behalten, und 
demzufolge bleiben auch die diesen (seraden zugehörigen Bildpunkte, die 
auf zwei Geraden liegen, während der entsprechenden Umformung des 
Raumes r ungeändert. 


3%. Transformation durch reziproke Radien des Raumes A 
transformiert Punkte in Punkte, Kugeln in Kugeln und endlich Gerade, 
die den imaginären Kreis schneiden, in ähnliche Linien, und also ist die 
entsprechende Umformung des Raumes r eine lineare Punkttransformation, 
die den linearen Komplex HA = (0 in sich überführt. Bemerkt man ferner, 
daß jede Transformation durch reziproke Radien die Punkte und gerad- 
linigen Erzeugenden einer Kugel ungeändert läßt, so sieht man, daß bei 
der entsprechenden reziproken Punkttransformation des Raumes r die Punkte 
zweier Geraden ihre Lage behalten. Herr Klein hat darauf aufmerksam 
gemacht, daß sich diese Transformation aus zwei reziproken Transforma- 
tionen hinsichtlich zweier in Involution liegender linearer Komplexe zu- 
sammensetzen läßt, und zwar ist in unserem Falle 7= 0 der eine Kom- 
plex, während sich der andere als das System solcher Kugeln abbildet, 
welche die bei der Transformation durch reziproke Radien zu Grunde ge- 
legte rechtwinklig schneiden. 

Eine Fläche F, die bei einer Transformation durch reziproke Radien 
in sich selbst übergeführt wird, bildet sich somit im Raume r als eine 
Kongruenz ab, die ihre eigene reziproke Polare hinsichtlich eines mit 7—=0 
in Involution liegenden linearen Komplexes ist. Die zugehörige Brennfläche 
ist ihre eigene reziproke Polare hinsichtlich eines jeden der beiden in In- 
volution liegenden Komplexe, und demzufolge zerfällt das System ihrer 
Doppeltangenten in drei Kongruenzen, von denen die eine dem Komplexe 
H = (0 angehört, während die zweite in dem zweiten Komplexe enthalten ist. 


38. Man betrachte die allgemeinste Linientransformation des Raumes 
r, bei welcher Schneiden zwischen Geraden eine invariante Beziehung ist, 
und andererseits im Raume R die entsprechende Umformung, die offenbar 
Kugeln in Kugeln, Kugeln, die einander berühren, in ebensolche überführt. 
Bei der besprochenen Linientransformation transformieren sich alle Tan- 
genten einer Fläche in diejenigen einer zweiten, und dabei entsprechen 
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insbesondere die Haupttangenten der beiden Flächen einander, und zwar 
sowohl, wenn die betreffende Transformation eine lineare Punkttransfor- 
mation, als wenn sie eine lineardualistische Umformung ist. Bei der ent- 
sprechenden Transformation des Raumes /t gehen alle dreifach unendlich 
vielen Kugeln, die eine Fläche F, berühren, in alle Kugeln über, die [183 
‘in demselben Verhältnisse zu einer anderen Fläche F, stehen, und insbe- 
sondere entsprechen die Hauptkugeln der beiden Flächen einander. Hieraus 
folgt, daß die Krümmungslinien der Flächen einander in dem Sinne ent- 
sprechen, daß, wenn eine Gleichung: 


(1) F(X,, 4, 2, #ı; Q) = 0 


für alle Punkte einer Krümmungslinie auf F\, stattfindet, auch die Glei- 
chung, die man erhält, indem man in (1) statt X,, Yı, Z1, Pı, Qı die 
Werte dieser Größen, [ausgedrückt] durch X,, Y,, Z2, P3, Qs, setzt, für alle 
_ Punkte einer Krümmungslinie auf 7% gilt. 

Ich werde nun beweisen, daß wiralle Transformationen 
erhalten, bei denen einerseits Berührung eine invariante 
Beziehung ist, andererseits Krümmungslinien kovariante 
Kurven sind, wenn wir unsere Abbildung aufalle linearen 
Punkttransformationen (oder lineardualistischen Umfor- 
mungen) des Raumes r anwenden. 

Zum Beweise bemerke ich, daß es zwei Arten von Flächen gibt, deren 
sämtliche Kurven Krümmungslinien sind: die Kugeln und die imaginären 
Developpablen, die den unendlich weit entfernten imaginären Kreis ent- 
halten. Es ist klar, daß die gesuchte Transformation eine jede solche Fläche 
in eine, die ebenfalls einer dieser beiden Kategorien angehört, überführen 
muß, und zwar liegt die Vermutung nahe, daß insbesondere Kugeln in 
Kugeln übergehen müssen. Dies ist auch der Fall. Die besprochenen imagi- 
nären Developpablen genügen nämlich der partiellen Differentialgleichung: 


1+P+0@=0, 


und also befriedigen die entsprechenden Flächen in r auch eine en 
Difterentialgleichung erster Ordnung: 


F(z, Y,?,P, q) 0. 


Unter den Integralflächen derselben können sich höchstens dreifach un- 
endlich viele Gerade befinden, und also können Kugeln im allgemeinen 
nicht in imaginäre Developpable übergehen. 

Unsere Transformation ist also eine Kugeltransformation, und zwar 
nach unserer Voraussetzung eine, bei welcher Kugeln, die einander be- 
rühren, in ebensolche übergehen. Die entsprechende Umformung des Rau- 
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mes r ist also eine Linientransformation, bei welcher Schneiden zwischen 
Geraden eine invariante Beziehung ist, und dies ist bekanntlich nur für 
die linearen Punkttransformationen und die lineardualistischen Umfor- 
mungen der Fall. 

Bemerkt man, daß alle Punkttransformationen, bei denen Krümmungs- 
linien kovariante Kurven sind, infinitesimale Kugeln in infinitesi- 
male Kugeln überführen, und daß infolgedessen diese Umformungen [184 
zugleich die allgemeinsten Punkttransformationen sind, bei denen Ähnlich- 
keit in den kleinsten Teilen beibehalten wird, so kann man den folgenden 
Satz aufstellen: 

Alle linearen Transformationen des Raumes r, dieden 
linearen Komplex H=0 in sich überführen, gehen durch 
unsereAbbildunginalle Punkttransformationen über, bei 
denen Ähnlichkeit in den kleinsten Teilen beibehalten 
wird. 

Zugleich finden wir, mit Berücksichtigung unserer früheren Sätze, 
ohne Schwierigkeit das folgende, zuerst von Herrn Liouville bewiesene 
Theorem wieder: 

Eine jede Punkttransformation, bei weleher Ähnlich- 
keitin den kleinsten Teilen beibehalten wird, läßtsich aus 
einer Transformation durch reziproke Radien und einer 
Bewegung zusammensetzen. 


39. Paralleltransformation — darunter verstanden den Über- 
gang von einer Fläche zu einer Parallelfläche — führt bekanntlich Krüm- 
mungslinien in Krümmungslinien über, und in der Tat ist es leicht, zu 
erkennen, daß dieselbe das Bild einer linearen Transformation des Raumes r 
ist, Den Gleichungen: 

A=X,, =, 4= 2, Hh=H,+A4 
entsprechen nämlich (Nr. 36) Relationen von der folgenden Form: 

AT, hKumtaaı+b, Y=zYytceatd, 
womit meine Behauptung erwiesen ist. 

Herr Bonnet hat mehrmals eine Transformation betrachtet, die er 
durch die Gleichungen: 

Bay ı BG LEN AIPZ Y-V710Z, 


definiert. Herr Bonnet zeigt, daß diese Transformation eine reziproke 


ist, daß die Krümmungslinien in Krümmungslinien übergeführt werden, 
daß endlich die Relationen: 


(1) G=iH,, H=-—iß 
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stattfinden, vorausgesetzt, daß A, und H, Krümmungsradien entsprechen- 
der Punkte bezeichnen, daß ferner &, und &, die z-Ördinaten der zugehö- 
rigen Krümmungszentren sind. 

Die Bonnetsche Transformation ist, wie wir sogleich 
beweisen werden, das Bild einer reziproken Umformung 
des Raumes r hinsichtlich des linearen Komplexes: 


ZH —d. 


Nach Herrn Klein genügen nämlich die Koordinaten zweier Geraden 
(X, I, Z1, Hh), (Xa, Y, Za, H2), die zu einander hinsichtlich dieses 


Komplexes konjugiert sind, den Relationen: 
X=ÄX,, =» Zı=iH,, H=-—12,. 


Diese Gleichungen aber bestimmen, wenn X, Y, Z, H als Kugelkoordi- 
naten aufgefaßt werden, ein Entsprechen zwischen allen Kugeln des [185 
Raumes, und zwar dasselbe wie die Bonnetsche Transformation.!) 

Unter den linearen Transformationen des Raumes spielen bekanntlich 
die reziproken Umformungen hinsichtlich Flächen zweiten Grades eine 
fundamentale Rolle, und es liegt somit nahe, die entsprechenden linearen 
Kugeltransformationen zu betrachten. Dieselben beziehen sich jedesmal auf 
die beiden Kugelgruppen einer Dupinschen Zyklide, und zwar in der 
folgenden Weise. Eine gegebene Kugel &, berührt zwei Kugeln aus jeder 
Gruppe, S, 5, und &,, &,; es gibt nun bekanntlich außer 9, fünfzehn 
Kugeln, welche diese S und & berühren, und unter denselben wählt man 
diejenige (,, die W, in dem bekannten Sinne zugeordnet ist. Durch die 
betreffende Kugeltransformation sind @, und @, einander zugeordnet. 

Bemerkenswert ist insbesondere der Fall, daß die Erzeugenden des 
einen Systems auf der ursprünglich angenommenen Fläche 2. Grades dem 
linearen Komplexe 7/7 = 0 angehören. Alsdann reduziert sich die Zyklide 
auf einen Kreis; ferner ist die Kugeltransformation eine Punkttransfor- 
mation. Wir finden also hier eine ausgezeichnete konforme Punkttrans- 
formation, bei welcher ein im endlichen Raume gelegener Kreis als u 
mentalgebilde auftritt. 





1) Die Bonnetsche Transformation ordnet den Punkten des Raumes Kugeln 
zu, deren Zentren in einer Ebene liegen. Ersetzt man hier die Kugel jedesmal 
durch den Durchschnittskreis derselben mit jener Ebene, so findet man einen inter- 
essanten Zusammenhang zwischen der Bonnetschen Transformation und einer 
von Möbius herrührenden Idee (Abhandlungen der Sächs. Akad. 1854). Es bietet 
sich hier die Idee, als Element einer Geometrie mit drei Dimensionen den Kreis 
in der Ebene, und als Koordinaten Zentrumkoordinaten und Radius desselben an- 
zuwenden. 
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Die wichtigsten Ergebnisse dieses Paragraphen resumiere ich folgen- 


dermaßen: 


Durch meine Abbildung entsprechen einander: 


a) allelinearen Punkttrans- 
formationen und linearduali- 
stischenUmformungen des Rau- 
mes; 

b) alle oo®linearen Trans- 
formationen, bei denen einli- 


a) alle Transformationen, 
bei denen Berührung längs 
Krümmungslinien eine invari- 
ante Beziehung ist; 

b) alle konformen Punkt- 
transformationen des Raumes; 


nearer Linienkomplex in sich 
übergeführt wird; 

c) alle oo’linearen Trans- c) 
formationen, die eine spezielle 
lineare Kongruenzinsich über- 
führen. 


alle konformen Punkt- 
transformationen, die homo- 
graphische Transformationen 
sind, bei denen der unendlich 
weit entfernte imaginäre Kreis 
seine Lage behält. 





Diese Entwickelungen geben zu wichtigen Theorien Veranlassung. 
Beispielsweise sei angeführt: 


Alle Transformationen, bei denen Gerade, die ein- [186 
anderschneiden,inebensolcheübergehen, können nach einer 
Bemerkung des Herrn Klein aus reziproken Umformungen 
hinsichtlich linearer Komplexe zusammengesetzt werden. 
Dementsprechend findet man, daß alle unsere Transforma- 
tionen, bei denen Krümmungslinien kovariante Gebilde 
sind, sich aus Transformationen durch reziproke Radien 
und Paralleltransformationen (Dilatationen) zusammen- 
setzen lassen. 


Betrachtet man, wie Herr Klein es vorgeschlagen hat, die Linien- 
oder Kugelgeometrie mit Zugrundelegung der Koordinaten X, Y, Z, H 
als eine metrische Geometrie zwischen vier Variabeln, so findet man leicht, 
daß meine linearen Kugeltransformationen eben mit dem Inbegriffe aller 
konformen Punkttransformationen dieses Kugelraumes identisch sind.) 





1) Den entsprechenden Satz habe ich in den Göttinger Nachrichten (1871, Nr. 7 
[d. Ausg. Bd. I, Abh. XIII, S.226f.]) für einen Raum mit n Dimensionen aufgestellt. 
Weiter sei bemerkt, daß sich alle konformen Punkttransformationen eines Raumes 
R„ aus Bewegungen, Ähnlichkeitstransformationen und Transformationen durch 
reziproke Radien zusammensetzen lassen. Hiermit in Verbindung steht der Satz, daß, 
wenn 2, %,...,%n als solche Funktionen von Y,, Ya, . . -, Yn gegeben sind, daß: 


Dart = Plyı .. ., Yn) Day: 
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Übrigens hoffe ich, in einer anderen Abhandlung, deren Gegenstand 
überhaupt die Geometrie eines Raumes mit » Dimensionen sein wird, eine 
erschöpfende Darstellung dieser letzten Theorien, und zwar für einen jeden 
Raum, geben zu können.!) 


Christiania, 10. Oktober 1871. 


I. [187 


Im ersten Teile dieser Abhandlung habe ich, wie ich glaube, die erste 
vollständige analytischgeometrische Interpretation aller Raumtransforma- 
tionen gegeben, bei denen Berührung eine invariante Beziehung ist. Ich 
betrachtete insbesondere eine derartige Verwandtschaft — ich bezeichne 
dieselbe zuweilen der Kürze wegen alseine Kugelabbildung —, welche 
die Geraden eines Raumes r in die Kugeln des Raumes R überführte, was 
so zu verstehen war, dab alle Flächenelemente, welche zwei konsekutive 
Punkte einer Geraden enthielten, in die Elemente einer Kugel übergingen. 
Ich begründete hierauf einen genauen und nach meiner Auffassung funda- 
mentalen Zusammenhang zwischen Liniengeometrie und Kugelgeometrie, 
und demzufolge zwischen mehreren projektivischen und metrischen Theorien. 
Insbesondere zeigte es sich, daß sich die Haupttangentenkurven einer 
Fläche f in die Krümmungslinien der Bildfläche 7 transformierten. 

Wenn ich eben das Wort Kugelgeometrie benutzt habe, so muß ich 
bemerken, daß meines Wissens eine solche Geometrie bisher noch nicht 
existierte, wenn auch viele partikuläre Probleme und Theorien, die sich 





ist, auch eine Gleichung von der Form gilt: 


un 1...n 
I 2 dns Ins, u, DI — Wi. 
i 1‘ 


1) Ich führe noch an, daß sich jeder Satz der Linien- oder Kugelgeometrie in 
interessanter Weise transformieren läßt in einen Satz über Flächen, die aus einer 
beliebig gewählten durch Anwendung aller Translationen und Paralleltransforma- 
tionen hervorgehen. 

Wichtig sind auch die beiden folgenden Bemerkungen, die sich mir zu spät 
darbieten, um im Texte Platz finden zu können. 

1. Im Linienraume r gibt es bekanntlich zweierlei Transformationen, bei denen 
Gerade, die einander schneiden, in ebensolche übergehen. Die entsprechenden Trans- 
formationen des Raumes R zerfallen nicht in zwei Klassen, wenn Punktkoordi- 
naten zugrundegelegt werden. 

2. Linientransformationen, bei denen (Const. — 0) seine Lage behält, geben 
sämtliche Transformationen von R, bei denen Flächen mit gemeinsamem sphäri- 
schen Bilde in ebensolche Flächen übergehen. Das neue sphärische Bild entsteht 
aus,dem alten durch eine konforme Punkttransformation der Bildkugel. Hierher ge- 
hört die Bonnetsche Transformation. & 
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auf Kugeln beziehen, schon erledigt waren. Nachdem ich aber Herrn Dar- 
boux!) die folgende Abhandlung, die, in etwas anderer Form, das erste 
Mal in den Berichten der Akademie zu Christiania, Sommer 1871, erschien 
[d. Ausg. Bd. I, Abh. XII], zugeschickt habe, erfahre ich, daß er 1868 bei 
der Pariser Akademie eine noch nicht veröffentlichte Abhandlung einge- 
reicht hat, in welcher er sich mit solchen Kugelsystemen beschäftigte, die 
ich als Kugelkomplexe bezeichnet habe. Bei derselben Gelegenheit teilte 
er mir mit, daß er eben eine Note vorbereite, in welcher er mehrere Pro- 
bleme behandeln werde, die ich in den $$ 15, 24 meiner jetzigen Abhand- 
lung betrachtet habe. Wo ich dazu im Stande bin, werde ich im folgenden 
hierauf bezügliche Zitate machen, indem ich im übrigen auf Herrn Dar- 
bouxs Arbeiten, die hoffentlich bald erscheinen werden, verweise. 

Wenn aber sowohl eine Kugelgeometrie, wie eine Liniengeometrie 
schon existierten, so scheint doch der eigentümliche Zusammenhang zwi- 
schen diesen beiden Disziplinen zuerst von mir bemerkt zu sein. Plücker, 
dem man überhaupt die Idee verdankt, eine sinnliche Darstellung einer 
Algebra mit vier oder noch mehr Variabeln zu geben, wählte die Gerade 
als Element des Raumes R,. Diese Wahl ist ohne Zweifel gut; es würde 
aber nach meiner Auffassung ebenso zweckmäßig sein, die Kugel zu be- 
nutzen. Freilich besitzt die Liniengeometrie Vorzüge, die der Kugel- [188 
geometrie fehlen; das Umgekehrte ist aber auch wahr. Dies liegt daran, 
daß sich sowohl die Gerade wie die Kugel in eigentümlicher Weise der 
Anschauung darbieten, andererseits auch daran, daß es einen einfachen 
Zyklus von Kugeltransformationen gibt, der denjenigen Linientransforma- 
tionen entspricht, bei denen Schneiden eine invariante Beziehung ist. 
Es wird daher fruchtbar sein, die Liniengeometrie und die 
Kugelgeometrie, wieich es begonnen habe, neben einander 
zu entwickeln, indem man immer die Resultate der einen 
Geometriedurch meine Abbildung fürdieandere Geometrie 
verwertet. Wenn es mir zuweilen gelungen ist, schwierige Probleme zu 
erledigen, so liegt dies wesentlich daran, daß ich abwechselnd an Linien- 
und Kugelvorstellungen anknüpfe. Diese Methode, die für mich der Weg 
der Entdeckung gewesen ist, habe ich in meiner jetzigen Darstellung bei- 
behalten, obgleich ich fürchten muß, daß der häufige Wechsel des geome- 
trischen Bildes dem Leser Schwierigkeiten bereiten wird. 





1) Während der Korrektur erfahre ich neue Beziehungen zwischen Darbouxs 
und meinen Arbeiten. Vgl. den Schluß. 
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Dritter Abschnitt. 


Zur Theorie der partiellen TIEIOFOHLIGLG ICH REN zwischen 
drei Variablen. 


In diesem Abschnitte werde ich versuchen, einerseits die von Plücker 
in seinem letzten Werke eingeführten geometrischen Begriffe, andererseits 
die eben besprochenen Entwickelungen für die Theorie der partiellen 
Differentialgleichungen zu verwerten. Man erkennt leicht, daß eine partielle 
Differentialgleichung beliebiger Ordnung, deren Charakteristiken Haupt- 
tangentenkurven auf den Integralflächen sind, durch die obengenannte 
Transformation in eine Differentialgleichung derselben Ordnung, deren 
Charakteristiken Krümmungslinien sind, übergeführt wird. Es gründet 
sich hierauf ein interessanter Parallelismus zwischen mehreren wichtigen 
Klassen partieller Differentialgleichungen. An die Seite derselben stellen 
sich, wie wir später sehen werden, gewisse Differentialgleichungen, deren 
Charakteristiken geodätische Kurven sind. 

Die folgenden Entwickelungen werden gewissermaßen einen partiku- 
lären Charakter haben, insofern ich mich nur mit besonderen Klassen 
von Differentialgleichungen beschäftige. Doch möchte ich hervorheben, daß 
der hier eingeschlagene Weg: nämlich die Behandlung von partiellen Dif- 
ferentialgleichuugen an erweiterte geometrische Begriffe anzuknüpfen, eine 
Methode zu sein scheint, aus welcher man überhaupt Fortschritte in der 
von Monge eingeschlagenen Richtung erwarten darf. 


Über einige partielle Differentialgleichungen erster Ordnung. [189 


Zunächst betrachte ich drei in einander transformierbare Klassen par- 
tieller Differentialgleichungen erster Ordnung, die ich der Kürze 
wegen mit den Symbolen D;1, Die, Dis bezeichnen werde. 

1. D,ı. Die Charakteristiken sind Haupttangentenkurven auf den 
Integralflächen. Die Gleichungen D,, entsprechen, wie ich später zeigen 
werde, gewissermaßen den Linienkomplexen und Linienkongruenzen. 

2. Dis. Die Charakteristiken sind Krümmungslinien. Eine jede D,; 
entspricht entweder einem Kugelkomplexe oder einer Kugelkongruenz. 

3. Dis. Die Charakteristiken sind geodätische Kurven. Bezeichnet H 
eine beliebige, bekannte Funktion von &, y, 2, und wie gewöhnlich p,q 
die partiellen Derivierten von z hinsichtlich x und y, so läßt sich eine jede 
D;s folgendermaßen schreiben: 


+0 -Virrte.VR)+ 5) + 
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Diese Gleichungen sind, wie zu bemerken ist, nur vom zweiten Grade 
hinsichtlich 9 und q. 

Aus dem Inhalte des folgenden Abschnitts hebe ich noch hervor, daß 
die Bestimmung der geodätischen Kurven einer Fläche gewissermaßen 
darauf hinauskommt, eine partikuläre D,, oder D,, zu integrieren. Dem- 
zufolge läßt sich die bisherige Theorie geodätischer Kurven für die neue 
Theorie der Plückerschen Komplexe verwerten. 


s 14. Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung, deren Charakte- 
ristiken Haupttangentenkurven auf den Integralflächen sind. 


40. Wir haben gefunden ($ 3, Nr. 10), daß, wenn die charakteristi- 
schen Kurven einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung von 
den Geraden eines Linienkomplexes umhüllt werden, die Charakteristiken 
Haupttangentenkurven auf den Integralflächen sind.!) Es ist andererseits 
leicht, zu erkennen, daß einer jeden Linienkongruenz eine lineare partielle 
Differentialgleichung erster Ordnung entspricht, deren zweifach unendlich 
viele Charakteristiken — die Geraden der Kongruenz nämlich — als 
Haupttangentenkurven auf den Integralflächen auftreten. Umgekehrt [190 
werden wir beweisen, daß es keine weiteren partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung gibt, welche die besprochene Eigenschaft besitzen, als die 
genannten beiden Arten. 

Schreiben wir eine allgemeine partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung in der Form: Rasa 
so müssen wir F, als Funktion von x, y, 2, p, q aufgefaßt, in allgemeinster 
Weise so bestimmen, daß in einem beliebigen Punkte einer Integralfläche 
die Richtung der Charakteristik mit derjenigen der Trajektorie zusammen- 
fällt. Die beiden besprochenen Richtungen liegen nämlich hinsichtlich der 
beiden entsprechenden Haupttangenten harmonisch; wenn sie also zu- 
sammenfallen, so werden sie zugleich mit der einen Haupttangente iden- 
tisch. Nach Monge bestimmen aber: 


oF 
02 





War ano, (Erna Er ar 


beziehungsweise die Richtungen der Charakteristik und der Trajektorie, 
also kommt unser Problem darauf hinaus, das allgemeine Integral der 





1) Herr Darboux, dem ich im Sommer 1870 in einem Gespräche mitteilte, 
daß jeder Linienkomplex eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung be- 
stimmt, deren Charakteristiken Haupttangentenkurven sind, kannte damals diesen Satz. 

Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. II,1 4 
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partiellen Differentialgleichung: 
oF/oöF oF oF/oF or\ © 
1 an Get Pe) t ana + 00a) 0 
zu bestimmen. Diese Gleichung läßt sich nach den gewöhnlichen Methoden 
integrieren; da wir jedoch hierdurch die Lösung in einer Form erhalten, 


die sich nicht unmittelbar interpretieren läßt, so wird es vorteilhafter sein, 
einen indirekten Weg einzuschlagen. 


0q 


41. Setzen wir nun zunächst voraus, daß die gesuchte partielle Dif- 
ferentialgleichung F'= (0 keine lineare ist, so entsprechen derselben be- 
kanntlich dreifach unendlich viele Charakteristiken, und also befriedigen 
diese Kurven nur eine Gleichung von der Form: 


fie, y, 2, da, dy, dz)= 0. 
Setzen wir hier statt y und 2 die äquivalenten Ausdrücke: 


_ (ydz— zdy) + zdy xdz — (edz — zd«) 
Ye dx 0 da R 








so erhält die Gleichung der Charakteristiken f = 0 die Form: 
xlde, dy, dz, (@d2—2da), (yda—zdy), p(@)] = 0, 


und zwar wissen wir, daß, wenn p(#) eine Konstante ist, und nur dann, 
die Charakteristiken von den Geraden eines Linienkomplexes umhüllt wer- 
den. Indem man nun nach den gewöhnlichen Regeln unter den Gleichungen: 


0, red 00 un 


die Größen dx, dy, dz eliminiert, wobei o wegfällt, erhält man die ur- 
sprüngliche partielle Differentialgleichung F'= 0 in der Form: 


az, Y,2,P,4,; p(x)] ri 0, [191 


und zwar fragt es sich hier, ob der Ausdruck x der Gleichung (1) in an- 
deren Fällen genügen kann, als wenn p(x) eine Konstante ist. 

Führt man auf x die durch (1) angegebenen Operationen aus, so bleibt 
nach einer Reduktion, die sich darauf gründet, daß x in dem angegebenen 
Falle die Gleichung (1) befriedigt, nur zurück: 


0x On dp 


dp de de» 
eine Gleichung, die in drei zerfällt: 
ame... 008 dp 
op 0; dp = 0; de == Ö 
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Ist erstens 9x :0p gleich Null, so kommt p in der Gleichung x = 0 gar 
nicht vor, und also läßt sich dieselbe auf die lineare Form: 


=d (X, Y; 2) 
bringen; diesen Fall haben wir aber vorläufig ausgeschlossen. Die Glei- 
chungen 9x:9p = O und dp : dx = ( besagen beziehungsweise, daß x die 
Größe @ nicht enthält, und daß @ eine Konstante ist, und somit ist meine 
anfängliche Behauptung, insofern sie sich auf nichtlineare Gleichungen 
bezog, erwiesen. 

Wir gehen nun zu dem Falle über, daß F= 0 eine lineare partielle 
Differentialgleiehung ist. Es gibt alsdann zweifach unendlich viele Cha- 
rakteristiken, und es ist leicht, zu erkennen, daß dieselben gerade Linien 
sein müssen, wenn die fragliche Eigenschaft eintreten soll. Betrachten wir 
nämlich einen Punkt p, die durch denselben gehende Charakteristik c und 
endlich eine variable, unendlich nahe Charakteristik ce‘. Es ist klar, daß 
die Tangentenebene der entsprechenden Integralfläche im Punkte p mit e’ 
variiert; es soll aber diese Ebene die Kurve c in diesem Punkte oskulieren, 
und also muß e die Eigenschaft besitzen, daß ihren Punkten eine unbe- 
stimmte Oskulationsebene entspricht. Dieses ist aber nur für die gerade 
Linie der Fall. 

Die hiermit abgeleiteten Resultate lassen sich folgendermaßen zu- 
sammenfassen: | 

Es gibt zwei distinkte Klassen partieller Differential- 
gleichungen erster Ordnung, deren Charakteristiken Haupt- 
tangentenkurven auf den Integralflächen sind. 

Die eine besteht aus linearen Differential gleichungen, 
deren geradlinige Charakteristiken eine Kongruenz bilden. 

Die zweite Klasse entspricht den Plückerschen Linien- 
komplexen, in dem Sinne, daß die Charakteristiken einer 
solchen Differentialgleichung vonden Geraden eines Kom- 
plexes umhüllt werden. Alsdann kommt die Aufgabe der 
Integration darauf hinaus: die allgemeinste Fläche zu fin- 
den, deren zweifach unendlich viele Haupttangenten [192 
des einen Systems einem gegebenen Linienkomplexe ange- 
hören. 


Den Inbegriff dieser beiden Klassen bezeichnen wirmit 
dem Symbole Du) 





1) Herr Klein macht mich darauf aufmerksam, daß sich die Resultate dieses 
Paragraphen leicht und übersichtlich durch geometrische Betrachtungen beweisen 
lassen. 


4* 
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Entspricht die D,, einer Linienkongruenz, so ist die zugehörige Brenn- 
fläche das singuläre Integral. In dem zweiten Falle befinden sich unter den 
Integralflächen, wie mir Herr Klein bemerkt, die Developpablen der sin- 
gulären Linien, wie auch die Singularitätenfläche des betreffenden Linien- 
komplexes. 


42. In Verbindung mit dem Inhalte dieses Paragraphen steht der 
folgende Satz: 


Auf einer Fläche liegen einfach unendlich viele Kurven, deren Tan- 
genten einem gegebenen Linienkomplexe angehören. Haben diese Kurven 
eine Umhüllungskurve, was im allgemeinen nicht stattfindet, so sind zwei 
Fälle möglich. Entweder berühren diejenigen Komplexkegel die Fläche, 
deren Spitzen auf der Umhüllungskurve liegen, und dann ist dieselbe eine 
Haupttangentenkurve; oder die Tangenten der Umhüllungskurve sind 
Doppelkanten des betreffenden Komplexkegels. In dem letzten Falle läßt 
sich nichts schließen. 


Es war durch Anwendung dieses Satzes, daß ich die Haupttangenten- 
kurven der tetraedralsymmetrischen Flächen (Götting. Nachr. Jan. 1870 [d. 
Ausg. Bd. I, Abh. V, S. 76]) bestimmte. Durch eine andere Methode war 
Herr Glebsch, wie ich später erfahren habe, schon früher auf diese Be- 
stimmung geführt worden, ohne indes etwas hierüber veröffentlicht zu 
haben. Später (Bulletin, Nov. 1870, S. 8) erhielt Herr Darboux das- 
selbe Resultat als Korollar einer allgemeineren Bestimmung. 

Jede tetraedralsymmetrische Fläche steht in der besprochenen Be- 
ziehung zu jedem Linienkomplexe, dessen Gerade das der Fläche zugehörige 
Fundamentaltetraeder nach konstantem Doppelverhältnisse schneiden. 


$ 15. Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung, deren Charakte- 
ristiken Krümmungslinien auf den Integralflächen sind. 


43. Wir wissen, daß unsere Kugelabbildung die Elemente einer Fläche f 
in die Elemente einer Fläche / überführt. Es wird hierbei offenbar ein 
paarweises Zusammengehören zwischen allen Kurven der beiden Flächen 
festgestellt, und zwar entsprechen einander insbesondere die Haupt- [193 
tangentenkurven auf f und die Krümmungslinien auf F. Hieraus folgt, 
daß zwei Flächen f, und fs, die einander nach einer Haupttangentenkurve 
berühren, im allgemeinen in Flächen F, und F, übergehen, die in dem- 
selben gegenseitigen Verhältnisse längs einer Krümmungslinie stehen. 
Dieser Satz erleidet jedoch eine wichtige Ausnahme (die freilich im fol- 
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genden nicht in Betracht kommt), und, um alles möglichst klarzustellen, 
gehe ich hierauf etwas näher ein.t) 

Nach $ 6, Nr. 18, 20 wissen wir, daß, wenn die beiden Räume r und 
R durch ein Gleichungssystem: 


PIE, U, EA, TABU, 2,17,0,4,X, 7, 2=V 


reziprok auf einander bezogen sind, sich ein Flächenelement des einen 
Raumes, welches einen elementaren Komplexkegel berührt, im anderen 
Raume als ein ähnliches Element abbildet. Nun gibt es offenbar im all- 
gemeinen in jedem Raume vierfach unendlich viele Elemente von dieser 
ausgezeichneten Lage. Wenn aber die elementaren Komplexkegel des 
Raumes r ebene Strahlenbüschel sind, so gibt es in r nur dreifach 
unendlich viele solche Elemente — ich bezeichne sie mit dem Buch- 
staben e —, welche den vierfach unendlich vielen ausgezeichneten Ele- 
menten E des Raumes R entsprechen. Einem Elemente e ent- 
sprechen alsdann einfach unendlich viele Elemente E. 

Dies tritt insbesondere bei unserer Kugelabbildung ein. Durch jeden 
Punkt in r geht nur ein ausgezeichnetes Element, dasjenige nämlich, 
welches dem betreffenden Punkte durch den linearen Komplex H = 0 zu- 
geordnet wird. Andererseits sind die ausgezeichneten Elemente E die- 
jenigen, welche der Gleichung: 


1+ P2+ Q°=0 


genügen, wo P und Q wie früher die partiellen Derivierten von Z hin- 
sichtlich X und Y bezeichnen sollen. Wie eine geometrische Betrachtung 
zeigt, sind es jedesmal die einfach unendlich vielen Ele- 
mente E, die sich an eine Gerade von der Länge Null an- 
schließen, welche demselben Elemente edes Raumes r ent- 
sprechen. 


44. Nach den obenstehenden Entwickelungen können wir den fol- 
genden Satz aussprechen: 

Wenn zweiFlächen fi und f, einandernach einer Haupt- 
tangentenkurve berühren, und die Tangenten dieser Kurve 
nicht dem linearen Komplexe H=0 angehören, so berühren 
die Bildflächen F} und F, einander nach einer Krümmungs- 
linie. In dem ausgeschlossenen Falle gehören alle Tan- 





1) Es muß einer anderen Arbeit vorbehalten sein, eine eingehende Diskussion 
aller Eigentümlichkeiten zu geben, die bei der Nötherschen Abbildung des linearen 
Komplexes und meiner darauf begründeten Kugelabbildung hinsichtlich der Funda- 
mentalgebilde der beiden Räume stattfinden. 
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genten der Flächen fi und f, die durch einen Punkt der ge- 
meinsamen Haupttangentenkurve gehen, demKomplexe [194 
H=0(0 an, undalsdann kann mannurschließen,daßdieBild- 
flächen F} und F, in einegemeinsame Developpable, welche 
den unendlich entfernten imaginären Kreis enthält, ein- 
geschrieben sind ($ 26, Nr. 84b). 

Berücksichtigt man indessen, daß es keine partielle Differential- 
gleichung gibt, deren krummlinige Charakteristiken sämtlich von Geraden 
des linearen Komplexes 7/7 = (0 umhüllt werden, so läßt sich schließen 
($ 6, Nr. 17), daß unsere Kugelabbildung eine jede D,, in eine partielle 
Differentialgleichung, deren Charakteristiken Krümmungslinien sind, über- 
führt. Andererseits erhalten wir in dieser Weise alle Differentialgleichungen 
von dieser Eigenschaft, weil der folgende Satz ohne Ausnahme gilt: 

Zwei Flächen F} und F,, die einander nach einer Krümmungslinie 
berühren, geben in r Bildflächen, die einander nach einer gemeinsamen 
Haupttangentenkurve berühren. 

Es gehen also die im vorangehenden Paragraphen erhaltenen Resul- 
tate in die folgenden über: | 

Es gibt zwei distinkte Klassen partieller Differential- 
gleichungenersterOÖrdnung,derenCharakteristiken Krüm- 
mungslinien aufden Integralflächen sind. 

Die Gleichungen der ersten Klasse können dadurch 
charakterisiert werden, daß sie als vollständiges Integral 
den Inbegriff von zweifach unendlich vielen Kugeln — eine 
Kugelkongruenz — gestatten. Dasallgemeinelntegral wird 
also von Röhrenflächen gebildet, und deren kreisförmige 
Krümmungslinien sind die Charakteristiken. 

Die zweite Klasse entspricht den Kugelkomplexen. Die 
Aufgabe, eine solche Differentialgleichung zuintegrieren, 
kommt geometrisch daraufhinaus: dieallgemeinste Fläche 
zu finden, deren zweifach unendlich viele Hauptkugeln des 
einen Systems einem gegebenen Komplexe angehören. 

Den Inbegriff dieser beiden Klassen werde ich mit dem 
Symbole Dj bezeichnen.!) 


45. In seinem Werke: Partielle Differentialgleichungen, 
S. 127—129, stellt Herr du Bois-Reymond die Aufgabe, die wir eben 


1) Herr Darboux teilt mir mit, daß auch er bemerkt hat, daß die Aufgabe, 
eine Fläche durch eine Eigenschaft der Hauptkugeln zu bestimmen, in gewissem 
Sinne nur auf eine partielle Differentialgleichung erster TOM führt. (Vgl. das 
auf Darboux bezügliche Zitat in $ 24.) 
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erledigt haben. Er macht darauf aufmerksam, daß, wenn die Charakteri- 
stiken Krümmungslinien sind, dieses auch mit den Trajektorien der Fall 
ist. Alsdann schneiden aber Charakteristiken und Trajektorien einander 
orthogonal, und dadurch wird das besprochene Problem ($ 14, Nr. 40) 
darauf zurückgeführt, die partielle Differentialgleichung: 


a Ha re 


op 
oFFT oF oF 
ade al a er 


zu integrieren. Herr du Bois-Reymond führt diese Integration in [195 
einigen sehr einfachen Fällen!) aus und äußert dabei die Vermutung, daß 
auch der allgemeine Fall keine erheblichen analytischen Schwierigkeiten 
bieten würde. Jedenfalls hat die vorstehende Lösung ein eigentümliches 
Interesse. | 

Hier mag auch die Bemerkung ihren Platz finden, daß, wenn zwei 
Flächen f, und f, mit einander eine Berührung n-ter Ordnung nach einer 
Haupttangentenkurve haben, die Bildflächen im allgemeinen in demselben 
gegenseitigen Verhältnisse längs einer Krümmungslinie stehen. Demzufolge 
wird eine partielle Differentialgleichung "-ter Ordnung, deren Charakte- 
ristiken des einen Systems Haupttangentenkurven auf den Integralflächen 
sind, durch unsere Kugelabbildung in eine Gleichung derselben Ordnung 
übergeführt, deren Charakteristiken des einen Systems Krümmungs- 
linien sind. 


46. Ich werde hier kurz andeuten, wie sich einige metrische Theorien 
verallgemeinern lassen. 

Der Begriff der Krümmungslinien einer Fläche erweitert sich bekannt- 
lich folgendermaßen. Es seien gegeben vierfach unendlich viele Flächen 7, 
eine beliebige Fläche # und ein Punkt 9 derselben. Es gibt immer einige 
U, die eine stationäre Berührung mit Fin p haben, und also F in einer 
Kurve mit Spitze schneiden. Betrachtet man die Tangente dieser Spitze 
als eine dem Punkte p zugeordnete Richtung, so bildet die kontinuier- 
liche Aufeinanderfolge einander schneidender zugeordneter Richtungen 
Kurven, welche ich als die U-Krümmungslinien der Fläche F be- 
zeichnen werde. 





1) Die beiden ersten Arten D,, des Herrn du Bois-Reymond: die um 
eine Fläche umgeschriebenen Developpablen, und die einer gegebenen Achse zu- 
gehörigen Rotationsflächen, entsprechen Kongruenzen eines linearen Kugel- 
komplexes. Die geometrische Bedeutung seiner dritten Art sehe ich im Augen- 
blick nicht. 
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Bemerkenswert ist der Fall, daß alle U aus einer gewissen Fläche U, 
durch Anwendung aller Translationen und Paralleltransformationen her- 
geleitet werden können. Alle Theorien über Krümmungslinien, und ins- 
besondere die in dieser Abhandlung gegebenen, erweitern sich in gewissem 
Sinne auf diesen Fall ($ 13, Schluß). Es ist alsdann beispielsweise immer 
möglich, alle Flächen zu finden, deren U-Krümmungslinien die Eigen- 
schaft besitzen, daß die in ihren Punkten errichteten Flächennormalen mit 
einer Ebene parallel sind. Diese Aufgabe entspricht nämlich durch eine 
gewisse Transformation der von Herrn Bonnet gelösten: alle Flächen 
mit ebenen Krümmungslinien zu finden. 

Es gelten ferner die Sätze: 


a) Wenn eine Fläche nach der gewöhnlichen Methode auf einer Kugel 
abgebildet wird, so gehen die U-Krümmungslinien in eine Schar [196 
orthogonaler Kurven über. 


b) Die Bestimmung der U-Krümmungslinien einer Fläche F läßt 
sich darauf zurückführen, die Krümmungslinien einer gewissen anderen 
Fläche ® zu finden. Sind insbesondere U, und F Minimalflächen, oder 
Parallelflächen solcher, so ist auch ® eine derartige Fläche, und dann 
können also die Ü-Krümmungslinien von F' bestimmt werden. 

Auch der Fall, daß alle Flächen U ähnlich und ähnlich gelegen sind, 
verdient eine besondere Untersuchung. Alsdann haben die einem Punkte 
zugehörigen Richtungen der U-Krümmungslinien paarweise eine harmo- 
nische Lage hinsichtlich der Haupttangenten der Fläche, wie hinsichtlich 
der Haupttangenten der stationär berührenden T. 

Setzt man endlich voraus, daß alle U unendlich dünne Zylinder, das 
heißt, gerade Linien sind, so werden die U-Krümmungslinien mit den 
Haupttangentenkurven der betreffenden Fläche identisch. 


$ 16. Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung, 
deren Charakteristiken geodätische Kurven auf den Integralflächen sind. 


4%. Die Entwickelungen dieses Paragraphen lassen sich auf den be- 
kannten Satz gründen: Wenn zwei Flächen / und U mit einander eine 
Berührung »-ter Ordnung nach einer Krümmungslinie haben, so stehen 
ihre Zentraflächen C, und Ü, in demselben gegenseitigen Verhältnisse hin- 
sichtlich einer gemeinsamen geodätischen Kurve. 

Betrachtet man nun einerseits die Integralflächen I einer D,, und 
unter denselben die Flächen U eines vollständigen Integrals, andererseits 
die zugehörigen Zentraflächen C, und C,, so sieht man leicht ($ 6, Nr. 17), 
daß die Flächen C, einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung 
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D,s genügen, deren Charakteristiken geodätische Kurven sind, und hierbei 
bilden die Flächen C, ein vollständiges Integral. 

Allgemein können wir sagen, daß den Integralflächen einer partiellen 
Differentialgleichung n-ter Ordnung D,,, deren Charakteristiken des einen 
Systems Krümmungslinien sind, Zentraflächen entsprechen, welche einer 
Differentialgleichung derselben Ordnung D,„z genügen, und zwar sind die 
Charakteristiken des einen Systems geodätische Kurven.!) 

Nach dem Öbenstehenden entspricht jeder D,, eine 
Differentialgleichung,deren Charakteristiken geodätische 
Kurven sind. Das Umgekehrte ist dagegen nicht wahr, [197 
und demzufolge sind die D,s nicht die einzigen partiellen 
Differentialgleichungen, welche die Eigenschaft besitzen, 
daß ihre Öharakteristiken geodätische Kurven sind. 


48. Zur Bestimmung der allgemeinen Form der Gleichungen D,; 
schlagen wir einen anderen Weg ein, indem wir uns auf die im ersten 
Abschnitte entwickelte Theorie reziproker Kurvenkomplexe stützen. 

Sei nämlich im Raume r ein beliebiger Linienkomplex und in R der 
entsprechende Kugelkomplex gegeben, die sich beide durch eine Gleichung: 


POOEZM 


darstellen lassen; hierbei muß man X, Y, Z, H einerseits als Linienkoordi- 
naten ($ 10, Nr. 30) hinsichtlich vier paarweise in Involution liegender 
linearer Komplexe, andererseits als Kugelkoordinaten auffassen. Indem 
wir nun den Mittelpunkt (X, Y,Z) einer beliebigen Kugel 
i3,:7.2, H) des besprochenen Kugelkomplexes als das Bild 
der Geraden (X, Y,Z, H) auffassen, erhalten wir eine Ab- 
bildung des Linienkomplexes F(X, Y,Z,H)=0 im Punkt- 
raume Ä, bei welcher einer jeden Komplexlinie ein bestimmter Punkt 
entspricht, während es eine Anzahl von Komplexgeraden gibt, die sich als 
derselbe Punkt abbilden — so viele nämlich, wie der Grad der Gleichung 
F(X,Y, Z, H) = ( hinsichtlich H beträgt. Den Komplexlinien, die durch 
einen Punkt gehen, entsprechen die Punkte einer Kurve C, und es ist ein- 
leuchtend, daß alle © einen Kurvenkomplex bilden, der zu 
unseremLinienkomplexeinderreziproken Beziehung steht, 
die wir im ersten Abschnitte betrachtet haben. Hierbei müssen wir uns 
erinnern, daß die zwei reziproken Kurvenkomplexen zugehörigen partiellen 





1) Einer Jeden Differentialgleichung n-ter Ordnung entsprechen Integralflächen, 
deren Zentraflächen einer gewissen Gleichung (n 4 1)-ter Ordnung genügen. Außer 
den Zentraflächen besitzt die letzte Gleichung im allgemeinen Falle noch andere 
Integralflächen. 
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Differentialgleichungen erster Ordnung in dem Sinne mit einander äquivalent 
sind, daß die Lösung der einen diejenige der anderen gibt. 
Setzt man ($ 9, Nr. 27) in die Gleichungen einer Geraden: 


YE=L—0, S2=y—6 


die Werte: i 
Der In Be Arıı, 


o=Z+H, r=—-(ZFH) 

ein, so bestimmen die hervorgehenden Relationen: 
— (ZF Hz=x2—-(X+iY), 
(X—-iN)e=y—(Z+H), 


in denen man Hals die durch F(X, Y,Z, H) = 0 bestimmte Funktion 
von X, Y, Z auffaßt, die eben besprochene Abbildung der beiden Räume. 
Indem man nun ($ 3, Nr. 6) hinsichtlich X, Y, Z differentiiert: 


(7 dEe — (dX4.dP, 
(IX —-idNe=— (dZ+4H), 


und zwischen diesen beiden (und den ursprünglichen) Gleichungen &, y, 2 
eliminiert, erhält man die Differentialgleichung des Kurven- [198 
komplexesin k: 


dAX?+dY?+dZ?+tidH)”=0, 
oder, wie man auch schreiben kann: 
| dX?+ d? + dZ?= dH®, 


eine Gleichung, deren geometrische Bedeutungist, daß die 
beiden Kugeln: 


(X, Y,Z, H) und: (X + 4X, Y+H 11, Z+ 22, Buy 


einander berühren, daß also die entsprechenden Geraden 
einander schneiden. 
Die elementaren Komplexkegel: 


: i OH OH OH ,.\2 
daX?+dY + d2°= (SgdX +57 dY+57a2) 


berühren, wie ihre Gleichung zeigt, den unendlich weit entfernten, ima- 
ginären Kreis in den beiden Durchschnittspunkten desselben mit der Ebene: 


oH oH oH 
SAX + 5yAY+SZdZ=0, 
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und also sind sie Umdrehungskegel, deren Achse die Richtungskoeffizienten 
0oH:9X,0H:oY,0H:0Z besitzt. Wir erhalten somit die folgende über- 
sichtliche Vorstellung von diesem Kurvenkomplexe: 

DieelementarenKomplexkegel,derenScheitelaufeiner 
beliebigen Fläche aus der Schar H=Üonst. liegen, sind 
Umdrehungskegel, deren Achse dieentsprechende Normale 
der genannten Flächeiist. Die Winkelöffnung dieser Kegel 
variiert, wie die Gleichung: 


dX?®+dY?+dZ°’=dH? 


zeigt, in solcher Weise, daß die unendlich nahen Flächen 
H=( und H=0+40C auf den Erzeugenden dieser Kegel 
Segmente derselben Größe abschneiden. Hieraus folgt, wie 
wir sogleich zeigen werden, daßdie Flächen H=( dielnte- 
gralflächen unserer D),, nach äquidistanten Kurvenschnei- 
den; hierbei sind die zugehörigen orthogonalen Kurven 
bekanntlich geodätische Linien und zugleich Charakteri- 
stiken hinsichtlichder D,;;- 

Diese geometrischelnterpretation einer D,, gibt leicht 
als allgemeine Form derselben: 








2 2 2 
dar over VOR T. 
welche Gleichung wir später durch eine analytische Me- 
thode finden werden. 

Man betrachte [nämlich] eine beliebige auf 7=( gelegene Kurve k 
und die den Punkten derselben zugehörigen elementaren Komplexkegel, 
deren infinitesimale Durchschnittskurven mit der Fläche 7= (+ 40 
zwei Umhüllungskurven %’ bestimmen, unter denen wir die eine wählen; 
bekanntlich gehört der zwischen k und %’ gelegene Flächenstreifen einer 
Integralfläche an. Durch Wiederholung dieser Operation findet man [199 
auf den sukzessiven Flächen 7 = ( eine Schar Kurven k, deren Inbegriff 
eine Integralfläche bildet, und dabei folgt aus dem Vorstehenden, daß alle 
k äquidistante Kurven sind. Nun stehen immer die Tangente einer %k und 
die Achse des zugehörigen Komplexkegels senkrecht auf einander, und also 
berührt dieser Kegel die betreffende Integralfläche nach einer Richtung, 
die ebenfalls die Tangente von %k orthogonal schneidet. Die Charakteri- 
stiken und die Kurven % bilden, wie früher behauptet, ein 
Orthogonalsystem. Die Kurven %k sind aber äquidistant, und also 
finden wir den Satz wieder, daß die Charakteristiken einer D,, geodätische 
Kurven auf den Integralflächen sind. 
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Um die der Differentialgleichung: 
= 


oH ou re 
W=dX?’+dY°+ a2 — (5zdX+zydY tz Z) eo 


zugehörige partielle Differentialgleichung zu bestimmen, muß man unter 
den Gleichungen: 


ow_ 

ax) 
die Größen dX, dY, dZ eliminieren, und hierbei findet man als allge- 
meine Form der partiellen Differentialgleichungen D,;: 


oW oW 


oP, dan, °® Bas. 8 


vorausgesetzt, daß MH einebeliebigebekannte Funktionvon 
X, Y, Z bezeichnet. 

Aus unseren früheren Entwickelungen ($ 6, Nr. 18) folgt, daß die 
Integration einer D,; auf die Bestimmung der Haupttangentenkurven des 
entsprechenden Linienkomplexes zurückgeführt werden kann. Die be- 
treffenden Charakteristiken sind ja reziproke Kurven hinsichtlich der Ab- 
bildungsgleichungen: 

— (ZFH)z=2—- (X+iY), 


Mae Zum) 








wenn man also die allgemeine Gleichung des einen Kurvensystems kennt, 
so findet man diejenige des anderen durch Differentiation und Elimination. 

Wenn wir andererseits sagen, daß die Integration einer D,, mit der- 
jenigen einer D,, äquivalent ist, so kommt dies, geometrisch aufgefaßt, 
darauf hinaus, statt eine Fläche durch eine Eigenschaft der Hauptkugeln 
zu bestimmen, die entsprechende Zentrafläche zu suchen. Herr Bonnet 
benutzt eine solche Transformation bei seiner Bestimmung aller Flächen 
mit ebenen oder sphärischen Krümmungslinien. 

Die obenstehende Form einer D,, teilte ich der Akademie zu 
Christiania (Oktober 1870) in einer Note mit, in welcher ich unter an- 
derem die drei Klassen D,,, Dis, D,, aufstellte [d. Ausg. Bd. I, Abh. IX, 
S. 95]. Eine symmetrische Form erhält man, wenn man die Aufgabe [200 
folgendermaßen stellt: Es soll eine Gleichung ©&(X, Y,Z,H )=0 ge 
funden werden, die, mit derjenigen des betreffenden Kugelkomplexes 
II(X,Y, Z, H) = 0 verbunden, Z als die verlangte Funktion von X und 
Y gibt. Diese Bemerkung, oder eigentlich eine damit äquivalente, verdanke 
ich Herrn Klein, der darauf durch seine liniengeometrischen Unter- 


Abschn. III. $ 16, 17. Nr. 48, 49. Drei Klassen von part. Diffgl. erster Ordnung 61 


suchungen geführt wurde (vgl. dessen zweite, hier!) folgende Arbeit). An- 
dererseits teilt Herr Darboux mir eben (Oktober 1871) mit, daß er eine 
entsprechende Form durch Untersuchungen über Kugelkomplexe gefun- 
den hat. 

Die wichtigsten Resultate der drei vorangehenden Paragraphen fasse 
ich folgendermaßen zusammen: 

Partielle Differentialgleichungen n-terÖrdnung, deren 
Charakteristiken Haupttangentenkurven oderKrümmungs- 
linien sind, und eine Klasse, deren Öharakteristiken geo- 
dätische Linien sind, bilden äquivalente Probleme in dem 
Sinne, daß sie gegenseitigin einander transformiert wer- 
den können. Ist insbesondere n gleich 1, so entsprechen 
diesen Problemen Untersuchungen über Kongruenzen und 
Komplexe, deren Elemente gerade Linien oder Kugeln sind. 

Hier soll auch darauf aufmerksam gemacht werden, daß ebenso wie 
es einen Zyklus von Verwandtschaften gibt, welche die Gleichungen D,, 
in Gleichungen derselben Art überführen, alle linearen Punkttransforma- 
tionen nämlich, zusammen mit allen dualistischen Umformungen des 
Raumes, es auch einen Zyklus von Verwandtschaften gibt, welche be- 
ziehungsweise die Gleichungen D,, und D,„s ihren Charakter behalten 
lassen. 


817. Über Linienkomplexe, welche infinitesimale lineare Transformationen 
in sich selbst besitzen. ?) 


49. Linienkomplexe, die sich durch eine Gleichung von der Form: 
IN. ZEN 

darstellen lassen, bilden sich als die Kugeln ab, deren Mittelpunkte auf 
der Fläche F(X, Y, Z) = 0 liegen. Dieser Kugelkomplex wird nun offen- 
bar durch eine beliebige Paralleltransformation, oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, durch eine infinitesimale solche in sich selbst über- 
geführt, und also können wir nach $ 13, Nr. 39 den Linienkomplex 
F(X, Y, Z) = 0 dadurch charakterisieren, daß er eine infinitesimale [201 
Transformation von der Form: 


A1=a, Hamtaaz+b, Y=ytca+ d 
gestattet. 





1) [Ann. V, S. 290f., Ges. Abh. I, S. 140f.] 

2) Vgl. Sur une certaine famille de courbes et de surfaces, par 
Klein et Lie, Comptes Rendus 1870. Über vertauschbare lineare Trans- 
formationen, von Klein und Lie, Math. Ann. Ba. IV. [Diese Ausg. Bd.I, Abh. 
VI und XIV.] 
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Nun ist es bekannt, daß die Aufgabe, die allgemeinste Fläche zu finden, 
deren Krümmungszentren des einen Systems auf ’einer gegebenen Fläche 
liegen, darauf hinauskommt, die geodätischen Kurven dieser Fläche zu fin- 
den. Unsere früheren Theorien geben also den folgenden interessanten Satz: 

Die Bestimmung der Haupttangentenkurven des Linien- 
komplexes F(X, Y, Z)=0 und die Auffindung der geodäti- 
schen Kurven auf der Fläche F(X,Y,Z)=0 sind äquivalente 
Probleme. 

Es ist zu bemerken, daß der Grad des Linienkomplexes gleich der 
Ordnung der Fläche ist; während aber die Fläche eine beliebige ist, muß 
der Komplex die besprochene infinitesimale Transformation in sich selbst 
besitzen. 

Unter den linearen Tangentialkomplexen des Kugelkomplexes 
F(X,Y, Z) = 0 betrachte ich den folgenden: 


EA R)+ SEI I)+72 2-2) -0, 


dessen Kugeln eine Tangentialebene der Fläche F(X, Y,Z)=0 ortho- 
gonal schneiden ($ 10, Nr. 30). Eine beliebige Paralleltransformation führt 
sowohl den gegebenen Komplex, wie den Tangentialkomplex in sich selbst 
über, und also sehen wir, daß diese Komplexe einander in einfach unend- 
lich vielen gemeinsamen Kugeln berühren. Der Komplex F(X, Y, Z) = 0 
läßt sich infolgedessen als Enveloppengebilde von zweifach unendlich vielen 
linearen Komplexen auffassen. 

Wenden wir uns zu den Linienvorstellungen, so können wir den ent- 
sprechenden Linienkomplex definieren als Enveloppengebilde von zweifach 
unendlich vielen linearen Komplexen, die mit einem gegebenen linearen 
Komplexe H= (0 in Involution liegen und außerdem eine gemeinsame 
Gerade desselben (die Fundamentalgerade des Raumes r) enthalten (vgl. 
$ 10, Nr. 30). 

Zweifach unendlich viele lineare Komplexe, die mit 
einem gegebenen in Involution liegen und außerdem eine 
Geradediesesletzten Komplexesenthalten, umhülleneinen 
Linienkomplex, dessen Haupttangentenkurven sich da- 
durch bestimmen lassen, daß man die geodätischen Kurven 
einer gewissen Fläche aufsucht. 

Im nächsten Abschnitte werde ich auf den Inhalt dieser Nummer 
zurückkommen. 


50. Durch die Entwickelungen der vorangehenden Nummer wird man 
darauf geführt, sich die Frage zu stellen, ob sich die Bestimmung: der 
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Haupttangentenkurven immer vereinfachen läßt, wenn der betreffende 
Linienkomplex eine infinitesimale lineare Transformation gestattet. [202 
Die Antwort liegt unmittelbar in den oben genannten Arbeiten von Herrn 
Klein und mir (vgl. besonders diese Annalen Bd. IV, S. 80 [d. Ausg. Bd. I, 
Abh. XIV, 8. 262]). Wir haben nämlich überhaupt die Aufmerksamkeit 
darauf gelenkt, daß, wenn bei einem Gebilde eine infinitesimale Trans- 
formation bekannt ist, sich die Bestimmung von anderen Gebilden, die mit 
dem gegebenen in einer durch die betreffende Transformation unzerstör- 
baren Beziehung stehen, im allgemeinen durch passende Koordinatenwahl 
vereinfachen läßt. 

Hierbei muß man diejenigen Kurven anwenden, die den geometrischen 
Ort bilden für die infinitesimalen Wege, welche alle Punkte des Raumes 
während der besprochenen Transformation beschreiben. Setzen wir ins- 
besondere voraus, daß die bekannte Transformation eine lineare ist, so 
werden diese Kurven eben die von Herrn Klein und mir unter der Be- 
zeichnung Raumkurven W untersuchten. Man ordne die betreffenden, zwei- 
fach unendlich vielen Kurven W auf zwei Weisen zusammen in Flächen- 
scharen: 


BA U-B 


Es geht alsdann jede Fläche U, oder U, durch die zugehörige Transforma- 
tion in sich über. Man wähle ferner eine dritte Schar: diejenigen Flächen 


ne 


nämlich, die aus einer beliebig gewählten durch kontinuierliche Anwen- 
dung der betreffenden Transformation hervorgehen, und hierbei soll C der 
Parameter der Transformation sein. 

Führt man nun T,, DO, und V als Punktkoordinaten ein, so nimmt 
beispielsweise die Gleichung einer jeden Fläche, die jene Transformation 
gestattet, die Form an: 


PU, U,) I 0. 


Ebenso kann eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung, deren 
Inbegriff von elementaren Komplexkegeln durch die Transformation un- 
geändert bleibt, folgendermaßen geschrieben werden: 


a A 


F(D,, 5, U,’ str) =(, 


was bekanntlich ein Schritt vorwärts ist. Dieses ist insbesondere der Fall 
mit der D,, eines Linienkomplexes, der selbst ungeändert bleibt. 
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Betrachten wir zum Beispiel die vier paarweise in Involution liegen- 
den linearen Komplexe X=0, Y=0,Z=0, H=0 und einen Linien- 
komplex, dessen Gleichung die folgende ist: 


> ee 
Fan) 


so ist es einleuchtend, daß eine jede Transformation unter den unendlich 
vielen: 

MA ya Mls, Z»=MZ, Hemd 
unseren Komplex in sich überführt, und also nimmt die zugehörige [203 
D,ı die obenstehende Form an. 

Hierher gehört, wie im nächsten Abschnitte gezeigt werden soll, ein 
Komplex zweiten Grades mit 17 Konstanten, und zwar ist derselbe der 
allgemeine Komplex zweiten Grades, dessen Singularitätenfläche eine 
Regelfläche ist. Die Komplexe zweiten .Grades mit 18 und 19 Konstanten 
gestatten keine infinitesimale lineare Transformation.!) 


5l. Ebenso ist es für die Untersuchung von räumlichen Gebilden, 
welehe zwei infinitesimale und permutable lineare Transformationen ge- 
statten, vorteilhaft, eine besondere Koordinatenwahl zu machen. Erstens 
nimmt man die einfach unendlich vielen Flächen: 


zz, 


die durch unsere Transformationen ungeändert bleiben. Man wähle ferner 
zwei distinkte infinitesimale Transformationen ß, y aus unserem ge- 
schlossenen Systeme, und endlich zwei Flächen B, und C,. Durch konti- 
nuierliche Anwendung der Transformationen 8 und y auf diese Flächen 
erhält man zwei Flächenscharen: 


U, = D, DO, = C, 


1) Der Linienkomplex F(X:H, Y:H, Z: H) = 0 läßt sich auch definieren als 
Enveloppengebilde von zweifach unendlich vielen linearen Komplexen, die mit zwei 
gegebenen linearen Komplexen in Involution liegen. Unter den Haupttangenten- 
kurven eines solchen Komplexes gibt es einfach unendlich viele ausgezeichnete 
Scharen. Jede besteht aus einfach unendlich vielen Komplexkurven eines linearen 
Komplexes: X2+ Y?2-+ Z®— H?= Const. 

Das eben ausgesprochene Theorem ist zu gleicher Zeit eine Transformation 
und [eine] Verallgemeinerung des bekannten Satzes: Unter den geodätischen Kurven 
einer Fläche gibt es einfach unendlich viele, deren Tangenten den imaginären Kugel- 
kreis schneiden. 

Die hier betrachteten Linienkomplexe besitzen die charakteristische Eigen- 
schaft, daß ihre Singularitätenflächen Regelflächen mit zwei geraden Leitlinien sind. 
Jede krumme Haupttangentenkurve einer solchen Regelfläche wird auch von Ge- 
raden eines linearen Komplexes X? + Y?-+ Z?— H°— Const. umhüllt. 
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wo B und ( Transformationskonstanten bezeichnen. Wählt man nun V, T, 
und U, zu Punktkoordinaten, so nimmt die D,, eines Linienkomplexes, 
der durch unsere 'Transformationen ungeändert bleibt, die Form an: 


er. Br 
F(V, ae). 
Die Integration dieser Gleichung läßt sich bekanntlich auf eine Quadratur 
zurückführen. 

Wir treffen somit eine Klasse Komplexe, deren Haupttangentenkurven 
wir bestimmen können. Hierher gehört zum Beispiel der Komplex zweiten 
Grades, dessen Singularitätenfläche in zwei Flächen zweiten Grades zer- 
fallen ist, welche dann notwendig vier Erzeugende gemein haben. 

Man erhält hier beispielsweise eine allgemeine Bestimmung der [204 
geodätischen Kurven auf einer jeden Schraubenfläche. Der Inbegriff aller 
Kugeln, deren Mittelpunkte auf einer solchen Fläche liegen, gestattet näm- 
lich zwei permutable infinitesimale Transformationen in sich selbst: eine 
Schraubenbewegung und eine Paralleltransformation, und nach $ 13 ent- 
sprechen solche Umformungen des Kugelraumes R linearen Punkttrans- 
formationen des Linienraumes r. Es gehört also diejenige D,,, deren Inte- 
gration mit der Bestimmung jener geodätischen Kurven äquivalent ist, in 
die in Nr.51 besprochene Kategorie, womit meine Behauptung erwiesen ist. 

Sucht man die geodätischen Kurven auf einer Fläche, die eine infini- 
tesimale lineare Punkttransformation gestattet, bei welcher der imaginäre 
Kugelkreis seine Lage behält, so kann man nach der in Nr. 50 ausein- 
andergesetzten Methode dieses Problem darauf zurückführen, eine gewöhn- 
liche Differentialgleichung erster Ordnung zwischen zwei Variabeln zu 
integrieren. Die Krümmungslinien und Haupttangentenkurven dieser Flä- 
chen können bestimmt werden. (Vgl. die zitierte Arbeit Math. Ann. Bd. IV, 
S. 84 [d. Ausg. Bd. I, Abh. XIV, 8. 265 £.].) 


52. Als letztes Beispiel betrachte ich endlich die bekannte Aufgabe: 
alle Flächen zu finden, deren Normalen einem gegebenen Linienkomplexe 
angehören.‘) Herr Abel Transon hat gezeigt, daß dieses Problem, wel- 
ches unmittelbar auf eine Gleichung von der Form: 


Fe, Yy,2,P, q) — 0 


1) Es ist vielleicht nirgendwo ausgesprochen worden, daß diese Aufgabe in 
gewissem Sinne mit der folgenden äquivalent ist: alle Flächen zu finden, die eine 
Schar geodätischer Kurven enthalten, deren Tangenten einem gegebenen Linien- 
komplexe angehören. Sieht man ab von den Developpablen des betreffenden Linien- 
komplexes, so drückt sich das eben besprochene Problem unmittelbar durch 
eine partielle Gleichung erster Ordnung aus. 

Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. IIL,1 ) 
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führt, immer eine Vereinfachung zuläßt.!) Diese kann auf die folgende ein- 
fache Bemerkung des Herrn Darboux (Bulletin, Nov. 1870, S. 351) ge- 
stützt werden: Die Parallelflächen einer Integralfläche sind selbst Integral- 
flächen. Der Inbegriff aller Integralflächen gestattet also eine infinitesimale 
Paralleltransformation, und somit gehört die Gleichung F=0 in die Kate- 
gorie der Nummer 50. 

Setzen wir nun weiter voraus, daß der Linienkomplex eine infinitesi- 
male Bewegung zuläßt, so wird F= 0 integrabel. Dies ist insbesondere 
der Fall, wenn der Komplex durch Rotation einer Linienkongruenz um 
eine feste Achse beschrieben werden kann. Hierher gehört der lineare Kom- 
plex, und es ist in der Tat auch bekannt, obgleich es vielleicht nirgend- [205 
wo explizite ausgesprochen worden ist, daß alle Schraubenflächen, die einer 
gewissen Schraubenbewegung entsprechen, der betreffenden Gleichung 
F=0 genügen.”) Hierher gehört ferner ein Komplex zweiten Grades, 
dessen Singularitätenfläche aus einer Kugel und zwei parallelen Tangenten- 
ebenen derselben besteht, endlich auch der bekannte Komplex, dessen Ge- 
rade ein Tetraeder nach konstantem Doppelverhältnisse schneiden, unter 
der Voraussetzung, daß zwei Tetraederecken auf dem imaginären Kugel- 
kreise liegen. 

Herr Darboux findet mittels seiner obenstehenden Bemerkung, daß 
es eine andere homographische Partikularisation dieses Komplexes gibt, 
die von Binet und Chasles betrachtete nämlich, deren zugehörige F'—= 0 
sich integrieren läßt. Dies ließe sich auch daraus schließen, daß man in 
diesem Falle, wie Herr Reye bemerkt hat, zweifach unendlich viele Flächen 
zweiten Grades angeben kann, deren Normalen Komplexlinien sind. 


$ 18. Trajektorienkreis. Trajektorienkurve. 


53. Auf jeder Kugel eines Kugelkomplexes liegt ein ausgezeichneter 
Kreis, der gewissermaßen als Repräsentant der benachbarten Kugeln auf- 
zufassen ist. Um den Sinn dieser Behauptung zu erklären, um ferner die 
Gleichung dieses Kreises zu finden, wird es vorteilhaft sein, sich auf die 
Liniengeometrie zu stützen. 





1) Journal de !’Ecole Polytechnique, 1861. 

2) Ein linearer Komplex gestattet zwei infinitesimale und permutable Bewe- 
gungen. Infolgedessen besitzt die zugehörige F = 0 drei infinitesimale und per- 
mutable Transformationen in sich selbst. Die entsprechende partielle Differential- 
gleichung des Linienraumes r gestattet drei solche Transformationen, die lineare 
Punkttransformationen sind. Hieraus läßt sich zum Beispiel schließen, daß eine 
Schraubenbewegung zweifach unendlich viele Schraubenflächen gibt, auf denen die 
betreffenden Schraubenlinien Krümmungslinien sind. 
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Nach Plücker gibt es einfach unendlich viele lineare Komplexe, 
die einen gegebenen Komplex F(X, Y,Z, H) = 0 in einer Geraden 
(Xo, Yo, Zu, Ho) desselben berühren; dies ist so zu verstehen, daß die un- 
endlich benachbarten Geraden allen diesen Komplexen gemein sind. In 
unserem Koordinatensysteme ist ein Tangentialkomplex ausgezeichnet, der 
folgende nämlich: 





| oH, k 
H—H,=5y(X—-X)+5y(7— Ei 2 FEAR, 


Derselbe besteht, wenn wir zu den Kugelvorstellungen zurückkehren, aus 
allen Kugeln, welche die Ebene: 





oH, H, 
u Tr 5 A K)t 5 y, (I Bi °Z ee 20) 


unter demselben Winkel schneiden, wie die Kugel: [206 
H? = (X— X? + (X Y?+ (ZZ). 


Man sieht, daß die beiden letzten Gleichungen, oder der durch die- 
selben dargestellte Kreis, die benachbarten Kugeln definieren. Insbesondere 
wird die Kugel (X,, Yo, Z,, #0) in den Punkten dieses Kreises von ein- 
fach unendlich vielen benachbarten Kugeln berührt. 

Man kann bemerken, daß unser Kreis zugleich auf dem der Kugel H, 
zugehörigen elementaren Komplexkegel: 


(X— X, + (Y- N + (ZZ) = 
oH, oH, 2 
- 2, 2. 


liegt, und dies ist geometrisch evident, weil dieser Kegel alle Richtungen 
definiert, nach denen man von dem Punkte (X,, Y,, Z,) aus gehen muß, 
wenn die zugehörige Kugel die ursprüngliche (X,, Y,, z, ,‚ H,) berühren soll. 

Erinnert man sich nun an die geometrische 
Bedeutung des Problems: die einem Kugelkom- 
plexe zugehörige D,, zu integrieren, so sieht 
man, daß jede Integralfläche, die eine stationäre 
Berührung mit der Kugel A, hat, diese in einem 
Punkte jenes Kreises berührt; hierbei ist, wie 
ich sogleich beweisen werde, die zugehörige 
Tangente PT (siehe die Figur) des Kreises 
jedesmal die entsprechende Trajektorienrichtung der Integralfläche. 

Die Gerade PO — 0 ist der Mittelpunkt unserer Kugel — berührt 


nämlich in O eine auf der Zentrafläche unserer Integralfläche gelegene 
5* 
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geodätische Kurve, deren Tangenten die Integralfläche in den Punkten 
einer Charakteristik (Krümmungslinie) treffen. Bezeichnet nun P’ einen 
von diesen Punkten, der P unendlich nahe liegt, so oskuliert die Ebene 
OPP' die besprochene geodätische Kurve in O, und steht infolgedessen 
senkrecht auf der Ebene O PT, die zugleich den elementaren Komplexkegel: 


(KK +(Y- HP+ (2 A®= 
[RK N+sz rt 5 2-2] 





nach der Geraden OP, und die Zentrafläche im Punkte O berührt. Die 
elementare Linie PP’, also die Krümmungsrichtung, schneidet PT [207 
orthogonal — PT ist ER Trajektorienriehtung. Es soll darum unser Kreis 
der Trajektorienkreis der Kugel H, heiben. 

Jede Kugel eines Kugelkomplexes wird in den Punkten 
eines gewissen Kreises von benachbarten Kugeln des Kom- 
plexes berührt. Alle Integralflächen der zugehörigen Dis; 
für welehe die Kugel Hauptkugel ist, berühren diese in 
einem Punkte jenes Kreises, und hierbei ist die entspre- 
chende Tangente des Kreises jedesmal die Trajektorien- 
richtung. Dieser Kreis, den ich als Trajektorienkreis der 
Kugel bezeichne, spielt eine bedeutende Rolle in Unter- 
suchungen über Kugelkomplexe. 

Alle Kugeln des Raumes, die eine gegebene Kugel eines Komplexes 
in den Punkten des Trajektorienkreises berühren, bilden eine Kugelkon- 
gruenz, die das Bild derjenigen speziellen linearen Linienkongruenz ist, 
welche allen einer Komplexlinie zugehörigen linearen Tangentialkomplexen 


gemein ist. 


54. Eine sinnliche Vorstellung des Problems, eine gegebene D,, zu 
integrieren, erhält man folgendermaßen. Eine jede partielle Differential- 
gleichung erster Ordnung: 


F(&, Y,?,P, g)= 0 


scheidet aus den fünffach unendlich vielen Flächenelementen des Raumes 
vierfach unendlich viele aus. Die einer D,, entsprechenden Flächenelemente 
verteilen sich insbesondere auf dreifach unendlich viele Scharen, deren jede 
von einfach unendlich vielen Elementen gebildet ist, die auf einer Kugel 
des gegebenen Komplexes liegen und sich an den Trajektorienkreis der- 
selben anschließen. 

Hier mag die Bemerkung ihren Platz finden, daß man aus der Glei- 
chung eines Kugelkomplexes H= F(X, Y, Z) folgendermaßen die Differen- 
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tialgleichung zwischen X, Y,Z,dX,dY,dZ finden kann, welche die Tra 
jektorien der zugehörigen D,, befriedigen. 
Aus den beiden Gleichungen des Trajektorienkreises: 


U=(X-X?+(7- DR” + (Z-Z—- B=0, 
oH, OH, oH, \ 
V=H+ 5E (X—X,)+ a7, Error 92 (Z—Z,) = 0 
und den entsprechenden Differentialgleichungen: 
ERBE 1; DE: 
oV oV oV 
eliminiert man X,, Yo, Z,, und es geht die gesuchte Gleichung hervor. 
Um endlich die partielle Differentialgleichung D,, selbst aus der Glei- 


chung des Kugelkomplexes zu finden, könnte man in folgender Weise vor- 
gehen. Der Trajektorienkreis genügt der Gleichung: 


oH, OH, oH, 
OR : Aa x, K)t;n, N) taz, ZT) 0, 


ferner gelten für die Flächenelemente unserer Kugel, die sich an diesen |208 
Kreis anschließen, welche somit der Gleichung D,, genügen, die folgenden 











Relationen: 
H,P FH, ei: 
(2) &<-X,=—————, Y-Y,= ——a—, ZZ, = —— 
"N+P+@ ' yı+ PR+Q " y1+PR+Q 
Bei Einsetzung dieser Werte in (1) findet man: 


a oH oH, >H, 
2 2 bh. Reihe 2.1 AN de Acer. GZERRT, 
vI+P+Q@+ P3y + 952-779 
und in diese Gleichung muß man statt X,, Yo), Z, setzen die aus (2) ge- 
nommenen Werte dieser Größen, ausgedrückt durch X, Y,Z, Pund ®. 
In den letzten analytischen Entwickelungen dachten wir uns immer 
Hy, als eine gegebene Funktion von X,, Yo, Zo- 


55. Unter den elementaren Komplexkegeln einer D,,, deren Scheitel 
in einer Ebene liegen, gibt es einfach unendlich viele, welche diese Ebene 
berühren. Der Ort der betreffenden Scheitel ist eine Kurve c, deren Tan- 
gente (als Trajektorienrichtung) jedesmal senkrecht steht hinsichtlich der 
Berührungsrichtung des entsprechenden Komplexkegels (der Richtung der 
Charakteristik). Die Kurve c ließe sich auch definieren als geometrischer 
Ort aller Flächenelemente unserer Ebene, welche der ge- 
gebenen D, genügen. 
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Man könnte ebenso alle elementaren Komplexkegel, deren Scheitel 
auf einer beliebigen Kugel liegen, betrachten, und den Ort der Punkte 
suchen, deren zugehöriger Kegel die Kugel berührt. Ich behaupte, daß auch 
die Tangente dieser Kurve und die entsprechende Berüh- 
rungsrichtung des Kegels orthogonal sind. 

Zum Beweise ist nur erforderlich, eine Transformation durch reziproke 
Radien auszuführen, in solcher Weise nämlich, daß die Kugel in eine 
Ebene, der Kugelkomplex in einen neuen Kugelkomplex übergeht. Die 
besprochene Kurve nennen wir die Trajektorienkurve unserer Kugel, und 
es ist klar, daß, wenn die Kugel dem Komplexe angehört, daß dann die 
Trajektorienkurve in den Trajektorienkreis und eine zweite Kurve zerfällt. 
Wir können auch sagen, daß die Trajektorienkurve einer Kugel 
der geometrische Ort für alle Flächenelemente derselben 
ist, welche der gegebenen D, genügen. 

Wenn die Kugel infinitesimal wird, so umhüllen diejenigen Flächen- 
elemente derselben, die sich an die Trajektorienkurve anschließen, den be- 
treffenden elementaren Komplexkegel. 

Der Kegel, dessen Spitze im Zentrum einer beliebigen Kugel liegt, 
und welcher die Trajektorienkurve derselben enthält, geht, wenn die Kugel 
infinitesimal wird, in den entsprechenden Normalenkegel über, das 
heißt, in denjenigen Kegel, dessen Erzeugende Normalen aller Integral- 
flächen sind, die durch den betreffenden Punkt gehen. 

Denkt man sich beispielsweise, daß man eine D,, kennt, deren [209 
sämtliche Trajektorienkurven Kreise sind, so läßt sich schließen, daß alle 
Normalenkegel, und also zugleich alle elementaren Komplexkegel Um- 
drehungskegel sind. Alsdann hat unsere D,, die folgende Form: 


VI+PP+Q°+F(X,Y,Z).P+ F(X,Y,2).Q+R(X,J,2)=0. 





Über einige partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 


55*, Partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung teilen sich be- 
kanntlich in zwei Gruppen, weil durch jeden Punkt einer Integralfläche 
entweder nur eine oder auch zwei Charakteristiken gehen können. 

Unter den Gleichungen der ersten Gruppe betrachte ich diejenigen, 
deren Charakteristiken Haupttangentenkurven oder Krümmungslinien sind. 
Diese Gleichungen haben die folgende Form, vorausgesetzt, daß F' eine 
beliebige Funktion von x, %, 2, ?, 9 bezeichnet: 


(D;,) r+2Fs+ Pt=0, 
re 2] Rr—[d+MNt—2pge + l+MryiI+P®+d®.F+ 
(D,) +1+P#+QP?=0. 
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Die Integration einer D}, kommt geometrisch darauf hinaus: alle Flächen 
zu finden, deren Haupttangenten des einen Systems nach irgend einem 
Gesetze durch die Lage des Flächenelementes x, y, 2,p, q bestimmt werden. 
Andererseits ist die geometrische Bedeutung einer D,, die folgende: alle 
Flächen zu finden, deren Hauptkugeln des einen Systems durch das 
Flächenelement bestimmt werden. 

Ebenso betrachte ich unter den Gleichungen der zweiten Gruppe alle, 
deren beide Scharen von Charakteristiken Haupttangentenkurven oder 
Krümmungslinien sind. Die Form derselben ist: 


(D;;) rtt—8=F, 
„ et RE Pe 
(Das) a0. 


Eine D/; bestimmt jedesmal alle Flächen, deren Krümmungsmaß von 
der Lage des Flächenelementes nach einem gegebenen Gesetze abhängt. 
Endlich kommt die Integration einer D,, darauf hinaus, alle Flächen zu 
finden, auf denen die Riehtungen der Krümmungslinien durch das Flächen- 
element bestimmt werden. 

Diese vier wichtigen Gleichungen, die durch meine Abbildung paar- 
weise einander entsprechen, sind, wie man sieht, Spezialfälle der bekannten 


Differentialgleichung: 
(1) rst— 2 +Ar+DBs+C0ti+D=0. 


Man weiß, daß Gleichungen dieser Art zuweilen ein oder zwei allgemeine 
erste Integrale besitzen, und es existiert sogar eine allgemeine Methode, [210 
um zu entscheiden, ob dies bei einer gegebenen Gleichung der Fall ist. 
Dagegen hat man sich, soviel ich weiß, nicht damit beschäftigt, die all- 
gemeinste Form der Gleichungen (1) anzugeben, welche ein erstes Integral, 
beziehungsweise zwei allgemeine erste Integrale zulassen. Es ist mir ge- 
lungen, diese Bestimmung für die Gleichungen D;,, D;,, D5}, D;, durch- 
zuführen, und ich möchte sogleich hervorheben, daß die Lösung dieser 
Fragen eine sehr einfache Form erhält, wenn man die Begriffe Linien- 
komplex, Linienkongruenz, Kugelkomplex und Kugelkongruenz an- 
wendet.!) 





1) Es ist einleuchtend, daß Gleichungen zweiter Ordnung, deren Charak- 
teristiken des einen Systems Krümmungslinien sind, durch meine Abbildung mit 
denen äquivalent sind, deren Charakteristiken des einen Systems Haupttangenten- 
kurven sind, und so weiter, 
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$ 19. Partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung, deren Integral- 
flächen nur eine Schar von Charakteristiken enthalten, und zwar solche, 
welche Haupttangentenkurven oder Krümmungslinien sind. 


56. Zunächst bestimme ich die allgemeine Form aller partiellen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung, deren Integralflächen nur eine 
Schar von Charakteristiken enthalten, welche zugleich die Haupttangenten- 
kurven des einen Systems der betreffenden Fläche sind. 

Bezeichnet: 

F(z, y,2,P,9,r,5,ı)=0 
die allgemeine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung, und ferner, 


wie gewöhnlich, R, 5, 7 die partiellen Derivierten von F hinsichtlich r, s 
und £, so ist bekanntlich: 


Ray — Sdayd«s + Td® = 0 


die Differentialgleichung der beiden Charakteristiken. Andererseits be- 
stimmt: 


rd? +2sdady+tdy = 0 
die Richtungen der beiden Haupttangenten, und also drückt: 
(1) Rr+S8Ss+Tt=0 


die Forderung aus, daß die beiden Charakteristiken überall hinsichtlich 
der entsprechenden Haupttangenten harmonische Lage haben sollen. Es 
sagt ferner: 


(2) 4ART— S?=0 


aus, daß die beiden Charakteristiken immer zusammenfallen. Gilt also 
sowohl (1) als (2), so fallen die beiden Richtungen der Charakteristiken 
überall mit der einen Haupttangente zusammen, und das war unsere ur- 
sprüngliche Forderung. 

Die Gleichung (1) zeigt, daß F die Form: [211 


Fix, y,2,9,9,r:8,1:9)= 0 


besitzt, und bezeichnen wir hier der Kürze wegen r:s und t:s durch ) 
und z, so geht (2) in die folgende über: 


oFoF oF oF\2 
8). 4 let): 


eine Gleichung, die sich nach den allgemeinen Methoden integrieren läßt. 
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Man findet so als allgemeine Form der Gleichungen D,,: 

| r+2Ns+ Nt=0N, 
und hierbei genügt die Richtung der Charakteristik der Gleichung: 


I = N(e,y,3,D, q): 

Aus dem Vorstehenden folgt, daß eine jede D,, der analy- 
tische Ausdruck des folgenden Problems ist: die allge- 
meinste Fläche zu finden, deren Haupttangenten des einen 
Systems nach einem gegebenen Gesetze durch die Lage des 
entsprechenden Flächenelements &, y, 2, ?,q bestimmt 
werden.?) ' 


5%. Es ist bekannt, daß, wenn eine Differentialgleichung: 
(1) ar+bs+ct+d=0 
ein allgemeines erstes Integral: 
(2) et 
besitzt, auf einer Fläche, welche (2), und also auch (1) genügt, die Charak- 
teristiken hinsichtlich (2) zugleich Charakteristiken des einen Systems 
hinsichtlich (1) sind. Es folgt hieraus ($ 14), daß, wenn eine D,, ein 


erstes Integral u=(0 zugibt, dasselbe eine D,, sein muß, 
und hierbei muß man sich erinnern, daß es zwei distinkte Klassen D,, gibt. 


1) Das singuläre Integral der Gleichung (3) gibt die bekannte Differential- 
gleichung: MER T  M 
Diese besitzt bekanntlich ein allgemeines erstes Integral. 

2) Schon früher habe ich gesagt, daß es vorteilhaft sein wird, die erweiterten 
geometrischen Begriffe der modernen Geometrie bei der Behandlung partieller Dif- 
ferentialgleichungen anzuwenden. Als weiteres Beispiel deute ich im folgenden eine 
Theorie an, die ich eben (während der Korrektur) finde, und welche mir wichtig 
scheint. 

Zunächst bemerke ich, daß eine jede Gleichung: 


(D rtt—82+Ar+Bs+0t:D=0 


bei passender Wahl des Raumelements auf die lineare Form: r+As + Bt+(0=0 
gebracht werden kann. Besitzt nun die letzte Gleichung nur eine Schar Charakteri- 
stiken, so ist sie der analytische Ausdruck eines Problems, welches sich ganz in der- 
selben Weise auf vierfach unendlich viele Raumkurven bezieht, wie die Gleichung: 
r+2Ns-+ N?t= 0 auf alle Raumgeraden. Hieraus folgt, wenn ich nicht irre, daß 
jede Gleichung (I) mit intermediärem Integrale und einer Schar Charakteristiken 
sich in dem von Boole angegebenen Sinne auf einen Flächenkomplex bezieht. 
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Wir wissen, daß eine D,,, oder die äquivalente Gleichung [212 
dy:dx= N jedem Flächenelemente eine Richtung zuordnet. Betrachten 
wir nun die Elemente einer Ebene, so bildet die kontinuierliche Aufein- 
anderfolge dieser Richtungen eine Kurvenschar c, die in diesem Para- 
graphen eine wichtige Rolle spielen wird. 

Man denke sich, daß unserer D,, als partikuläres Integral eine D,ı 
entspricht, und zwar eine, deren Charakteristiken die Geraden einer Kon- 
gruenz sind. In jeder Ebene # des Raumes liegt eine oder [liegen] einige 
(Gerade ! dieser Kongruenz, und offenbar müssen dieselben in der dieser 
Ebene zugehörigen Kurvenschar c enthalten sein. Unter den Integral- 
flächen unserer D,, gibt es nämlich unbegrenzt viele, die / enthalten und 
dabei die Ebene E in einem beliebigen gegebenen Punkte p dieser Ge- 
raden berühren. Auf allen diesen Flächen ist nun ! eine gemeinsame 
Haupttangente, und also ist die Richtung, welche unsere D,, dem Flächen- 
elemente (p E) zuordnet, mit dem betreffenden Linienelemente von | 
identisch; hiermit ist meine Behauptung erwiesen. 


Man setze andererseits voraus, daß unsere D,, als partikuläres In- 
tegral eine D,,, welche einem Linienkomplexe entspricht, zugibt. In einer 
beliebigen Ebene liegen einfach unendlich viele Komplexlinien, welche 
eine Kurve % umhüllen. Es ist einleuchtend, daß k eine von den Kurven c 
dieser Ebene sein muß. 

Einfach unendlich viele Linienkomplexe bestimmen in jeder Ebene 
des Raumes eine Schar Komplexkurven k. Man wähle, was immer möglich 
ist, die Funktion N in solcher Weise, daß diese Kurven % eben die zu- 
geordneten Kurven c sind. Alsdann erhält man eine D,,, die ein erstes 
Integral mit [einer] arbiträren Konstanten besitzt. 


Es ist andererseits leicht, zu erkennen, daß eine D,, höchstens einfach 
unendlich viele erste Integrale dieser Art besitzen kann. Man betrachte 
nämlich in einer beliebigen Ebene unter den einfach unendlich vielen 
Kurven c eine bestimmte, ferner eine Tangente g derselben, und endlich 
eine zweite Ebene E’, welche ebenfalls die Gerade g enthält. In E’ liegen 
einfach unendlich viele Kurven c’, und unter denselben wähle man eine, 
welche g berührt. In dieser Weise kann man nun unbegrenzt weiter 
gehen, und wir finden somit, daß eine gewählte Kurve ce zur Konstruktion 
des betreffenden Linienkomplexes hinreicht, vorausgesetzt natürlicher- 
weise, daß diese Konstruktion möglich ist. Meine Behauptung ist also er- 
wiesen. 

Solleine Gleichung von der Form: 


r+2Ns+Nt=0 
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ein erstes Integral besitzen, welches keine lineare par- 
tielle Differentialgleichung ist, sich also nicht auf eine 
Linienkongruenz bezieht, so kann dasselbe zwar eine arbi- 
träre Konstante, dagegen keine arbiträre Funktion ent- 
halten. Es ergibt sich dieses Integral durch die Inte- [213 
gration einer gewöhnlichen Differentialgleichung zwi- 
schen zwei Variablen. 

58. Wenn die Kurven c krumme Linien sind, so können nur erste 
Integrale der eben besprochenen Art auftreten. Sind dagegen alle ce gerade 
Linien, so existiert zuweilen ein allgemeines erstes Integral. Dies ist der 
Fall, wenn die allen Ebenen zugeordneten Geradenscharen einen Komplex, 
und nicht den Inbegriff aller Geraden des Raumes, bilden. Alsdann ist 
jede in dem betreffenden Komplexe enthaltene Linienfläche eine Integral- 
fläche, und demzufolge entspricht jeder, diesem Komplexe angehörigen 
Kongruenz eine D,,, die ein erstes Integral darstellt.t) 

Soll die Gleichung: r+2Ns+ N?t=0 ein allgemeines 
erstes Integral besitzen, so muß sich die gewöhnliche 
Differentialgleichung zwischen & und y: 


d 
= N@,yp2+qy+k,D,q) 


in der Form: 

y-a2+f(a) 
integrieren lassen, und außerdem muß zwischen den vier 
Linienkoordinaten der Geraden: 


y-ra+fla), z=pa+tgy+k 


eineRelation stattfinden. Der hierdurch definierte Linien- 
komplex bestimmt nach dem Obenstehenden sowohl ein 
allgemeines erstes Integral, wie das allgemeine zweite In- 
tegral mit zwei arbiträren Funktionen. In diesem Falle 





1) Man sagt gewöhnlich, glaube ich, daß, wenn die Integralflächen einer 
Gleichung: 
(1) Art—®)+Br+0s+Dt+E=0 


nur eine Schar Charakteristiken enthalten, höchstens ein allgemeines erstes Integral 
existiert. Dieses ist nicht korrekt. Beispielsweise besitzt die einem Linien- 
komplexe zugehörige D}, unbegrenzt viele allgemeine erste Inte- 
grale, die wesentlich verschieden sind. Dasselbe gilt von einer jeden 
Gleichung: r+2 Ns + N?t+ U=0, die einem Kurvenkomplexe entspricht ($ 3, 
Nr. 8, 9), wie auch von jeder Gleichung (1), die in dem von Boole angegebenen 
Sinne (Crelle-Borchardts Journal, Bd. 61) einem Flächenkomplexe entspricht. 
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existiert nach 83, Nr. 10 zugleich ein singuläres erstes In- 
tegral, dieunserem Linienkomplexe zugehörige 2... 


Wenn endlich die Differentialgleichung: 

d 

= N(@,y,px+qy+k,p,9) 
eine Anzahl partikulärer Lösungen von der Form y= «x + ß zugibt, und 
ferner zwei Relationen stattfinden zwischen den Linienkoordinaten der 
Geraden: RE [214 
so besitzt die gegebene D,, als partikuläres Integral die der hervorgehen- 
den Linienkongruenz zugehörige D;,- 


59. Alles, was wir über Gleichungen D,, gefunden haben, überträgt 
sich nun unmittelbar auf Differentialgleichungen D,,. Wir beschränken 
uns auf das folgende: 

Eine jede Differentialgleichung zweiterOÖrdnung, deren 
Integralflächen nur eine ScharCharakteristiken enthalten 
und zwar solche, welche Krümmungslinien sind, läßt sich 
als analytischer Ausdruck des folgenden Problems auf- 
fassen: die allgemeinste Fläche zu finden, deren Haupt- 
krümmungsradius des einen Systems von der Lage des 
Flächenelements nach einem gegebenen Gesetze abhängt.!) 


Wir schließen hieraus, daß die Gleichung der Hauptkrümmungs- 
radien: 


(rt) R—[(1+P)t—2pgs+(I+@)r]yI+p?+@.R+(1+P+2)=0, 


vorausgesetzt, daß man in derselben AR als eine beliebige gegebene Funk- 
tion von 2, y,2,p,q auffaßt, eben die allgemeine Form einer D),, ist. 


Wenn eine D,, dreifach unendlich viele Kugeln als par- 
tikuläre Integrale besitzt, dann und nur dann existiert ein 
allgemeines erstes Integral. Dasselbe entspricht den in 
dem besprochenen Kugelkomplexe enthaltenen Kugelkon- 
gruenzen. Die dem Komplexe zugehörige D, ist ein singu- 
läres erstes Integral. | 





1) Die Mongesche Differentialgleichung zur Bestimmung aller Flächen, auf 
denen nur eine Schar Krümmungslinien liegt, ist eine ausgezeichnete D;,. Diese 
entspricht der in der letzten Nummer gefundenen ausgezeichneten D,,: rt— 2 — 0. 
Wir wissen ja, daß sich Developpable des Linienraumes im Kugelraume R als 
Regelflächen, die den imaginären Kreis enthalten, abbilden. 
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Endlich möchte ich ausdrücklich aussprechen — was freilich in dem 
Obenstehenden implizite liegt —, daß jeder Linien- oder Kugelkomplex 
eine D/, oder D;, bestimmt, welche ein allgemeines erstes Integral besitzt. 


$ 20. Über partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung, 
deren Integralflächen zwei Scharen von Charakteristiken und zwar 
eben die Krümmungslinien enthalten. 


60. Bei der Behandlung partieller Differentialgleicehungen zweiter 
Ordnung lege ich im folgenden eine einfache geometrische Auffassung 
der allgemeinen ersten Integrale: u — f(v) = 0 zu Grunde. Vielleicht wird 
es nicht unnötig sein, einige Worte hierüber zu sagen. 

Man fasse v—= (0 undv=(0 als die Gleichungen zweier Flächen [215 
auf und betrachte dabei die beiden Flächenscharen: 


w= Const., v = ÜConst., 


wie auch die zweifach unendlich vielen Durchschnittskurven je zweier 
Flächen, die verschiedenen Scharen angehören. Einfach unendlich viele 
solcher Kurven erzeugen bekanntlich immer eine Fläche, deren Gleichung 
die Form: u — f(v) = 0 besitzt, und andererseits entspricht jeder Fläche 
mit dieser Gleichungsform eine solche Erzeugung. 

Bezeichnen nun « und v» Funktionen von z,y,2,Pp,q, so gestattet 
die Gleichung: «— f(v) = 0 eine ähnliche Interpretation. Hierbei be- 
trachte ich eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung als die 
analytische Definition von vierfach unendlich vielen Flächenelementen, 
unter denen diejenigen, die durch einen Punkt gehen, den entsprechenden 
elementaren Komplexkegel umhüllen. Zwei solche Gleichungen bestimmen 
dreifach unendlich viele Flächenelemente, diejenigen nämlich, die beiden 
Gleichungen genügen. 

Dieses vorausgesetzt, betrachte man die beiden Scharen von Differen- 
tialgleichungen: EEE ERS 
und ordne dieselben auf alle möglichen Weisen in Paare (u„v„) zusammen. 
Jedes Paar (u„®,) — und es gibt zweifach unendlich viele solche — be- 
stimmt dreifach unendlich viele Flächenelemente. Wählt man nun nach 
einem arbiträren Gesetze einfach unendlich viele Paare (u4„v,„), so bestimmt 
der Inbegriff der zugehörigen Flächenelemente eine partielle Differential- 
gleichung [erster Ordnung |, die sich in der Form :u — f(v) = O schreiben läßt. 

Hierbei sind zwei Fälle möglich. Entweder, und das ist der allgemeine 
Fall, durchziehen die gemeinsamen Elemente der beiden Gleichungen 
U=Un, = v, den ganzen Raum, und alsdann ordnet das Paar (4, vn) 
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jedem Punkte des Raumes ein oder einige Elemente zu; oder dieselben 
haben zweifach unendlich viele elementare Komplexkegel gemein, und 
dann definieren die gemeinsamen Elemente in gewissem Sinne eine Fläche, 
den Ort nämlich aller Spitzen der besprochenen Kegel. 


61. Bei Herrn du Bois-Reymond!) finde ich angegeben, daß die 
allgemeinste partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren beide, 
und zwar distinkte, Scharen von Charakteristiken Krümmungslinien auf 
den Integralflächen sind, die folgende ist: 

1 u 1 u 
Ak (As +(FEs-t)F=0. 
Man überzeugt sich leicht, daß sich diese Gleichung auch folgender- [216 
maßen schreiben läßt: 
2) pe Ars? +(A+PMi— (A+)r}f+t(l+P®)s—par)=0, 
vorausgesetzt, daß f wie F eine willkürliche Funktion von x, y,2, p,q 
bezeichnet. Wenn man aber in (2) statt f setzt da: dy, so erhält man 
eben die Differentialgleichung der Krümmungslinien einer Fläche, und also 
können wir sagen: 

Eine jede D,, läßt sich als analytischer Ausdruck des 
folgenden Problems auffassen: die allgemeinste Fläche zu 





finden, deren Krümmungsrichtungen nach irgend einem 
gegebenen Gesetze durch die Lage des entsprechenden 
Flächenelements bestimmt sind. | 

Man bemerke wohl, daß eine jede D,, in der eben angegebenen Be- 
deutung jedem Flächenelemente zwei orthogonale Richtungen zuordnet. 
Betrachtet man nun alle Elemente einer Fläche, so bildet die kontinuier- 
liche Aufeinanderfolge der zugeordneten Richtungen zwei orthogonale 
Kurvenscharen, die ich mit den Symbolen s und 6 bezeichnen werde. Eine 
Integralfläche unserer D,;, läßt sich dadurch charakterisieren, daß die zu- 
geordneten Kurven s und 6 eben Krümmungslinien der Fläche sind. Im 
folgenden werden die einer beliebigen Kugel zugehörigen 
Kurven s und 6 eine wichtige Rolle spielen. 


62. Aus der Form der Differentialgleichungen D,, ($ 19, Nr. 57) 
folgt, daß, wenn eine solche Gleichung ein partikuläres erstes 
Integral besitzt, dasselbe eine D,, sein muß, und hierbei hat 
man sich zu erinnern, daß es zwei distinkte Klassen D,, gibt. 

Setzen wir zunächst voraus, daß unser erstes Integral D,, einer 
Kugelkongruenz entspricht. Eine jede Kugel dieser Kongruenz wird 





1) Partielle Differentialgleichungen, S. 130. 
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von den unendlich nahen Kugeln derselben Kongruenz nach einfach un- 
endlich vielen Kreisen geschnitten, und offenbar bilden diese Schnitt- 
linien in Verbindung mit den zugehörigen Orthogonalkurven das unserer 
Kugel durch die gegebene D,, zugeordnete Orthogonalsystem (s, 6). 


Es ist leicht, zu erkennen, daß es D,, gibt, welche einfach unendlich 
viele partikuläre Integrale von dieser Art besitzen. Man denke sich näm- 
lich einfach unendlich viele Kugelkongruenzen und auf jeder Kugel einer 
solehen Kongruenz die besprochenen Kreise mit den zugehörigen Ortho- 
gonalkurven. Es werden in dieser Weise jedem Flächenelemente des Rau- 
mes zwei orthogonale Richtungen zugeordnet, und es ist klar, daß die 
D,,, welche eben diese Zuordnung bestimmt, durch die gegebenen einfach 
unendlich vielen D,, befriedigt wird. 

Wir setzen nun die Existenz eines allgemeinen ersten Integrals 


dieser Art: 2 flo). 0 


voraus, wobei wir der Bequemlichkeit wegen Linien vorstellungen [217 
anwenden werden. Es bezeichnet alsdann jede der Gleichungen: 


“= Const., v = Üonst. 


einfach unendlich viele lineare Differentialgleichungen D,,, deren zuge- 
hörige Linienkongruenzen jedesmal einen Komplex bilden; und zwar wer- 
den wir erstens den Fall erledigen, daß die beiden Kongruenzscharen dem- 
selben Komplexe angehören. 


Ein in dem allgemeinen Integrale enthaltenes partikuläres Integral: 


u— fu(v) = 0 


ordnet jedem Werte von u einen entsprechenden Wert von v zu: (Ute); 
(4%), - -, (4n%n). Nun repräsentiert sowohl u = u, als v — v, eine dem 
Komplexe angehörige Kongruenz!), und also stellt die Gruppe (Und) 
eine in dem Komplexe enthaltene Linienfläche dar: demzufolge ist auch 
u—fo(v)=0 eine lineare D,,, deren zugehörige Linienkongruenz un- 
serem Komplexe angehört. Die Integralflächen der Differentialgleichungen 
“—f(v)=0 sind somit Linienflächen des Komplexes. Es ist aber nach 
$ 19, Nr. 58 die partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche 
diese Flächen befriedigen, eine D;, und nicht eine ER 





1) Jede partielle Differentialgleichung erster Ordnung bestimmt vierfach un- 
endlich viele Flächenelemente. Einer linearen D,, entsprechen insbesondere Ele- 
mente, die sich in zweifach unendlich viele Gruppen verteilen; die Elemente jeder 
Gruppe schließen sich an eine Gerade der zugehörigen Linienkongruenz an. 
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Seien zweitens die Komplexe, in denen die zu u = Const., v = Const. 
gehörigen Linienkongruenzen liegen, verschieden. Es enthalten alsdann 
im allgemeinen zwei Kongruenzen «, und v, nur eine endliche Anzahl ge- 
meinsame Gerade, und also durchziehen die gemeinsamen Elemente der 
Differentialgleichungen «, und v, den ganzen Raum. Wir können somit 
sagen, daß die Gruppe (w,, v,) jedem Punkte ein Flächenelement zu- 
ordnet. Man erhält zweifach unendlich viele solcher Zuordnungen, und 
wenn man unter denselben nach einem beliebigen Gesetze einfach unend- 
lich viele auswählt, so werden jedem Punkte einfach unendlich viele Ele- 
mente zugeordnet. Es soll die hierdurch definierte partielle Differential- 
gleichung erster Ordnung eine lineare D,, sein. Da nun der Inbegriff dieser 
D,, ein allgemeines erstes Integral bilden soll, so muß jede Zuordnung 
zu unbegrenzt vielen D,, gehören können, und demzufolge muß dieselbe 
durch einen linearen Komplex vermittelt sein; dieser Linienkomplex ist 
nämlich der einzige, der die Eigenschaft besitzt, daß die durch einen Punkt 
gehenden Geraden ein ebenes Büschel bilden.!) Den zweifach unendlich [218 
vielen Zuordnungen entsprechen somit zweifach unendlich viele lineare 
Komplexe, und zur Existenz eines allgemeinen ersten Integrals ist not- 
wendig, daß jedesmal einfach unendlich viele dieser Komplexe, die beliebig 
gewählt sind, eine Kongruenz gemein haben, daß ferner diese Kongruenz 
mit der Komplexschar variiert. Dieses ist aber absurd. 

Eine D,\ gestattet niemals als allgemeines erstes Inte- 
grallineare Differentialgleichungen D,. 

Eine D,, gestattet niemals als allgemeines erstes Inte- 
gral Differentialgleichungen Dj, welche Kugelkongruen- 
zen entsprechen. 


63. Setzen wir nun voraus, daß eine gegebene D,, als partikuläres 
erstes Integral eine D,, zugibt, die einem Kugelkomplexe entspricht, 
und betrachten wir eine Kugel dieses Komplexes. Es ist nach $ 18, Nr.53 
klar, daß sich der entsprechende Trajektorienkreis unterden 
dieser Kugel durch die gegebene D, zugeordneten Kurven 





1) Herrn Klein verdanke ich die Bemerkung, daß es spezielle Linien- 
komplexe gibt, deren Komplexkegel ebene Strahlenbüschel sind. So ist es zum Beispiel 
der Fall bei den Komplexen, die aus dem Inbegriffe aller Tangenten einer deve- 
loppablen Fläche bestehen. Man erkennt leicht, daß es außer diesen und den linearen 
Komplexen keine Komplexe gibt, welche die geforderte Eigenschaft besitzen. Daß 
die Bemerkung von Herrn Klein die Resultate des Textes nicht beeinflußt, liegt 
daran, daß man keine zweifach unendliche Flächenschar finden kann, welche die 
Eigenschaft besitzt, daß jedesmal oo! Flächen der Schar 00? gemeinsame Tangen- 
ten haben. 


2 
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(s, 6) befindet. Existieren einfach unendlich viele Integrale dieser Art, 
so muß, weil einfach unendlich viele Kugelkomplexe alle Kugeln des 
Raumes umfassen, das einer beliebigen Kugel zugeordnete Orthogonal- 
system (s, 6) einen, oder einige Kreise enthalten. 

Soll endlich ein allgemeines erstes Integral dieser Art existieren, so 
wären a priori zwei Fälle denkbar. Unter den einer Kugel zugeordneten 
Kurven (s, 6) befinden sich entweder nur eine endliche Anzahl, oder auch 
unendlich viele Kreise. Ich werde beweisen, daß der erste Fall unmöglich ist. 

Setzen wir denselben voraus. Bezeichnet alsdann H= F(X,Y,Z) 
einen Kugelkomplex, dessen zugehörige D,, ein erstes Integral ist, so liegt 
der Trajektorienkreis einer Kugel dieses Komplexes in der Ebene ($ 18, 


Nr. 53): 


oH, oH, 1) 
- H=72(X-%) +37, (2 Y,)+ 


A, 
u 22). 





Andererseits läßt sich die Gleichung dieser Ebene auch folgender- 
maßen schreiben: 
= F(X-%)+R(Y—Y)+F(Z-2), 
und hierbei bezeichnen F}, F,, F3 Funktionen von X,, Yo, Zu, Ha, die 
nach dem Obenstehenden durch die gegebene D/, bestimmt sind. Es gelten 
also die Gleichungen: 


oH, DE RE FOR 
x, A 105, DZ, Zu 233 
die — vorausgesetzt, daß sie nicht kontradiktorisch sind, — ein Inte- [219 


gral mit arbiträrer Konstante gestatten. 

Wenneine D,„ein allgemeines erstesIntegralgestatten 
soll,so muß das einer beliebigen Kugel zugeordnete Ortho- 
gonalsystem (5,6) aus einer Schar von Kreisen und den zu- 
gehörigen Orthogonalkurven bestehen. 

Soll eine D,, zweit) allgemeine erste Integrale besitzen, 
so muß das einer beliebigen Kugel zugeordnete Orthogo- 
nalsystem (s,6) aus zwei Kreisscharen bestehen. Es gehen 





1) Man sagt oft, daß, wenn eine Gleichung: 
rtt—®2+Ar+Bs+0:i+D=0 
ein allgemeines erstes Integral u — f(v) = 0 besitzt, noch ein solches Integral exi- 
stiert. Und doch ist es wohl bekannt, daß, wenn die Gleichung: 
Rdy? — Sdydx + Tdx? = 0 


in zwei lineare Gleichungen zerfällt, jene Behauptung im allgemeinen falsch ist, 
daß ferner in dem allgemeinen Falle die sogenannten beiden Integrale ein irre- 
duktibles Integral bilden. 

Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen, Bd. II,1 6 
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alsdann, nach einer Bemerkung des Herrn Bonnet, die 
Kreise jeder Schar durch zwei feste Punkte. 


Es ist in jedem gegebenen Falle leicht zu verifizieren, ob diese Be- 
dingungen erfüllt sind. Ich muß hier zufügen, daß ich die Frage, ob die 
vorstehenden notwendigen Forderungen auch hinreichend sind, nicht 
entschieden habe. Da es mir aber, wie ich später zeigen werde, gelungen 
ist, die allgemeinste D,, anzugeben, welche ein, bezüglich zwei allgemeine 
erste Integrale besitzt, so scheint mir diese Frage von untergeordneter 
Bedeutung. 


$ 21. Über einige Gleichungen D/; und D;;. 


64. Um nicht im folgenden die Darstellung abbrechen zu müssen, 
schicke ich in dieser Nummer einige Entwickelungen voraus, auf welche 
ich mich später mehrmals stützen werde. Es ist überhaupt der Zweck 
dieses Paragraphen, einerseits einige bekannte Theorien in Verbindung 
mit meinen Komplextheorien zu bringen, andererseits das Verständnis der 
wichtigen Ergebnisse des nächsten Paragraphen vorzubereiten. 

Die Gleichung: 

EI T 2. H, 0 
definiert, wenn A ein Parameter ist, X, Y, Z, H Linien- oder Kugelkoordi- 
naten bezeichnen, einfach unendlich viele Komplexe, die linear sein 
sollen. Denselben entspricht in gewöhnlicher Bedeutung des Wortes ein |220 
Enveloppenkomplex A, dessen Gleichung man findet, wenn man zwischen 
F=0 unddF:di=0 die Größe A eliminiert. 


Um eine geometrische Vorstellung von der dem Komplexe A zuge- 
hörigen D,, oder D;, zu erhalten, kann man die folgenden Betrachtungen 
machen. Ein Linienkomplex ordnet im allgemeinen jedem Punkte des 
Raumes einfach unendlich viele Flächenelemente zu, die den betreffenden 
Komplexkegel umhüllen. Eine Ausnahme macht nur der lineare Komplex, 
dessen (serade bekanntlich dreifach unendlich viele ebene Büschel bilden. 
Dagegen ordnet der Inbegriff von einfach unendlich vielen linearen Kom- 
plexen jedem Punkte einfach unendlich viele Elemente zu, und zwar um- 
hüllen dieselben, wie eine einfache Überlegung zeigen wird, jedesmal den 
Komplexkegel des Enveloppenkomplexes. 


Zwei konsekutive lineare Komplexe schneiden’ einander nämlich nach 
einer linearen Kongruenz, und demzufolge läßt sich der Enveloppenkom- 
plex A auffassen als gebildet von einer Schar Kongruenzen, aus denen immer 
zwei konsekutive demselben Komplexe angehören. Betrachtet man nun 
insbesondere unter den Geraden von A solche, die durch einen Punkt 
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gehen, so ist es klar, daß zwei unendlich nahe unter denselben jedesmal 
einem der gegebenen linearen Komplexe angehören, und also ist meine 
Behauptung erwiesen. 

Andererseits wissen wir, daß die vierfach unendlich vielen Flächen- 
elemente einer D,, sich an die dreifach unendlich vielen Trajektorienkreise 
($ 18, Nr.54) anschließen. Nun schneiden die Kugeln eines linearen Kom- 
plexes die zugehörige Fundamentalkugel S ($ 10, Nr. 30) unter konstan- 
tem Winkel, und zwar jedesmal nach den Trajektorienkreisen. Es gibt als- 
dann nur dreifach unendlich viele ausgezeichnete Flächenelemente, die sich 
in zweifach unendlich viele elementare Umdrehungskegel von derselben 
Winkelöffnung zusammenfassen lassen, und hierbei liegen die Kegelspitzen 
auf S, ferner sind die Kegelachsen Radien dieser Kugel. Betrachten 
wir nun einfach unendlich viele lineare Kugelkomplexe, so 
liegen also auf jeder der zugehörigen Fundamentalkugeln 
die Spitzen von zweifach unendlich vielen Umdrehungs- 
kegeln, und der Inbegriff aller dieser Kegel gibt die geo- 
metrische Definition von der dem Enveloppenkomplexezu- 
gehörigen Ds. 

Es ist auch bemerkenswert, daß eine jede solche D,, der analytische 
Ausdruck des folgenden Problems ist: alle Flächen zu finden, die 
eine Schar Kugeln unter gegebenen Winkeln schneiden; 
hierbei sind die Schnittkurven Krümmungslinien des einen Systems. 


Die elementaren Kegel unserer D,, sind im allgemeinen, wie gesagt, 
Umdrehungskegel, und also besitzen diese Gleichungen die folgende Form: 





Fyi+P®+Q2+Fp+Fg+ RM =0; 


hier bezeichnen alle F Funktionen von x, y, z, die indessen gewisse [221 
Relationen befriedigen müssen. Wir werden später beweisen ($ 22, Nr.69), 
daß, wenn eine DJ, ein allgemeines erstes Integral besitzt, die betreffen- 
den Differentialgleichungen erster Ordnung zu der hier besprochenen Kate- 


gorie gehören. 


Wir setzen nun voraus, daß die gegebenen einfach unendlich vielen 
linearen Komplexe © mit dem linearen Komplexe H —= 0 in Involution 
liegen. Jeder © wird alsdann bekanntlich von den Orthogonalkugeln einer 
gegebenen Kugel gebildet, und also degenerieren alle elementaren Um- 
drehungskegel in Ebenenbüschel. Die dem Enveloppenkomplexe zugehörige 
D;, ist somit eine lineare partielle Differentialgleichung, deren zweifach 
unendlich viele Charakteristiken die gegebenen Fundamentalkugeln ortho- 


gonal schneiden. Eine solche Gleichung entspricht dem von Herrn Bonnet 
6* 
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gelösten Probleme: alle Flächen zu finden, welche einfach unendlich viele 
gegebene Kugeln orthogonal schneiden.!) 


65. Wir fordern, daß in der Gleichung einer D,: 
d) [Pre-A+N)SI ++ AH) HA HPIs—pgr]) = 0 


f nur die Variabeln& und y enthält, und suchen dabei die 
allgemeinste Form dieser Größe, für welche unsere D;, zwei 
allgemeine erste Integrale zugibt. 

Die Differentialgleichung der Charakteristiken des einen Systems: 


besitzt ein Integral mit einer arbiträren Konstanten p(z, y) = Const,, 
welches eine Schar von Zylindern darstellt, und nach $ 20, Nr. 61 ist es 
klar, daß die Gleiehung (1) alle Flächen bestimmt, deren Krümmungs- [222 
linien des einen Systems auf diesen Zylindern liegen. 

Das einer beliebigen Kugel ($ 20, Nr. 61) zugeordnete Orthogonal- 
system (s, 6) wird nun offenbar von den Durchschnittskurven mit den 
Zylindern p = Const. in Verbindung mit den zugehörigen Orthogonal- 
kurven gebildet. Es soll aber nach $ 20, Nr. 63 das System (s, 6) aus zwei 
Kreisscharen bestehen. Unsere Zylinder müssen also eine jede Kugel und 
also zugleich eine jede Ebene nach Kreisen schneiden, und demzufolge sind 
sie selbst Ebenen. Ferner sollen die Kreise der beiden Scharen s und 6 
jedesmal durch zwei feste Punkte gehen, und also enthalten die Ebenen 
p —= Const. eine gemeinsame Achse. Wir werden somit aufdasvon 





1) Schließt man diejenigen linearen partiellen Differentialgleichungen aus, 
deren Charakteristiken Gerade von der Länge Null sind, so kann man behaupten, 
daß die im Texte besprochenen Gleichungen die einzigen linearen D,, sind. 

Betrachten wir nämlich zweifach unendlich viele Kurven c, die nach einem 
arbiträren Gesetze zu Flächen zusammengefaßt, immer Krümmungslinien derselben 
sind, und ferner das simultane System: 

dx dy dz 

De 
dessen Integrale eben die Kurven ce bestimmen. Es läßt sich beweisen, daß 
Xdx + Ydy + Zdz = 0 der Integrabilitätsbedingung genügt, daß also die Kurven 
c eine Flächenschar 8 orthogonal schneiden. Nun bilden einfach unendlich viele ec 
immer eine Fläche, die eine jede $ orthogonal schneidet und zwar nach einer ge- 
meinsamen Krümmungslinie dieser Flächen. Hieraus folgt, daß eine jede auf $ ge- 
legene Kurve eine Krümmungslinie derselben ist, daß also alle $ Kugeln sind. 

Den linearen D,, entspricht eine ausgezeichnete Klasse D,,. Jede solche 
Gleichung besitzt o0® geradlinige Integralflächen, unter denen 00? einem linearen 
Komplexe angehören. 
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Joachimsthal gelöste Problem geführt: alle Flächen zu fin- 
den, deren Krümmungslinien des einen Systems in einem 
Ebenenbüschel liegen. 


Joachimsthal hat gezeigt, daß in diesem Falle zwei allgemeine 
erste Integrale existieren, und wir werden finden, daß dieselben zu der in 
der letzten Nummer besprochenen Kategorie gehören. Man ordne jeder 
Ebene des Büschels g — Const. nach einem beliebigen Gesetze einen 
Winkel zu und betrachte alle linearen Kugelkomplexe, deren Kugeln jedes- 
mal eine Ebene p unter dem betreffenden Winkel schneiden. Dem Enve- 
loppenkomplexe entspricht eine D;,, die nach $ 21, Nr. 64 ein erstes Inte- 
gral ist. Man betrachte andererseits einfach unendlich viele Kugeln, deren 
Mittelpunkte auf der Achse des Ebenenbüschels liegen. Es ist geometrisch 
evident, daß die Kurven, welche diese Kugeln orthogonal schneiden, in den 
Ebenen @ liegen, und also ist die lineare D,,, deren Charakteristiken 
($ 21, Nr. 64 Schluß) diese Kurven sind, ein erstes Integral. 


Es ist leicht zu sehen, daß jedes der beiden allgemeinen ersten Inte- 
grale in einer gewissen Beziehung zu zweifach unendlich vielen linearen 
Komplexen steht. Wenn Z,+Al1,—=0 alle Ebenen des Büschels p dar- 
stellt, so definiert die Gleichung: 


ES 


in welcher A und u Parameter bezeichnen, die zweifach unendlich vielen 
Komplexe, deren Kugeln jedesmal eine Ebene p unter konstantem Winkel 
schneiden, deren Punktkugeln also in dieser Ebene liegen. Alle diese Kom- 
plexe bilden eine dreigliedrige Gruppe!) und enthalten also einfach un- 
endlich viele gemeinsame Kugeln, die Punktkugeln nämlich 
der Achse des Ebenenbüschels: 


Ho o m 


Andererseits gibt es zweifach unendlich viele Kugeln, deren Mittel- [223 
punkte auf der Achse Z, = 0, 1, = 0 liegen. Die zugehörigen Orthogonal- 
kugeln bilden zweifach unendlich viele lineare Komplexe, welche die 
Ebenen @ als gemeinsame Kugeln enthalten. Auch hier treffen 
wir somit eine dreigliedrige Gruppe. 


Die Beziehung zwischen den beiden Gruppen wird vielleicht noch an- 
schaulicher, wenn wir zum Linienraume r übergehen, und uns dabei er- 
innern, daß einer Geraden in R, aufgefaßt einmal als Punktgebilde, ein 
andermal als Ebenengebilde, im Raume r die beiden Geradenscharen eines 





1) Plücker, Neue Geometrie (1868—69), 8. 112. 
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Hyperboloids entsprechen. Unsere beiden dreigliedrigen Grup- 
pen linearer Komplexe stehen. also in der Beziehung, daß 
die gemeinsamen Geraden der einen Gruppe eine Fläche 
zweiten Grades bilden, deren Erzeugende des zweiten Sy- 
stems allen Komplexen der anderen Gruppe angehören. 
Solehe Gruppen werdeiich als konjugierte bezeichnen.!) 

Die Joachimsthalsche Theorie gibt somit die folgenden für die 
Geometrie der Komplexe bemerkenswerten Resultate: 

Es seien zwei konjugierte dreigliedrige Gruppen line- 
arer Komplexe gegeben. Man wählein jeder Gruppe einfach 
unendlich viele und suche die beiden zugehörigen Enve- 
loppenkomplexe; denselbenentsprechen zwei partielle Dif- 
ferentialgleichungen D,, (oder Dj), welche immer einfach 
unendlich viele gemeinsame Integrale besitzen. Alle D, 
dereinen Gruppe bilden dasallgemeineerstelntegraleiner 
D}\, welche noch ein allgemeines erstes Integral zugibt, 
und zwar steht dieses in derselben Beziehung zu der zwei- 
ten Gruppe. 

Wählt man in der einen Gruppe die Komplexe eines Büschels, so de- 
generiert der Enveloppenkomplex in eine lineare Kongruenz.?) Die zu- 
gehörige lineare D,, ist natürlicherweise ein partikuläres erstes Integral, 
und offenbar finden sich zweifach unendlich viele solche in jedem allge- 
meinen Integrale. Der obenstehende Satz über gemeinsame Integrale [224 
zeigt insbesondere, daß, wenn man aus jedem allgemeinen Integrale eine li- 
neare D,, nimmt, diese stets einfach unendlich viele gemeinsame Integral- 
flächen besitzen, und dieses ist a priori geometrisch evident; unsere beiden 
linearen D,, entsprechen nämlich linearen Kongruenzen, deren Direktrizen- 
paare ein räumliches Vierseit bilden, und es gibt bekanntlich einfach un- 
endlich viele Flächen zweiten Grades, die ein solches enthalten. 





1) Seien 2, =0,%3=0,...,2%= 0 Herrn Kleins sechs Fundamentalkom- 
plexe (Math. Annalen, Bd. II, S. 198). Die beiden Gruppen: + «a, + Pa, = 0, 
& + Y&s + dx, = 0 stehen in der hier besprochenen Beziehung. Ein Komplex der 
ersten Gruppe liegt nach Herrn Kleins Ausdrucke immer in Involution mit einem 
jeden Komplexe der zweiten Gruppe. 

2) Die Gruppe: &, + «x, + ßx, = 0 enthält zweifach unendlich viele solcher 
linearer Kongruenzen K, deren Direktrizen auf der zugehörigen Fläche zweiten 
Grades liegen. Ebenso bestimmt: &,+ yx; + 0dx,= 0 zweifach unendlich viele lineare 
Kongruenzen K’, deren Direktrizen der zweiten Erzeugung der besprochenen Fläche 
angehören. Zwei Kongruenzen K und K’ stehen somit immer in der Beziehung, daß 
die beiden Direktrizenpaare ein räumliches Vierseit bilden. Zwei solche Kon- 
gruenzen liegen, werde ich sagen, in Involution. Dieser Ausdruck 
entspricht der von Herrn Klein eingeführten Terminologie. 
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66. Der Fall, daß in der Gleichung einer D/;: 


pe—-A+P)s]? + A+P)t— (+ P)r]f+lA+P)s— par] = 0 


f nur p und g enthält, daß also die Richtungen der Krüm mungslinien 
jedesmal nur von der Richtung des Flächenelements abhängen, entspricht 
dem bekannten Probleme: alle Flächen zu finden, die eine ge- 
gebene sphärische Abbildung besitzen. Das Orthogonalsystem 
(s, 6) einer beliebigen Kugel ist nun mit dem gegebenen sphärischen 
Bilde, auf diese Kugel übergeführt, identisch, und also geben unsere früheren 
Resultate ($ 20, Nr. 63) den folgenden Satz: 

Die partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung, 
die alle Flächen von einer gegebenen sphärischen Abbil- 
dung definiert, kann nur unter der Voraussetzung einall- 
gemeines erstes Integral gestatten, daß jene Abbildung 
aus einer Schar Kreise und den zugehörigen Orthogonal- 
kurven besteht; zwei allgemeine erste Integrale können 
nurauftreten, wenn auchdieseletztenKurven Kreise sind.!) 

Herr Bonnet hat gezeigt, daß in den angegebenen Fällen ein, be- 
ziehungsweise zwei, allgemeine erste Integrale existieren, und wir werden 
nun dieselben etwas näher untersuchen. 

Wir betrachten die Ebene eines Kreises, der dem gegebenen sphäri- 
schen Bilde angehört, und ferner alle Kugeln, welche diese Ebene unter 
demselben Winkel wie die Bildkugel schneiden. Auf den daraus hervor- 
gehenden linearen Kugelkomplex wenden wir alle möglichen Translationen 
an und erhalten so einfach unendlich viele Komplexe. Indem wir in der- 
selben Weise mit allen Kreisen des sphärischen Bildes verfahren, bekommen 
wir zweifach unendlich viele lineare Kugelkomplexe (©, und 
es ist einleuchtend, daß, wenn man unter denselben nach einem beliebigen 
Gesetze einfach unendlich viele auswählt, dem Enveloppenkomplexe eine 
D;. entspricht, die ein erstes Integral ist. | 

Wir setzen nun insbesondere voraus, daß die sphärische Abbildung 
aus zwei Kreisscharen besteht, und betrachten die durch zwei feste [225 
Punkte p, und p, gehenden Kreise der einen Schar, die offenbar Trajek- 
torienkreise sind für alle Komplexe ©, welche unsere Bildkugel Q ent- 
halten. Diese Komplexe haben außer @ alle Punktkugeln der Geraden 9}, Pa 





1) Es läßt sich sogar sehr leicht beweisen, daß auch partikuläre Integrale nur 
in den angegebenen Fällen existieren. Herr Darboux hat gefunden, daß sich die 
besprochene Aufgabe auch in anderen Fällen als in dem von Herrn Bonnet 
gelösten erledigen läßt. Seine Methode kann nach dem Texte nicht darin bestehen, 
daß er allgemeine erste Integrale gesucht hat. 


x 
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gemein; sie enthalten also zugleich die hierdurch bestimmte lineare Kon- 
gruenz und bilden ein Büschel, dessen Gleichung sei: 


By 


Gibt man nun A einen bestimmten Wert und versteht unter u eine Kon- 
stante, so ist: 


(1) L+iL,+u=0 


die Gleichung eines Komplexes, in den der gewählte durch eine Trans- 
lation übergeführt wird. Wir finden somit, daß die Komplexe C eine drei- 
gliedrige, durch (1) dargestellte Gruppe bilden. Wir werden beweisen, 
daß diese Gruppe eine partikularisierte ist, und hierbei wird es vorteilhaft 
sein, Linienvorstellungen anzuwenden. 

Die Gleichungen Z,=0 und Z,=0 sind hinsichtlich X, Y,Z,H 
linear, und somit ($ 10, Nr. 30) enthalten die entsprechenden Linienkom- 
plexe als gemeinsame Gerade die Fundamentalgerade des Raumes r. Ferner 
stellt Const.— O alle Geraden dar, welche die letztgenannte Linie schnei- 
den, und wir finden so, daß die gemeinsamen Geraden aller Komplexe (1) 
eine zerfallende Fläche zweiten Grades, das heißt, zwei ebene Büschel 
bilden. 

Die hier auftretenden Gebilde sind also ein Degenerationsfall von 
den in der vorangehenden Nummer untersuchten. Die beiden kon- 
jugierten dreigliedrigen Gruppen werden nun durch zwei 
Punkte 2,,2, und zwei durch dieselben gehende Ebenen H,, 
E, bestimmt. Die Komplexe der einen Gruppe enthalten sämtlich die 
beiden Strahlenbüschel (p, E,), (P2 E2); ebenso enthalten die Komplexe 
der zweiten Gruppe die Büschel (p, Es), (ps Eı). 

Dies Resultat entspricht dem bekannten Satze: 

Die Bonnetsche Differentialgleichung zweiter Ordnung 
zur Bestimmung aller Flächen, deren sämtliche Krüm- 
mungslinien eben sind, läßt sich als ein Degenerationsfall 
auffassen von der Joachimsthalschen, welche alle Flächen 
gibt, deren Krümmungslinien des einen Systems in einem 
gegebenen Ebenenbüschel liegen. 


6%. Als letztes Beispiel betrachte ich die Aufgabe, alle Flächen zu 
finden, deren Krümmungslinien des einen Systems einer gegebenen Rela- 
tion von der Form: 

II(&,y, 2, dx, dy, dz) = 0 
genügen. Zur Existenz von zwei allgemeinen ersten Integralen ist es, 
werde ich beweisen, notwendig und hinreichend, daß IT hinsichtlich der 





Ba a in un nn ran te ne 
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Differentiale linear ist, daß ferner /I = (0 integrabel ist, daß endlich [226 
die Integralflächen dieser totalen Differentialgleichung eine Kugelschar 
S+45=0 sind. 

Wir setzen die Existenz eines allgemeinen ersten Integrals: 

u— f(v) = 0 

voraus und betrachten für eine partikuläre Wahl der Funktion f den 
einem Punkte zugehörigen elementaren Komplexkegel, der ein Um- 
drehungskegel sein muß.') Die konstanten Krümmungsrichtungen aller 
Flächenelemente, welche diesen Kegel umhüllen, sind die Berührungs- 
richtung des Elements mit dem Kegel und die zugehörige Orthogonal- 
richtung, und zwar ist es geometrisch evident, daß diese letzten 
Richtungen ein ebenes Büschel bilden, dessen Achse zu- 
gleichdie Mittellinie des Umdrehungskegels ist. Die Glei- 
chung II = 0 ist also hinsichtlich dx, dy, dz linear, und ferner ist klar, 
daß alleelementaren Rotationskegel, die für eine verschie- 
dene Wahl der arbiträren Funktion f einem gegebenen 
Punkte entsprechen, dieselbe Achse haben. 

Man betrachte nun zwei partikuläre Integrale: 


u— hwW)=0, u— flv) = 0 

und zwei Integralflächen derselben, /, und /,, welche eine gemeinsame, 
II = 0 genügende Kurve ce enthalten. Alsdann ist c eine Krümmungslinie auf 
den beiden Flächen, die einander infolgedessen unter konstantem Winkel 
schneiden. Für einen jeden Punkt der Kurve c ist aber der besprochene 
Winkel gleich der Differenz zwischen den Winkelöffnungen der beiden 
zugehörigen elementaren Umdrehungskegel, und also hat diese Diffe- 
renz denselben Wert für alle Punkte unserer Kurve. Läßt 
sich nun /7 = O0 nicht integrieren, so kann man zwischen zwei beliebigen 
Punkten des Raumes eine Kurve ziehen, welche IT—= (0 genügt, und in 
diesem Falle existiert also höchstens ein Integral mit einer arbiträren 
Konstanten. 

Es bleibt zu untersuchen der Fall, daß I7 = 0 ein Integral S(x, y, z) 
— Const. besitzt. Das einer beliebigen Kugel zugeordnete Orthogonal- 
system (s, 6) besteht nun aus den Durchschnittskurven mit allen Flächen S 
zusammen mit den zugehörigen Orthogonalkurven. Es ist aber die Kugel 
die einzige Fläche, welche jede beliebige Kugel nach Kreisen schneidet, 
und also sind die Flächen 5, wie oben behauptet, Kugeln. Sollen ferner 





1) Der Beweis dieser Behauptung liegt in den Schlußbemerkungen des $ 18. 
Vgl. auch Nr. 63. 
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immer sowohl die Kurven s als 6 Kreise sein, die jedesmal durch zwei 
feste Punkte gehen, so müssen die Kugeln S unendlich viele Punkte ge- 
mein haben, das heißt, sie bilden ein Büschel $+48’= 0. Wir werden 
also auf die Aufgabe geführt: alle Flächen zu finden, deren 
Krümmungslinien des einen Systems aufeinem Büschel [297 
von Kugeln liegen, und bekanntlich führt eine Transfor- 
mation durch reziproke Radien dieses Problem in das von 
Joachimsthal gelöste über. 


Nach Herrn Bonnet bestimmt unsere Aufgabe alle nicht röhren- 
förmigen Flächen, deren sämtliche Krümmungslinien sphärische Kurven sind. 


68. Endlich werde ich andeuten, wie die von den Herren Bonnet 
und Serret erledigte Aufgabe: alle Flächen mit sphärischen Krümmungs- 
linien zu bestimmen, nach den Anschauungen der Kugelgeometrie zu be- 
handeln ist. Alles kommt, wie man leicht beweist ($ 24, Nr. 80), darauf 
hinaus, in allgemeinster Weise zwei Scharen linearer Komplexe zu finden, 
die paarweise in Involution liegen. Herrn Kleins Theorie der sechs 
Fundamentalkomplexet): 


EN Re 1 RER EL, 


beantwortet unmittelbar diese Frage. Man betrachte nämlich entweder die 
beiden dreigliedrigen Gruppen: 


%ı + e%+ Ps =(, X%a-+ Yl5+ NV. 
oder die beiden Gruppen: 
Mtraem=0, + Pu ty +6 =, 


und wähle jedesmal einfach unendlich viele Komplexe aus jeder Gruppe. 
Die den beiden Enveloppenkomplexen zugehörigen D,, (oder D,s) besitzen 
einfach unendlich viele gemeinsame Integralflächen, die unsere Aufgabe 
in allgemeinster Weise befriedigen. Die hiermit angedeutete Methode gibt 
zugleich mit größter Leichtigkeit die verschiedenen bei diesen Unter- 
suchungen gefundenen Resultate. (Vgl. eine Note des Herrn Picart in 
den Comptes Rendus. 1858.) 





1) Man muß die verschiedenen Degenerationen des Systems der sechs Funda- 
mentalkomplexe berücksichtigen. 
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[24 


g 22. Bestimmung aller D,, und D,,, welche allgemeine erste Integrale 
besitzen. 


69. Es hat sich gezeigt, daß, wenn eine D,, ein allgemeines erstes 


Integral: FERIEN, 


zugibt, dasselbe zuweilen durch zweifach unendlich viele lineare Komplexe 

definiert werden kann, und ich behaupte, daß diesesimmer der Fall 

ist. Der Beweis gründet sich darauf, daß ein jedes in dem allge- [228 

meinen Integrale enthaltene partikuläre eine D,, (Nr. 62, 63) sein muß, 

und zwar eine, welche einem Linienkomplexe — ich nenne denselben in 

der folgenden Entwickelung einen Integralkomplex — entspricht. 
Eine jede der Gleichungen: 


“= Const., v = Const. 


bestimmt einfach unendlich viele solche Integralkomplexe, welche wir auf 
alle möglichen Weisen in Paare (w,, v,) zusammenfassen und dabei be- 
merken, daß eine beliebige Gruppe (u,, v,) jedem Punkte!) des Raumes 
ein oder einige Flächenelemente zuordnet — gemeinsamen Tangentenebenen 
von Komplexkegeln, welche dieselbe Spitze haben, entsprechend. Wählt 
man unter den zweifach unendlich vielen Gruppen (u,, v,) nach einem 
beliebigen Gesetze einfach unendlich viele, so ordnet man damit jedem 
Punkte einfach unendlich viele Elemente zu, und zwar wissen wir, daß 
dieselben jedesmal den Komplexkegel eines Integralkomplexes umhüllen. 

Zwei konsekutive Gruppen (%,,®,), (4p+.1p, %+4,) Ordnen jedem 
Punkte eine oder einige Richtungen zu, und dieselben gehören offenbar 
unbegrenzt vielen Integralkomplexen an. Es folgt hieraus, daß der geo- 
metrische Ort dieser dreifach unendlich vielen Richtungen eine Linien- 
kongruenz sein muß, und es ist nicht schwer, zu erkennen, daß, wenn 
(u,, v,) konstant bleibt, (u, 7, %y+.15) dagegen variiert, wir, allen Werten 
der Größe Au,:Iv, entsprechend, einfach unendlich viele Kongruenzen 
erhalten, deren Inbegriff einen Komplex € bildet. Die Geraden dieses 
Komplexes, die durch einen Punkt gehen, liegennunimmer 
in einer Ebene, derjenigen nämlich, die durch die Gruppe (u,, v,) dem 





1) Die dreifach unendlich vielen gemeinsamen Flächenelemente zweier par- 
tieller Differentialgleichungen erster Ordnung brauchen nicht den ganzen Raum 
zu durchziehen; es ist nämlich möglich, daß zweifach unendlich viele elementare 
Komplexkegel zugleich beiden Gleichungen angehören. Dieser Fall kann hier nicht 
eintreten; zweifach unendlich viele Komplexkegel bestimmen nämlich bereits einen 
Linienkomplex, und unsere D,, entsprechen ja Linienkomplexen. 


- 
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betreffenden Punkte zugeordnet wird, und also ist C ein linearer Komplex. 
Wir können somit den folgenden Satz aussprechen): 

Wenn eine D,, ein allgemeines erstes Integral be- [229 
sitzt, so entsprechen demselben zweifach unendlich viele 
lineare Komplexe Ü, und zwar in solcher Weise, daß ein- 
fach unendlich viele C immer einen Enveloppenkomplex 
geben, dessen zugehörige D,, ein partikuläres erstes In- 
tegral ist. 

Wir erledigen nun die Frage, ob zweifach unendlich viele lineare 
Komplexe immer eine Differentialgleichung zweiter Ordnung mit einem 
allgemeinen ersten Integrale bestimmen, und hierbei wird es vorteilhaft 
sein, Kugelvorstellungen anzuwenden. 

Einem jeden linearen Kugelkomplexe entsprechen, wie wir wissen 
(Nr. 64), dreifach unendlich viele Flächenelemente, die sich an die be- 
treffende Fundamentalkugel anschließen. Betrachten wir also zweifach 
unendlich viele lineare Kugelkomplexe Ü, so gehört jedes Element des 
Raumes nur einem oder einigen ÜC als ausgezeichnetes Element an. Man 
ordne nun einem jeden Flächenelemente die Durchschnittsriehtung mit 
der Fundamentalkugel des zugehörigen Ü zu und betrachte diejenige D,,, 
welche eben diese Zuordnung ($ 20, Nr. 61) bestimmt. Dieselbe wird 
offenbar von einer jeden D,, befriedigt, die dem Enveloppenkomplexe von 
einfach unendlich vielen C entspricht. 

Zweifach unendlich viele lineare Linien- oder Kugel 
komplexe bestimmen immer eine D,, oder D,, mit. einem 
allgemeinen ersten Integrale. 

Unsere zweifach unendlich vielen linearen Komplexe, deren Gleichung 
mit zwei Parametern A und u sich folgendermaßen schreiben läßt: 


D(X, Y,2,H,}, u) =, 
bestimmen einen Enveloppenkomplex A, dessen Gleichung man findet, 
indem man zwischen den Gleichungen: | 


0® 
De, 91 


0® 
=, N 





1) Herrn Kleins Bemerkung, daß die Tangenten einer developpablen Fläche 
einen Komplex bilden, dessen Komplexkegel ebene Büschel sind, macht es not- 
wendig, die Möglichkeit in Betracht zu ziehen, daß alle C solche Komplexe wären, 
Alsdann würden jedesmal oo! C einen speziellen Komplex umhüllen, dessen Inte- 
gralflächen Developpable wären. Wir würden also höchstens die bekannte 
Gleichung: ERBE, 
erhalten, die wir schon als eine D/, mit allgemeinem ersten Integrale angegeben 
haben. ° 
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die Parameter eliminiert. Es liegt nahe, zu vermuten, daß die dem Kom- 
plexe A zugehörige D,, ein singuläres erstes Integral darstellt, und das 
ist in der Tat auch der Fall. 

Betrachten wir nämlich eine in A enthaltene Kugel ® und zugleich 
den entsprechenden linearen Komplex C, der sich offenbar unter den ein- 
fach unendlich vielen linearen Tangentialkomplexen befindet, welche A in 
Q besitzt, so ist es klar, daß dieser. Kugel ® derselbe Trajektorien- 
kreis hinsichtlich A, wie hinsichtlich eines beliebigen 
unter den früher betrachteten Enveloppenkomplexen, der 
von Ü umhüllt wird, entspricht. Es zeigt sich also, daß die Integralflächen 
von A unserer D,, genügen. 

Eine D, mit einemallgemeinenersten Integrale besitzt 
im allgemeinen außerdem ein singuläres erstes Integral. 

Ich werde nun andeuten, wie man durch analytische Operationen 
entscheidet, ob eine gegebene D,, ein allgemeines erstes Integral besitzt, 
wie man ferner in diesem Falle dasselbe bestimmt. 

Man untersucht zuerst, ob die einer beliebigen Punktkugel durch [230 
die D,, zugeordneten Kurven s oder 6 Kreise sind, und bestimmt unter 
dieser Voraussetzung die elementaren Umdrehungskegel!), welche diese 
Kreise enthalten (Nr. 55). Sei: 


F(2,y,2,92,9,v)=0 
die allgemeine Gleichung der besprochenen Kegel mit einer arbiträren 


Konstanten v außer den Scheitelkoordinaten x, y, 2. Man sucht nun den 
analytischen Ausdruck erstens von der Winkelöffnung: 


W = D(z, Y,?, v), 


ferner von der Richtung der Kegelachse: 
de __dy _dz 


57 yY Br 


In den Funktionen X, Y, Z, die von x,y, 2,» abhängen, setzt man statt 
v den Wert dieser Größe, genommen aus der Gleichung: 


nn, Da, Y,?, v), 
und bildet den Ausdruck: 


Xdz +Ydy+ Zdz=0. 





1) Wenn die auf einer beliebigen Punktkugel gelegenen Kurven s und 6 Kreise 
sind, so ordnet unsere D,} in dem angegebenen Sinne jedem Punkte einfach un- 
endlich viele Umdrehungskegel zu. Die so gefundenen oo# Kegel ordnen sich, 
wenn erste Integrale existieren, in Scharen von 00°, die jedesmal ein erstes Inte- 
gral bestimmen. 
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Wenn sich diese Gleichung integrieren läßt, und zwar in der Form: 
fe - AmMrP+W— FReHP+ Tl FH) BP, 


dann undnurdannexistierteinallgemeineserstesIntegral. 

Die letzte Gleichung enthält zwei Parameter W, und H und stellt 
also die zweifach unendlich vielen Fundamentalkugeln unserer linearen 
Kugelkomplexe C dar. Hieraus findet man leicht die allgemeine Gleichung: 


II(X,Y,Z,H,A,u)=0 


dieser Komplexe, und damit ist das allgemeine erste Integral bestimmt. 
Endlich gibt die Elimination von A und u zwischen den Gleichungen: 


das singuläre erste Integral. 

Wenn eine D,, ein allgemeines erstes Integral zugibt, 
so läßt sich dasselbe, wie auch das zugehörige singuläre 
erste Integral, immer angeben.') 


70. In der folgenden Untersuchung, deren Zweck ist, alle D,, [231 
mit zwei allgemeinen ersten Integralen zu bestimmen, werde ich mich 
auf den früher (Nr. 65) eingeführten Begriff der involutorischen Lage 
zweier linearer Kongruenzen stützen. Wir müssen uns dabei erinnern, 
daß, wenn zwei Linienkongruenzen in dieser Beziehung stehen, die 
beiden Direktrizenpaare ein räumliches Vierseit bilden. Es sei andererseits 
() die eine gemeinsame Kugel der entsprechenden linearen Kugelkon- 
gruenzen, und es seien 91, Pa die beiden auf Q gelegenen Punktkugeln 
der einen Kongruenz, 7,, 7, die entsprechenden Punktkugeln der anderen 
Kongruenz. Die vier Punkte P,, 3, %ı, X, unserer Kugel stehen alsdann 
in der Beziehung, daß ein jeder durch p, und p, gehende Kreis einen be- 
liebigen Kreis, der durch x, und x, geht, orthogonal schneidet. 

Dieses vorausgesetzt, betrachten wir die durch unsere D,, einer be- 
liebigen Kugel Q zugeordneten (Nr. 61) orthogonalen Kreisscharen, die 
beziehungsweise durch zwei Punkte 9}, 22, oder durch zwei andere x, 7 
gehen. Alle Integralkomplexe, welche @ enthalten, teilen sich in zwei 
Systeme, und zwar ist es klar, daß der Trajektorienkreis eines jeden Kom- 
plexes des einen Systems durch p, und ps geht, während die Komplexe 





1) Ein gutes Beispiel einer D,/Z mit einem allgemeinen ersten Integrale und 
einem zugehörigen singulären Integrale gibt die Aufgabe: alle Flächen zu finden, 
die einfach unendlich viele Tangentenebenen einer gegebenen Fläche ® orthogonal 
schneiden. Das singuläre erste Integral entspricht der Bestimmung aller Flächen, 
deren Krümmungszentra des einen Systems auf ® liegen. 


Abschn. III. $ 22. Nr. 69, 70. Alle Dy, mit zwei allg. ersten Integralen 95 


des zweiten Systems in derselben Beziehung zu den Punkten x, und x, 
stehen. Hieraus läßt sich schließen, daß einem Integralkomplexe 
des ersten Systems, der die Kugel Q enthält, außerdem die 
beiden unendlich nahen Kugeln © und ©”, welche Q be- 
ziehungsweise in p, und 9 berühren, angehören. Indem wir 
dieselben Schlüsse auf @’ und @”, und so weiter anwenden, sehen wir, daß 
alle Komplexe des einen Systems, welche eine gegebene Kugel enthalten, 
außerdem wenigstens zweifach unendlich viele Kugeln gemein haben. 
Mehr können es auch nicht sein; denn sonst wären sie identisch, und 
dann hätten wir kein allgemeines Integral. Es zeigt sich also, daß eine 
jede. Kugel des Raumes eine Kugelkongruenz bestimmt, und zwar gibt es 
zweifach unendlich viele solche, die, wenn man sie nach einem arbiträren 
Gesetze zu Komplexen zusammenfaßt, immer Integralkomplexe geben. 

Ich werde nun zeigen, daß diese erzeugenden Kongruenzen — ich 
nenne die des einen Systems S, diejenigen des zweiten & — lineare 
Kongruenzen sind. Zu diesem Zwecke betrachte ich noch einmal die 
Kugel @ mit den Punkten », und p,, in denen @’ und @” die gegebene 
Kugel berühren. Einer jeden dieser letzten Kugeln ordnet unsere D,/ ge- 
wisse ausgezeichnete Punkte 9,', 25° und 9”, px” zu, und zwar erkennt 
man leicht, daß p,’ mit pı, pz' mit2,identisch sein muß. Hieraus folgt 
durch eine einfache Überlegung, daß alle einfach unendlichvielen 
Kugeln, welche @ in p, oder p, berühren, unserer Kon- 
gruenz $ angehören; diese Kongruenzen lassen sich also in einfach 
unendlich viele Scharen von Kugeln, die jedesmal einen gemeinsamen [232 
Berührungspunkt haben, zusammenfassen, und hierbei gehört jede Kugel 
zwei solchen Scharen an. Die entsprechenden Linienkongruenzen ordnen 
sich also in einfach unendlich viele ebene Büschel, und zwar gehört eine 
jede Kongruenzlinie zwei solchen Büscheln an. Dieses ist aber für die 
lineare Kongruenz charakteristisch. | 

Wenn eine D,, zwei allgemeine erste Integrale besitzt, 
so entsprechen derselben zwei Scharen von zweifach un- 
endlich vielen linearen Kongruenzen S und &. Einfach 
unendlich viele S oder & bilden immer einen Integral- 
komplex. 

Mit Berücksichtigung des Anfangs dieser Nummer findet man nun, 
daß zwei beliebige Kongruenzen S und & immer in Involution liegen, daß 
also die beiden Direktrizenpaare der betreffenden Liniensysteme jedesmal 
ein räumliches Vierseit bilden. 

Hieraus folgt, daß die Direktrizen aller S keine zweifach unendliche 
Mannigfaltigkeit, sondern nur eine Linienfläche bestimmen. Sonst existier- 
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ten nämlich zwei Linienkongruenzen — alle Direktrizen unserer beiden 
Systeme —, deren gegenseitige Beziehung eine solche wäre, daß eine jede 
Gerade der einen Kongruenz alle Linien der zweiten träfe. Dieses ist aber 
unmöglich. 

Die Direktrizen bilden also die beiden Erzeugungen einer Linienfläche, 
die bekanntlich eine Fläche zweiten Grades sein muß, und also werden 
wir auf die in Nr. 66 untersuchten Gebilde zurückgeführt. 

Zwei konjugierte dreigliedrige Gruppen linearer Kom- 
plexe definieren die allgemeinste D,, (oder D,,) mit zwei 
allgemeinen ersten Integralen.!) 


“1. Ehe ich diesen Abschnitt schließe, will ich noch beweisen, daß, 
wie früher behauptet, die allgemeine Form einer D,, die folgende ist: 
Et De, y,2,2, 9); 


ferner an diese Form eine Interpretation und einige Sätze anknüpfen. 
Die Differentialgleichung der Charakteristiken einer partiellen Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung F'(x, y, 2,9, 9, r,s,t) = Ö schreibt sich 
bekanntlich: 
oF oF oF 
Er dy? — a dy dx + Er dx? = 0. 


Andererseits befriedigen die Haupttangentenkurven die Relation: 
tdy + 2sdyde+rd® =. 


Sollen also die Haupttangentenkurven beider Systeme Charakteristiken 
sein, so gelten die folgenden Gleichungen: 





DR RE Aare [233 
Der rd 
a a TEL; 


und, wenn man hier nach den gewöhnlichen Methoden integriert, so findet 


man die obenstehende Form. 
Wie bekannt ist, ist: 
dA) 


rt—s? 





die Formel des Krümmungsmaßes, und also kommt die Integration einer 
D,, darauf hinaus: alle Flächen zu finden, deren Krümmungs- 
maß nach einem gegebenen Gesetze von der Lage des 
Flächenelements abhängt. 





1) Auf den Integralflächen einer solchen D// gehören die Tangenten einer 
beliebigen Haupttangentenkurve jedesmal einem linearen Komplexe an. 
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Unser früherer Satz, daß, wenn eine D,; ein erstes Integral u = 0 
besitzt, dasselbe eine D,, sein muß, daß ferner jede D,, unbegrenzt vielen 
D;, genügt, gibt leicht das folgende Theorem, welches sich übrigens un- 
mittelbar aus einem Satze des Herrn Enneper (d. Ann. II, S. 596, Anm.) 
ableiten läßt: 

Wenn zwei Flächen einander nach einer Kurve be- 
rühren, und dabei jedem Punkte dieser Kurve dasselbe 
Krümmungsmaß hinsichtlich beider Flächen entspricht, 
so ist die Kurve eine gemeinsame Haupttangentenkurve. 
Wenn andererseits zwei Flächen einander nach einer sol- 
chen Kurve berühren, so findet jene Beziehung immer 
statt. 


Vierter Abschnitt. 


Zur Theorie der Komplexe. 


In den beiden ersten Paragraphen dieses Abschnittes beschäftige ich 
mich mit den Haupttangentenkurven des Komplexes zweiten Grades. In 
$ 25 zeige ich, daß mehrere bekannte Theorien, die sich auf zwei zuerst 
von Herrn Kummer untersuchte Flächen vierter Ordnung — die mit 
16 Knotenpunkten. und die mit einem Doppelkegelschnitte — beziehen, 
durch meine Kugelabbildung in einander übergeführt werden können. 
Endlich beabsichtige ich mit den Entwickelungen des letzten Paragraphen, 
den Zusammenhang zwischen den Ideen dieser Abhandlung und einigen 
Arbeiten des Herrn Klein darzulegen. 


$ 23. Über einen Linienkomplex zweiten Grades. 


‘2. In $ 17 haben wir gefunden, daß die Haupttangentenkurven 
des Linienkomplexes F(X, Y, Z)= (0 immer durch Differentiation und 
Elimination bestimmt werden können, wenn zuerst die geodäti- [234 
schen Kurven der Fläche F=0 gefunden sind. Die hier auftretenden 
Linienkomplexe charakterisierten wir dadurch, daß sie eine infinitesimale 
Transformation von der Form: 


(1) Ama, U=ntaz+b, Y=yter+d 


besitzen. Es folgt hieraus, daß auch die zugehörigen Singularitätenflächen, 
deren Beziehung zu den Komplexen bekanntlich eine durch lineare Trans- 
formationen unzerstörbare ist, durch die besprochene infinitesimale Trans- 
formation in sich übergeführt werden, und demzufolge müssen sie Jedes- 


mal von einfach unendlich vielen Kurven W (vgl. $ 17) des entsprechen- 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd.II,1i 7 


98 I. Über Komplexe. Ann. V, 1872 


den Transformationszyklus erzeugt sein. Nun bestimmen die Gleichungen (1) 
in jeder Ebene z= Const. eine Parallelverschiebung, und also sind die 
betreffenden Kurven W die Geraden einer speziellen linearen Kongruenz, 
deren Direktrizen in die unendlich weit entfernte Gerade der x, y- Ebene 
zusammengefallen sind. Die Singularitätenfläche eines jeden 
Linienkomplexes F(X,Y,Z)=0ist eine Linienfläche, deren 
Erzeugende dieser speziellen linearen Kongruenz ange- 
hören. 

Wenn man die Singularitätenfläche eines Linienkomplexes bestimmen 
will, so kann man nach Plücker in folgender Weise verfahren. Man 
sucht alle Geraden des Komplexes, deren zugehörige lineare Tangential- 
komplexe spezielle Komplexe sind. Die gefundenen zweifach unendlich 
vielen Komplexlinien umhüllen zwei Flächen, unter denen die Singulari- 
tätenfläche die eine ist. 

Unser Komplex F(X, Y,Z)=0 besitzt, wissen wir, nur zweifach 
unendlich viele ($ 17, Nr. 49) Tangentialkomplexe mit der"Gleichungsform: 
(1) aX+bY+cZ+dR-+te=(, 
und auf die Betrachtung derselben können wir uns beschränken. Hierbei 
ist immer d = 0, weil ein Komplex (1) von Kugeln gebildet wird, deren 
Zentra auf einer Tangentenebene der Fläche F=( liegen. Ein solcher 
Komplex kann nur unter der Voraussetzung ein spezieller sein, dab die 
betreffende Tangentenebene zugleich den imaginären Kugelkreis berührt. 
Wir werden somit auf die Betrachtung der imaginären Developpablen ge- 
führt, die zugleich um F=0 und den imaginären Kugelkreis umge- 
schrieben ist. Die Ebenen dieser Abwickelbaren bilden sich 
im Linienraume r als die Erzeugenden ($9, Nr. 27; $ 10, Nr. 30) 
der Singularitätenfläche ab!), und zwar erhalten wir in 
dieser Weise die vollständige Singularitätenfläche. [235 
Hierbei ist, wie eine geometrische Überlegung zeigt, die Klasse der imagi- 
nären Developpablen gleich der Ordnung der Singularitätenfläche.?) 





1) Hieraus folgt, daß, wenn F(X,Y,Z,)=0 in der gewöhnlichen Inter- 
pretation alle Flächen eines Orthogonalsystems darstellt, die Linienkomplexe 
F(X,Y,Z,\)=0 eine gemeinsame Singularitätenfläche haben. Diese Komplexe 
bilden in Verbindung mit den linearen Komplexen H = Const. ein vollständiges 
Involutionssystem in Herrn Kleins metrischer Liniengeometrie. 

2) Ist die Fläche ®(X, Y, Z)=0 eine imaginäre Developpable, die den ima- 
ginären Kugelkreis enthält, so ist der Linienkomplex ® (X, Y,Z)= 0 der Inbegriff 
aller Tangenten einer Regelfläche, die einer speziellen linearen Kongruenz angehört. 
Insbesondere ist X?+Y?:-- Z2—0 einerseits die Gleichung einer Punktkugel, 
andererseits, wie Herr Klein es durch andere Betrachtungen gefunden hat, die 
Komplexgleichung einer Fläche zweiten Grades (vergleiche diese Annalen II, 8. 209). 
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Es sei nun insbesondere F = 0 eine Regelfläche. Alsdann bildet der 
Inbegriff aller Kugeln, deren Zentra auf einer geraden Erzeugenden liegen, 
eine lineare Kugelkongruenz. Der Linienkomplex F= (0 wird also von 
einfach unendlich vielen linearen Kongruenzen gebildet, und hierbei sind 
die zugehörigen Direktrizen jedesmal das Bild derjenigen Tangentenebenen 
der Fläche F’= 0, welche die besprochene Erzeugende enthalten und zu- 
gleich den imaginären Kugelkreis berühren. Die Erzeugenden der Singu- 
laritätenfläche r ordnen sich in diesem Falle paarweise zusammen als 
Direktrizen jener linearen Kongruenzen. 

Eine Fläche zweiten Grades F,=(0 kann bekanntlich auf zwei 
Weisen durch eine gerade Linie erzeugt werden, und also enthält der 
Linienkomplex F, = 0 zwei Scharen linearer Kongruenzen. Es ist aber 
zu bemerken, daß die eben besprochene imaginäre Developpable im allge- 
meinen nicht zerfällt, daß also die beiden Direktrizensysteme eine irreduk- 
tible Fläche r bilden. Nun gehört jede Linie unseres Komplexes zwei 
linearen Kongruenzen an — einer aus jeder Schar — und schneidet in- 
folgedessen die Fläche r in wenigstens vier Punkten. Andererseits wissen 
wir, daß die Singularitätenfläche des allgemeinen Komplexes zweiten 
Grades von vierter Ordnung ist, also ist dieselbe eine Linienfläche vierten 
(Grades. 

Die Singularitätenfläche des Komplexes F,=0(ist eine 
Linienfläche vierten Grades mit zwei zusammenfallenden 
Doppellinien; alle Komplexlinien, die eine Erzeugende 
schneiden, treffen außerdem die eine von zwei zugeord- 
neten Erzeugenden. 

73. Es ist bekannt, daß Jacobi die geodätischen Kurven auf der 
Fläche zweiten Grades mittels hyperelliptischer Transzendenten bestimmt 
hat, und also können die Haupttangentenkurven des Linienkomplexes 
F,=0 mittels hyperelliptischer Transzendenten gefunden werden. Im 
folgenden werde ich alle hierher gehörigen Komplexe aufzählen und da- 
bei aus den Eigenschaften der verschiedenen Flächen zweiten Grades 
entsprechende Eigentümlichkeiten des Bildkomplexes schließen. Zum [236 
leichteren Verständnisse schicke ich einige Bemerkungen voraus. 

In $ 13 dachte ich mir den Raum r einer linearen Transformation 
unterworfen und betrachtete die entsprechenden Umformungen von AR, 
unter denen ich alle Bewegungen, die Ähnlichkeitstransformation und die 
Paralleltransformation fand. Es ist nun einleuchtend, daß, wenn eine ge- 
gebene Fläche oder Komplex des einen Raumes durch eine infinitesimale 
Transformation in sich übergeführt wird, dasselbe mit der entsprechenden 
Figur des anderen Raumes der Fall ist. Eine Rotationsfläche des Raumes 


7% 
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R gestattet zum Beispiel eine infinitesimale Rotationsbewegung, und also 
können wir schließen, daß die Bildfläche eine gewisse infinitesimale 
lineare Transformation zugibt. 

Ferner ist klar, daß, wenn ein Gebilde zwei unabhängige, infinitesi- 
male und zugleich permutable Transformationen gestattet, dieses auch 
mit der entsprechenden Figur der Fall ist. In diese Kategorie gehört zum 
Beispiel einerseits der Inbegriff von Kugeln, deren Mittelpunkte auf einer 
beliebigen Schraubenfläche liegen — die betreffenden permutablen Opera- 
tionen sind Schraubenbewegung und Paralleltransformation — anderer- 
seits der entsprechende Linienkomplex, wie auch die zugehörige Singulari- 
tätenfläche, welche also nach Herrn Kleins und meinen Untersuchungen 
entweder durch die Gleichung x°y’ 2° = Const. dargestellt wird, oder sich 
als Degeneration einer solchen Fläche auffassen läßt (vergleiche Comptes 
Rendus 1870 [d. Ausg. Bd. I, Abh. VI]). 

Als letztes Beispiel betrachte man endlich alle Kugeln, deren Zentra 
auf einem Rotationskegel liegen. Dieser Komplex gestattet drei unab- 
hängige infinitesimale Transformationen: 1. eine Ähnlichkeitstransforma- 
tion, deren Zentrum die Kegelspitze ist, 2. eine Rotationsbewegung um 
die Kegelachse, 3. eine Paralleltransformation, und zwar ist die zweite 
Operation sowohl mit der ersten, wie mit der letzten permutabel, während 
dieses nicht mit der ersten und letzten der Fall ist. Der Linienkomplex 
und die zugehörige Singularitätenfläche besitzen die entsprechenden Eigen- 
schaften. 

74. Im Raume R ist bei unserer Abbildung der unendlich weit ent- 
fernte, imaginäre Kreis und sonst nichts ausgezeichnet — das heißt, für 
eine projektivische Auffassung. Wenn wir also alle Spezialformen des 
Linienkomplexes F,(X, Y, Z) = 0 suchen, so müssen wir uns zunächst 
erinnern, daß die projektivische Punktgeometrie nur eine Partikularisa- 
tion der Fläche zweiten Grades kennt — den Kegel nämlich; ferner fragt 
es sich, wie viele verschiedene Lagen diese beiden Flächen hinsichtlich 
des genannten Kreises haben können. Nun ist es eben nach diesen Ge- 
sichtspunkten, daß die metrische Geometrie die Flächen zweiten Grades 
ordnet; hierbei muß man indessen wohl bemerken, daß die gewöhnlichen 
Kufkkklengen keine Fläche ber ER deren Gleichung imaginäre 
Koeffizienten enthält. 

Zunächst stellen wir zwei Gruppen auf, je nachdem die unend- [237 
lich weit entfernte Ebene eine Tangentenebene ist oder nicht. 

A. Wenn F, nicht von der unendlich weit entfernten Ebene berührt 
wird, so schreibt sich die entsprechende Gleichung in der folgenden Form: 


(1) ae tb? +c®=d 


ae Zu a a aa Be tn 1 el De Zee 





kn ten Aal u lan Aa nn nz 
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vorausgesetzt, daß &= 0, n= (0, &= 0 die Hauptebenen sind. Durch eine 
Bewegung läßt sich die Fläche (1),.im allgemeinen in: 


(2) aX?®+-bY’+cZ’=d 


s a 
FR ”,. 


überführen, und zwar können wir uns auf die Betrachtung dieser; letzten 


Fläche beschränken; einer Bewegung des Raumes R entspricht nämlich 
eine lineare Transformation des anderen Raumes. 


Es sind nun X=0, Y=0(, Z=( allgemeine lineare Komplexe, 
Const. = 0) dagegen ein spezieller Komplex; ferner liegen diese Komplexe 
($ 10, Nr. 30) paarweise in Involution, und also hängt ihr System von 
13 Konstanten ab; wir finden somit, daß der Linienkomplex F', 16 wesent- 
liche Konstanten enthält. Setzt man in (2) statt X, Y, Z (8 9, Nr. 27) die 
entsprechenden Ausdrücke durch die Plückerschen Linienkoordinaten 
r, 0,5, 6: ; 

X= 3(o 2 8), ıY = 30-3), Z= (0 r), 


so findet man nach der gewöhnlichen Methode die Gleichung der Singu- 
laritätenfläche in der folgenden Form: 


4abe(yse— xt)? + dela—b)(2+ 1) — d(4ab — 2ac— 2be) 2? = 0.!) 


1. Wenn die Koeffizienten a, b, ec, d allgemein sind, so ist die Singu- 
laritätenfläche, wie wir schon von früher wissen (Nr. 72), eine Linien- 
fläche vierter Ordnung; dieselbe, wie auch der Komplex gestattet eine 
infinitesimale lineare Transformation. 


2. Sei a=b; die Fläche F, ist dann eine Rotationsfläche, und also 
besitzt der Linienkomplex F, zwei permutable infinitesimale lineare 
Transformationen, welche einer Rotationsbewegung und einer Parallel- 
transformation entsprechen. Die Singularitätenfläche: 


(ey —21— Be .zt \(2y-.:+ Vez# - 0 


zerfällt in zwei Flächen zweiten Grades, die einander nach einer gemein- 
samen Erzeugenden: 2= (0, t= 0 berühren. 





3. Sei d=0; F, ist ein Kegel. Der Kugelkomplex besitzt zwei infini- 
tesimale Transformationen, die nicht permutabel sind: Paralleltransforma- 
tion und Ähnlichkeitstransformation. Die Singularitätenfläche des [238 
Linienkomplexes ist eine doppeltzählende Fläche zweiten Grades: 


(y2— at? = 





1) Es soll die Größe t eine homogene vierte Koordinate bezeichnen. 
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4.Seid=0,a=b; Fy, ist ein Rotationskegel; der Kugelkomplex 
gestattet drei infinitesimale Transformationen: Paralleltransformation, 
| "Rotätionsbewegung und Ähnlichkeitstransformation. Die beiden ersten, wie 


ci ‚auch die beiden letzten sind permutabel; dies ist dagegen nicht der Fall 


‚init .der-ersten und letzten. Der Linienkomplex besitzt die entsprechen- 
den Eigenschaften. Die Singularitätenfläche ist wiederum eine doppelt- 
zählende Fläche zweiten Grades. 


5. Sei ce=0; Fy, ist ein Zylinder. Der Kugelkomplex besitzt zwei 
permutable Transformationen: Translationsbewegung und Paralleltrans- 
formation. Die Singularitätenfläche des Linienkomplexes wird von zwei 
doppeltzählenden Ebenen gebildet (2? = 0). 


6. Sia=b,c=0; F, ist ein Rotationszylinder. Der Kugelkomplex 
gestattet drei permutable, infinitesimale Transformationen: Translation, 
Rotation und Paralleltransformation. Infolgedessen ist der Linienkomplex 
eine Degeneration desjenigen, dessen Gerade ein Tetraeder nach konstan- 
tem Doppelverhältnisse schneiden. Die Singularitätenfläche wird von zwei 
doppeltzählenden Ebenen (2?1? = 0) gebildet. 

7.Seii a=b=c; F, ist eine Kugel. Der Kugelkomplex gestattet 
drei unabhängige infinitesimale Rotationen, die indessen nicht permutabel 


sind. Die Singularitätenfläche ist eine doppeltzählende Fläche zweiten 
Grades: 


.y— =. 


B. Wenn die unendlich weit entfernte Ebene die Fläche F, berührt, 
so nimmt die Gleichung derselben die folgende Form an: 


aX?+bY?+2cZ=0. 
1. Die Singularitätenfläche: 
Sabzt(at— ye)— (a—b)e! +) — 2(a+b)e?—=0 
ist, wenn a, b, c allgemein sind, eine Linienfläche vierten Grades. 


2. Seia=b; Fy ist ein Rotationsparaboloid. Die Singularitätenfläche 
besteht aus einer Fläche zweiten Grades und zwei Tangentenebenen der- 
selben. 


3. Sia=0; Fy ist ein parabolischer Zylinder. Die Singularitäten- 
fläche wird von zwei doppeltzählenden Ebenen gebildet. 


75. Die folgende Aufzählung aller Komplexe, deren Gleichung die 
Form F,(X,Y,Z)=0 erhalten kann, ist vollständig. 
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Fs ist eine allgemeine Fläche zweiten Grades. [239 
Der Komplex kann in zwei Weisen durch eine lineare Kongruenz erzeugt 
werden. 

A. Schneidet F, die unendlich entfernte Ebene nach einem nicht zer- 
fallenden Kegelschnitte d, so fallen die Leitlinien jener linearen Kon- 
gruenzen, das heißt die Erzeugenden der Singularitätenfläche niemals mit 
der Fundamentalgeraden in r (Const. = 0) zusammen. Nach der Lage des 
Kegelschnitts ö hinsichtlich des imaginären Kugelkreises x erhalten wir 
sechs Unterformen. | 

1. ö und % haben eine allgemeine gegenseitige Lage. 

Die Developpable (Fyx) ist Die Singularitätenfläche ist eine Linien- 
eine allgemeine Abwickelbare | fläche vierter Ordnung mit zwei zusam- 
vierter Klasse. ö und x haben menfallenden Doppellinien (Nr. 12 der 
vier gemeinsame Punkte und Cremonaschen Aufzählung). Es gibt vier 
vier gemeinsame Tangenten. Kongruenzen in jeder Gruppe, die speziell 

' sind. Es gibt vier singuläre Erzeugende. 

2. ö und x berühren einander in einem Punkte. 

Die Developpable (Fyx) ist Die Singularitätenfläche ist eine Linien- 
eine Abwickelbare vierter fläche vierter Ordnung, die außer der 
Klasse mit einer Doppelebene. _ Doppellinie Const.— (0 noch eine Doppel- 
In dem Berührungspunkte zwi- erzeugende enthält. In derselben haben 
schen Ö und x fallen zwei ge- sich zwei Leitlinien spezieller Kongruen- 
meinsame Tangenten, wie zwei | zen, wie auch zwei singuläre Erzeugende 
gemeinsamePunkte zusammen. | vereinigt. (Cremonas Aufzählung Nr. 6.) 

3. ö und x haben zwei verschiedene Berührungspunkte. 

Die Developpable (F3x) zer- | Die Singularitätenfläche besteht aus zwei 

fällt in zwei Abwickelbare | Flächen zweiten Grades mit zwei gemein- 

zweiter Klasse mit zwei ge- | samen Erzeugenden jeder Schar. Die Di- 

meinsamen Ebenen. rektrizen der linearen Kongruenzen bilden 
| die eine Erzeugung auf jeder Fläche. 





4. ö berührt x dreipunktig in einem Punkte. 

(F3x) ist eine Developpable | Die Singularitätenfläche ist eine Linien- 
vierter Klasse mit einer sta- | fläche vierter Ordnung mit einer Doppel- 
tionären Ebene. In dem be- | linie (Const. = 0) und einer stationären 
sprochenen Berührungspunkte | Erzeugenden, in der sich drei Leitlinien 
sind drei gemeinsame Punkte | spezieller Kongruenzen, wie auch drei 
und ebensoviele Tangenten zu- | singuläre Erzeugende vereinigt haben. 
sammengefallen. \ (Cremonas Nr. 6.) 
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5. ö berührt x vierpunktig. [240 


(F,x#) ist zerfallen in zwei | Die Singularitätenfläche wird von zwei 
Kegel zweiten Grades, die ein- | Flächen zweiten Grades, deren Durch- 
ander nach einer gemeinsamen | schnitt aus zwei doppeltzählenden Geraden 
Erzeugenden berühren. besteht, gebildet. 


6. öd und # sind identisch. 


Die Abwickelbare (F,x) ist | Die Singularitätenfläche ist eine doppelt- 
ein doppeltzählender Kegel | zählende Fläche zweiten Grades. Der Kom- 
zweiten Grades, nämlich der | plex wird in zwei Weisen von oo! spezi- 
Asymptotenkegel der betref- | ellen linearen Kongruenzen erzeugt, und 
fenden Kugel. Durch jede | hierbei bilden die betreffenden Leitlinien 
imaginäre Erzeugende geht | jedesmal dieselbe Erzeugung der Singula- 








nur eine Tangentenebene des , ritätenfläche. 
Asymptotenkegels. 


B. F, berührt die nlefteieh weit entfernte Ebene. Der Durchschnitts- 
kegelschnitt zerfällt in zwei Gerade g und j, die fünf verschiedene Lagen 
hinsichtlich x haben können. Unter den linearen Kongruenzen jeder Gruppe 
gibt es im allgemeinen eine, deren zusammenfallende Leitlinien mit 
Const. = O identisch sind. 


7. g und 5 haben eine allgemeine Lage hinsichtlich x. 
Die Developpable (F,x) ist | Die Singularitätenfläche ist eine Linien- 
eine Abwickelbare vierter  täche vierter Ordnung mit einer Leit- 
Klasse, unter deren Ebenen | linie, mit welcher zwei Erzeugende zu- 
sich die unendlich entfernte | sammenfallen. Es gibt in jeder Schar 
zweimal befindet; sowohl y wie | linearer Kongruenzen zwei spezielle, deren 
j schneiden # in zweiPunkten. | Leitlinien von Const. = (0 verschieden 
Durch den Durehschnittspunkt 
von 9 und j gehen zwei Tan- zwei singuläre Erzeugende, die mit 


genten an &. | Const. = 0 
| 
| 


sind. Es gibt, wie schon früher gesagt, 





zusammengefallen sind. (Cremonas 


Nr. 10.) 


8. 9 berührt x, J schneidet denselben. 


Die Developpable (F,x) zer- | Die Singularitätenfläche besteht aus einer 
fällt in ein Ebenenbüschel, | Cayleyschen Linienfläche dritter Ord- 
dessen Achse g ist, und eine | nung, zusammen mit einer durch die 
Abwickelbare dritter Klasse, | Doppellinie gehenden Ebene. Den Kon- 
unter deren Ebenen sich die | gruenzen der einen Schar entsprechen 
unendlich entfernte einmal Leitlinien, unter denen jedesmal die eine 
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befindet. Die Erzeugenden des 
einen Systems schneiden 9. 
Es gibt eine Erzeugende der 
Fläche F,, die x berührt. 
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auf der Linienfläche liegt, während die 
zweite einem ebenen Büschel in jener 
Ebene angehört. Die Leitlinien der [241 
zweiten Erzeugung liegen alle auf der 
Cayleyschen Linienfläche. Es gibt eine 
zerfallende Kongruenz. 


9, Sowohl g wie j berührt «. 


Die Abwickelbare (Fyx) be- 
steht aus einem Kegel zweiten 
Grades und zwei Ebenen- 
büscheln. F, hat zwei Erzeu- 
gende, eine aus jeder Schar, 
g und j, die # berühren. 





Die Singularitätenfläche besteht aus einer 
Fläche zweiten Grades und zwei Tangen- 
tenebenen derselben. Den Kongruenzen 
jeder Schar entsprechen Leitlinien, unter 
denen die eine auf der Linienfläche, die 
zweite in der einen Tangentenebene liegt. 
Es gibt zwei zerfallende lineare Kon- 
gruenzen. 


10. Der Durchschnittspunkt der Geraden g und 7 liegt auf x. 


Die Abwickelbare(F,x)ist eine 
Developpable vierter Klasse 
mit der unendlich entfernten 
Ebene als stationärer Ebene. 





Die Singularitätenfläche ist eine Linien- 
fläche vierter Ordnung mit einer dreifachen 
Linie, mit welcher die Erzeugende zweimal 
zusammenfällt.(Cremona,Nr. 10.) Injeder 
Kongruenzschar gibt es zwei spezielle; die 
Leitlinie der einen ist Const. = 0. 


11. 9 berührt «x in einem Punkte, durch den 7 geht. 


(Fy%) besteht aus einer Deve- 
loppablen dritter Klasse und 
einem Ebenenbüschel, dessen 
Achse g diejenige Linie jener 
Developpablen ist, die in der 
unendlich entfernten Ebene 
liegt. 





Die Singularitätenfläche besteht aus einer 
Cayleyschen Linienfläche dritter Ord- 
nung und der singulären Tangentenebene 
derselben. Es gibt eine zerfallende Kon- 
gruenz. 


Fa = 0 ist ein Kegel. 


Der Komplex enthält im allgemeinen nur eine Schar linearer Kongruenzen. 


C. Die Kegelspitze liegt im endlichen Raume. Die Developpable (F5x) 
ist ein doppeltzählender Kegel zweiten Grades. Die Singularitätenfläche 
ist eine doppeltzählende Fläche zweiten Grades. Die Leitlinien der line- 
aren Kongruenzen sind die Erzeugenden des einen Systems. Dieselben sind 
im allgemeinen Falle zweizweideutig auf einander bezogen. 
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12. ö und x haben eine allgemeine gegenseitige Lage. Unter den li- 
nearen Kongruenzen gibt es vier spezielle. 


13. ö und x berühren einander einmal. Unter den vier speziellen Kon- 
gruenzen sind zwei zusammengefallen. 


14. ö und x berühren einander in zwei verschiedenen Punkten. [242 
Unter den vier speziellen Kongruenzen fallen paarweise zwei zusammen. 


15. 6 und x haben drei konsekutive Punkte gemein. Drei spezielle 
Kongruenzen fallen zusammen. 


16. d und «x haben vier konsekutive Punkte gemein. Alle speziellen 
Kongruenzen haben sich vereinigt. 


17. ö und « sind identisch. Alle linearen Kongruenzen sind spezielle. 
Zwei konsekutive Erzeugende der Fläche zweiten Grades bestimmen jedes- 
mal eine Kongruenz, und somit besteht dieselbe aus allen Tangenten der 
Fläche längs jener Erzeugenden. In der Tat hat auch Herr Klein schon 
1869 (Math. Annal. II, S.198) angegeben, daß die Gleichung X?+ Y?+Z?=0 
(die in gewöhnlicher Interpretation die Punktkugel bestimmt) alle Tangenten 
einer Fläche zweiten Grades definiert. 


D. Die Kegelspitze liegt in der unendlich entfernten Ebene, die den 
Kegel nach zwei Geraden g und 7 schneidet. 

18. 9 und 5 haben eine allgemeine Lage hinsichtlich x. 

Die Developpable (F3x) besteht aus zwei doppeltzählenden Ebenen- 
büscheln. Die Singularitätenfläche ist in zwei Ebenen zerfallen. In diesen 
Ebenen liegt je ein Strahlenbüschel, deren Gerade zweizweideutig auf 
einander bezogen sind. Entsprechende Gerade sind Direktrizen einer linearen 
Kongruenz, die dem Komplexe angehört. Unter den Kongruenzen gibt es 
zwei, und zwar spezielle, deren Direktrizen mit Const. = O identisch sind. 

19. g schneidet x, 5 berührt denselben. 

Die Geraden der beiden Strahlenbüschel sind einzweideutig auf ein- 
ander bezogen. Es gibt nur eine spezielle Kongruenz, deren Leitlinien in 
Const.= 0 zusammengefallen sind, außerdem aber eine zerfallende Kon- 
gruenz. 

20. g und 5 berühren beide x. 

Die beiden Strahlenbüschel sind eindeutig auf einander bezogen. Der 
Komplex ist eine Degeneration desjenigen, dessen Gerade ein Tetraeder 
nach konstantem Doppelverhältnisse schneiden. Zwei zerfallende Kon- 
gruenzen. 


21. Der Schnittpunkt der Linien g und 5 liegt auf x. 
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Die Singularitätenfläche besteht nur aus einer vierfachen Ebene. Der 
Komplex besteht aus einer Schar spezieller linearer Kongruenzen, deren 
Leitlinien ein ebenes Büschel bilden. Hierbei ist jede Linie des Büschels 
Leitlinie zweier spezieller Kongruenzen. 


22. g berührt x in einem Punkte, durch den 7 geht. 


Die Singularitätenfläche ist eine vierfache Ebene. Der Komplex be- 
steht aus einer Schar spezieller linearer Kongruenzen, deren Leitlinien 
ein ebenes Strahlenbüschel bilden. Jede Linie des Büschels ist Leitlinie [243 
einer Kongruenz. Es gibt eine von Const.= 0 verschiedene Leitlinie, 
welcher eine zerfallende Kongruenz entspricht. 


E. Der Kegel F, berührt die unendlich entfernte Ebene nach einer 
Geraden 9. 
23. Die Kegelspitze und g haben eine allgemeine Lage hinsichtlich x. 


Die Singularitätenfläche besteht aus zwei ebenen Strahlenbüscheln, 
deren Gerade zweizweideutig auf einander bezogen sind. Entsprechende 
Linien sind Direktrizen einer linearen Kongruenz. Es gibt eine doppelt- 
zählende Kongruenz, deren Leitlinien in Const.= 0 zusammengefallen sind. 
Const.= 0 entspricht sich selbst, sowohl wenn man dieselbe als dem ersten 
Büschel, wie als dem zweiten angehörig betrachtet. 


24. g berührt x. Die Kegelspitze liegt nicht auf «. 


Die Singularitätenfläche besteht aus zwei ebenen Strahlenbüscheln, 
die einzweideutig auf einander bezogen sind. Const.= 0 entspricht sich 
selbst, sowohl wenn sie als dem einen, als dem andern Büschel angehörig 
betrachtet wird. 


25. Die Kegelspitze liegt auf x; g hat eine allgemeine Lage. 


Die Singularitätenfläche ist eine vierfache Ebene. Der Komplex be- 
steht aus einer Schar spezieller Kongruenzen, deren Leitlinien ein ebenes 
Strahlenbüschel zweimal erzeugen. Es gibt zwei Gerade in dem Büschel, 
welche nur für je eine spezielle Kongruenz Leitlinien sind, und zwar ist 
Const. = 0 die eine. 

26. Die Kegelspitze liegt auf dem Kegelschnitte x, der von g be- 
rührt wird. Ä 


Der Komplex besteht aus einer Schar spezieller Kongruenzen, deren 
Leitlinien einmal ein ebenes Strahlenbüschel erzeugen. Der Leitlinie 
Const.= 0 entspricht eine zerfallende Kongruenz. Der Komplex ist eine 
Degeneration desjenigen, dessen Gerade ein Tetraeder nach konstantem 
Doppelverhältnisse schneiden. 
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Es bleibt die Frage zu entscheiden, ob diese 26 Komplexe wesentlich 
verschieden sind. Wie die Untersuchung derselben zeigt, sind 21 und 25, 
wie auch 22 und 26 paarweise identisch, und sonst keine. Es gibt also 
24 verschiedene Komplexezweiten Grades, deren Gleichung 
dieForm F,(X,Y,Z)=0 erhalten kann. Die Haupttangentenkur- 
ven derselben hängen von hyperelliptischen 'Transzendenten oder einfacheren 
Funktionen ab. 

Die Linienkomplexe F(X, Y,Z)=0 sind, wie ich wiederholt be- 
merkt habe, als Degenerationen derjenigen Komplexe zu betrachten, die 
durch eine homogene Gleichung zwischen X, Y, Z, H dargestellt wer- [244 
den. Diese letzten Komplexe können dadurch charakterisiert werden, daß 
ihre Singularitätenflächen Regelflächen mit zwei geraden Leitlinien sind. 
Hierher gehören insbesondere alle Komplexe zweiten Grades, deren Singu- 
laritätenfläche eine Regelfläche ist. 

Nach Herrn Klein entsprechen jeder Kummerschen Fläche vierter 
Ordnung mit 16 Knotenpunkten, und also zugleich jeder Regelfläche vierter 
Ordnung mit zwei Doppellinien einfach unendlich viele Komplexe zweiten 
(srades, deren gemeinsame Singularitätenfläche die Fläche ist. Jeder Kom- 
plex bestimmt eine Kurve auf der Fläche, den geometrischen Ort nämlich 
aller Punkte, deren sämtliche zugehörige Tangenten Komplexlinien sind. 
Diese Kurve ist eine Haupttangentenkurve. Es ist eben in dieser Weise, 


daß Herr Klein die Haupttangentenkurven der Kummerschen Fläche 
findet. 


Diese Bestimmungsweise wird in gewissem Sinne illusorisch, wenn 
die Fläche eine Regelfläche ist, weil man alsdann bei direkter Anwendung 
von Herrn Kleins Methode nur die Erzeugenden selbst findet. Dies liegt 
daran, daß die einer solchen Regelfläche zugehörige Schar von Komplexen 
in ein System von Komplexen zweiten Grades und ein System linearer 


Komplexe: 
X2+Y?+ Z?— H?= Const. 


zerfällt. Diese letzteren Komplexe stehen, wie ich in $ 12 unter einem 
anderen Gesichtspunkte gefunden habe, in derjenigen Beziehung zu der 
Regelfläche, in welcher nach Klein ein allgemeiner Komplex zweiten 
Grades zu seiner Singularitätenfläche steht. 
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S 24. Über die Haupttangentenkurven des allgemeinen Komplexes 
zweiten Grades. 


76. Ein jeder Linienkomplex bestimmt ($ 3, Nr. 10; $ 14) eine par- 
tielle Differentialgleichung erster Ordnung D,,, deren Charakteristiken 
von den Geraden des Komplexes umhüllt werden, und insofern existiert 
für einen gewissen Gesichtspunkt ein Zusammenhang zwischen der Plücker- 
schen Liniengeometrie und der Mongeschen Theorie partieller Differen- 
tialgleichungen. Diese Bemerkung macht es a priori plausibel, bei dem 
Studium der Komplexe den Haupttangentenkurven derselben eine beson- 
dere Aufmerksamkeit zu widmen, und hoffentlich wird der Inhalt des dritten 
Abschnitts bewiesen haben, daß eine solche Richtung der Untersuchung 
in der Tat fruchtbar ist. Insbesondere schien es mir wahrscheinlich, daß 
die Bestimmung der Haupttangentenkurven des allgemeinen Komplexes 
zweiten Grades Interesse darbieten würde, dies um so mehr, weil diese 
Kurven für den Komplex, dessen Singularitätenfläche ein Tetraeder [245 
ist, mit den von Herrn Klein und mir unter der Bezeichnung der Kurven W 
untersuchten identisch sind, und diese letzten Kurven — als ein räum- 
liches Analogon der logarithmischen Spirale — höchst merkwürdige Eigen- 
schaften besitzen. | 

Für einen Komplex mit 16 Konstanten führte ich, wie im voran- 
gehenden Paragraphen auseinandergesetzt, die betreffende Differentialglei- 
chung auf das von Jacobi gelöste Problem: die geodätischen Kurven 
einer Fläche zweiten Grades zu finden, zurück. Endlich fand ich, daß auch 
der allgemeine Fall von der Integration eines bestimmbaren algebraischen 
Differentials abhing (Akademie zu Christiania, Okt. 1870 [d. Ause. Bd. I, 
Abh. 9, 5.95 £.]); die Form dieses Differentials zu bestimmen, war mir aber 
noch nicht gelungen, als eine briefliche Mitteilung des Herrn Klein mir 
es möglich machte, dasselbe, oder eigentlich ein damit äquivalentes, hin- 
zuschreiben.!) 


*%. Die folgenden Betrachtungen waren der Ausgangspunkt für den 
geometrischen Weg, der mich zu dem obenstehenden Resultate führte. 


a) Herr Klein hat gefunden, daß die Kummersche Fläche vierten 
Grades mit 16 Knotenpunkten gemeinsame Singularitätenfläche ist für ein- 





1) In der zweiten der nachstehenden Abhandlungen gibt Herr Klein eine ele- 
gante und vollständige algebraische Lösung des hier betrachteten Problems. Herr 
Darboux teilt mir eben mit, daß er die betreffende Kugelaufgabe erledigt hat, 
und zwar in einer Weise, die durch meine Kugelabbildung genau der von Herrn 
Klein befolgten Methode entspricht. 
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fach unendlich viele Komplexe zweiten Grades, deren allgemeine Gleichung: 


= 0) 





a 23 x 
nr a a ga PREg 
derjenigen der konfokalen Flächen zweiten Grades analog ist. Diese Kom- 
plexe werde ich mit Herrn Klein als konfokale Komplexe zweiten 
Grades bezeichnen. 

b) Die Kugeln, deren Zentren auf einer beliebigen Fläche zweiten 
Grades aus einem gegebenen konfokalen Systeme liegen, bilden sich ($ 23, 
Nr. 72) jedesmal als einer unter einfach unendlich vielen Linienkomplexen 
ab, die eine Linienfläche vierten Grades als gemeinsame Singularitäten- 
fläche besitzen. 

e) Der bekannte Satz, daß, wenn man auf einer Fläche zweiten Grades 
die Tangenten einer geodätischen Kurve zieht, dieselben eine konfokale 
Fläche berühren, oder, was auf dasselbe hinauskommt, daß zwei konfokale 
Flächen zweiten Grades die vollständige Zentrafläche für eine Schar par- 
alleler Flächen bilden, transformiert sich durch meine Kugelabbildung in 
das folgende Theorem: Den unter b) untersuchten konfokalen Linien- [246 
komplexen entsprechen Differentialgleichungen D;,, die paarweise einfach 
unendlich viele gemeinsame Integrale besitzen. 


d) Aus Herrn Kleins und meinen Untersuchungen über Flächen W 
folgt, daß zwei Komplexe zweiten Grades, deren gemeinsame Singulari- 
tätenfläche ein Tetraeder ist, jedesmal einfach unendlich viele gemeinsame 
Integralflächen besitzen. 

Es schien mir wahrscheinlich, daß die beiden letzten Sätze, die sich 
auf verschiedenartige Komplexe zweiten Grades beziehen, Spezialfälle 
des folgenden Theorems seien: 

Zwei konfokale Komplexe zweiten Grades besitzen ein- 
fach unendlich viele gemeinsame Integralflächen. 


78. Indem ich meine Aufmerksamkeit auf die entsprechenden Kugel- 
komplexe und die zugehörigen D,, richtete, sah ich, daß, wenn meine Ver- 
mutung richtig war, für die dreifach unendlich vielen gemein- 
samen Flächenelemente zweier Dj, jedesmal die beiden zu- 
gehörigen charakteristischen Richtungen orthogonal sein 
mußten. Daß diese notwendige Forderung auch genügt, folgt aus dem 
bekannten Satze: Zwei partielle Differentialgleichungen erster Ordnung 
besitzen einfach unendlich viele gemeinsame Integrale, wenn für die drei- 
fach unendlich vielen gemeinsamen Flächenelemente jedesmal die charak- 
teristische Richtung jeder Gleichung mit der Trajektorienrichtung der 
anderen zusammenfällt. 
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Es war also notwendig und hinreichend, zu beweisen, daß die einer 
beliebigen Kugel durch unsere einfach unendlich vielen D,, zugeordneten 
Trajektorienkurven ($ 18, Nr. 55) ein Orthogonalsystem bilden, oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, daß dieses mit den einem beliebigen Punkte 
zugehörigen einfach unendlich vielen Normalenkegeln der Fall ist (8 18, 
Nr. 55). Wenn nun H= 0 ein linearer Komplex des konfokalen Systems 
ist, so sind die besprochenen Kegel, wie man leicht sieht, vom zweiten 
Grade, und also müssen sie vier gemeinsame Tangentenebenen, welche zu- 
gleich den imaginären Kreis berühren, besitzen. Alsdann müssen die einem 
beliebigen Punkte zugehörigen elementaren Komplexkegel vier gemeinsame 
Erzeugende, deren Länge gleich Null ist, haben. 


Dieses letzte ist aber, wie wir sogleich beweisen werden, durch unsere 
Kugelabbildung eine Konsequenz davon, daß die betreffenden Linienkom- 
plexe dieselbe Singularitätenfläche haben. Man betrachte nämlich im Raume 
KR einen Kugelkomplex des konfokalen Systems und einen beliebigen Punkt P, 
andererseits in » den entsprechenden Linienkomplex und die Linie /, welche 
das Bild von P ist. Die Kugeln unseres Komplexes, deren Trajektorien- 
kreise durch P gehen, umhüllen den zugehörigen elementaren Komplex- [247 
kegel und bilden sich in r als Gerade g!) ab, welche / schneiden und zu- 
gleich in diesem Schnittpunkte einen Komplexkegelschnitt, dessen Ebene 
die Linie / enthält, berühren. Wenn zwei konsekutive Gerade g einander 
in einem auf 2 gelegenen Punkte p schneiden — was nur in den vier 
Schnittpunkten p,, Ps, Ps, Pa von l mit der Singularitätenfläche eintritt —, 
so berühren sich die Bildkugeln, deren Durchschnittskurve somit zerfällt, 
und zwar in eine durch P gehende Gerade Z zusammen mit einer anderen 
imaginären Linie, die hier nicht in Betracht kommt. Nun sind die 
Geraden Z,, Lg, L,, L, einerseits die Bilder der Punkte p1, Ps, P3, Pa, 
andererseits liegen sie auf dem elementaren Komplexkegel, und also 
enthalten, wie früher behauptet, die einem Punkte zugehörigen elemen- 
taren Komplexkegel vier gemeinsame Linien, die den imaginären Kreis 


schneiden. 


Zwei konfokale Linienkomplexe zweiten Grades be- 
stimmen immer einfach unendlich viele Flächen, deren 
beide Systeme von Haupttangenten beziehungsweise den 
beiden Komplexen angehören. Wenn die gemeinsame Sin- 
gularitätenfläche ein Tetraeder ist, so sind die eben be- 
sprochenen Flächen mit denen identisch, welche Herr Klein 


1) Die Komplexlinien g gehören der Polarkongruenz der Geraden I hinsicht- 
lich unseres Komplexes an. Vgl. Plücker, Neue Geometrie des Raumes, Nr. 304. 
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und ich unter der Bezeichnung: Flächen W untersucht 
haben.t) 

Mit Berücksichtigung dieses Satzes, wie der Entwickelungen in Num- 
mer 50 würde es nicht schwer sein, zu beweisen, daß die Haupttangenten- 
kurven eines Komplexes zweiten Grades mit 17 Konstanten: 


aX?®+5bY?+cZ?+dH?=0 


durch Quadratur eines algebraischen Differentials bestimmt werden können; 
ich gehe aber darauf nicht näher ein. 


79. Eine Schar konfokaler Kugelkomplexe zweiten Grades ordnet 
nach dem Obenstehenden jedem Punkte P einfach unendlich viele kon- 
fokale Kegel zweiten Grades zu?), und offenbar befinden sich unter den- [248 
selben drei paarweise orthogonale Ebenen, den drei?) Komplexen, welche 
die Punktkugel P enthalten, entsprechend. Man erkennt leicht, daß diese 
Ebenen in P drei Flächen berühren, solche nämlich, die den geometrischen 
Ort für Punktkugeln unserer Komplexe bilden. Berücksichtigt man nun, 
daß diese Flächen, als das Bild einer Schar Linienkongruenzen zweiter 
Ördnung und Klasse, von vierter Ordnung sind und dabei den unendlich 
weit entfernten, imaginären Kreis zweifach enthalten, so kann man den 
folgenden Satz aussprechen: 


Die Punktkugeln konfokaler Kugelkomplexe zweiten 
Grades bilden einfach unendlich viele Flächen vierter Ord- 





1) Wenn ein Komplex zweiten Grades aus unserem konfokalen Systeme kon- 
tinuierlich in einen doppeltzählenden linearen Komplex übergeht, so wird die zu- 
gehörige D,, eine lineare Differentialgleichung, und zwar entspricht dieselbe der 
dem linearen Komplexe zugehörigen Kongruenz zweiter Ordnung und Klasse, welche 
von Doppeltangenten der betreffenden Kummerschen Fläche gebildet wird. 

Setzen wir nun voraus, daß in dem Satze des Textes der eine Komplex ein allge- 
meiner, der zweite ein linearer ist, so werden also die gemeinsamen Integralflächen 
Linienflächen. Unter den Integralflächen eines Komplexes zweiten 
Grades befinden sich im allgemeinen sechs Scharen von Regel- 
flächen, deren Erzeugende die Singularitätenfläche zweifach be- 
rühren. 

Wenn beide Komplexe linear sind, so erhält man den folgenden Satz: 
Zwei beliebige unter den sechs Kongruenzen zweiter Ordnung und Klasse, die einer 
Kummerschen Fläche angehören, bestimmen einfach unendlich viele Hyperboloide, 
deren Erzeugende beziehungsweise den beiden Kongruenzen angehören. Diese Hyper- 
boloidscharen zerfallen übrigens jedesmal in zwei Gruppen. 

2) Wenn die konfokalen Kugelkomplexe von Kugeln gebildet werden, deren 
Mittelpunkte auf konfokalen Flächen zweiten Grades liegen, so sind die im Texte 
besprochenen konfokalen Kegel Tangentenkegel der genannten Flächen. 

3) Außerdem gehört die Punktkugel P dem linearen Komplexe H = 0 an. 
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nung, die einem irreduktiblen Orthogonalsysteme, und 
zwar dem Darboux-Moutardschen angehören. 

Wählt man nun, wie sich von selbst darbietet, dieses Orthogonal- 
system zum Koordinatensysteme und zu Punktkoordinaten die Parameter 
A, Ag, Ag der durch einen Punkt gehenden Flächen, so läßt sich die Glei- 
chung D,;, eines Komplexes, dessen Parameter c ist, folgendermaßen 
schreiben: 


(1) Flda Ay,As,0) (75) +F(Arr dar hr,0) (275) + Os Au, 2,0 (27) = 0. 


Dieses liegt daran, daß die früher besprochenen drei orthogonalen Tan- 
gentenebenen jedesmal Hauptebenen des elementaren Komplexkegels sind. 

Wenn nun A|, A, A; konstant bleiben, e dagegen variiert, so müssen 
wir nach dem obigen eine Schar Kegel erhalten, welche vier Erzeugende, 
und zwar solche, die den imaginären Kreis schneiden, gemein haben. Die 
Gleichung dieser Kegel in Ebenenkoordinaten hat dieselbe Form wie die- 
jenige konfokaler Kegel in Punktkoordinaten, und also kann f(A,, As, As, €) 
auf die Form: Fila) 


p(kı, hy, Az, c) u p(A,, Ay, Az, 4) 





gebracht werden. Der Nenner darf nur unter der Voraussetzung ce = A, 
verschwinden, und also muß @(A,, As, As, €) eine ganze und lineare Funk- 
tion der Größe ce sein!): 





= Yı(dı, As, A3)C + Ya(Aı, Ag, As). | [249 
Bei Einsetzung dieses Wertes erhält f(A,, As, As, c) die folgende Form: 
II (hy, Ay, Az) 
c—4 j 


Wenn nun unter den drei Funktionen IT die eine gleich Null wird, so 
zerfallen alle dem betreffenden Punkte zugehörigen elementaren Komplex- 
kegel in zwei ebene Büschel, deren Achsen in einer gemeinsamen Ebene 
liegen. Dieses tritt nur ein, wenn der Punkt A auf einer unter den fünf 
Kugeln, die unserem Orthogonalsysteme angehören, gelegen ist. 

Wenn andererseits unter den Funktionen I7 die eine unendlich wird, 
(oder, was auf dasselbe hinauskommt, zwei zu gleicher Zeit verschwinden), 
so gehen alle elementaren Komplexkegel in dasselbe doppeltzählende 
Ebenenbüschel über. Dieses kann nur eintreten, wenn sich der Punkt A 





1) Es wäre auch denkbar, daß g eine ganze und lineare Funktion des folgen- 
den Ausdrucks (a+c):(b-+c) wäre, dabei vorausgesetzt, daß a und b nur von 
den Variabeln A,,A,, A, abhängen. Dieser Fall wird leicht auf den im Texte be- 
sprochenen zurückgeführt. 

Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. II, Ss 
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auf der dem Orthogonalsysteme zugehörigen imaginären Developpablen 
befindet. | 
In dieser Weise läßt sich beweisen, daß II(A,, Ag, Az) auf die folgende 


Form gebracht werden kann'): 
F(hı) 


Pl) — P(Az)? 
daß sich also (1) folgendermaßen schreiben läßt: 


Ber aa\? 
F(A,) Oh, F(h,) (2,) 


ER 3 p(A,) — P(A,) : A,—c P (A) — p(k,) ! 1,—c + 
o®P\2 

FA) 1.) 

PlM)— Plh) A,—c 


Ich betrachte nun die einfach unendlich vielen gemeinsamen Integral- 
flächen der beiden Gleichungen: 


(2) Ve) 0, Ule) = 0 








=U, 





und die entsprechenden Durchschnittskurven mit einer gewählten Fläche },. 
Diese Kurvenschar wird bestimmt durch eine Differentialgleichung zwischen 
), und A;, die sich aus (2) herleiten läßt, und zwar findet man, daß die 
Variabeln unmittelbar separiert werden können. Es werden aber die be- 
sprochenen Integralflächen zweifach von solchen Durchschnittskurven 
erzeugt, und also gibt die allgemeine Gleichung der Kurven zugleich die 
Gleichung der zugehörigen Integralflächen. 

Läßt man endlich c, variieren, c, dagegen konstant bleiben, so er- 
hält man ein vollständiges Integral der Differentialgleichung U(c,) = 0, 
und also können wir behaupten, daß die Bestimmung der Haupt- [250 
tangentenkurven des allgemeinen Komplexes zweiten Gra- 
des auf Quadratur eines algebraischen Differentials zu- 
rückgeführt werden kann. 


80. Im Anschlusse an das Vorangehende möchte ich hier anführen, 
daß ich durch ähnliche Betrachtungen den folgenden interessanten Satz 
gefunden habe: 

Wenn zwei beliebige Linienkomplexe eines irreduk- 
tiblen Systems jedesmal einfach unendlich viele gemein- 
same Integralflächen besitzen, so haben die Komplexe die- 
selbe Singularitätenfläche. | 





1) Meine Betrachtungen schließen die Möglichkeit nicht aus, daß II(A,, A,, A,) 
nur von A, abhängt, worauf ich aber hier nicht näher eingehen will 
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Herr Klein teilt mir den folgenden einfachen Beweis dieses Satzes 
mit: Nach Voraussetzung müssen auch zwei konsekutive Komplexe des 
Systems oo! gemeinsame Integralflächen haben. Die beiden Scharen von 
Haupttangenten einer solehen Fläche können, wie die Komplexe, nur un- 
endlich wenig verschieden sein, das heißt, die Fläche ist eine Developpable. 
Nun besitzt aber ein Komplex unter seinen Integralflächen keine anderen 
Developpablen, als die einfach unendlich vielen seiner singulären Linien. 
Der konsekutive Komplex hat also mit dem gegebenen dessen singuläre 
Linien gemein, und das ist für die Komplexe mit gemeinsamer Singulari- 
tätenfläche charakteristisch. 

Benutzt man den von Klein, Göttinger Nachr. 1871, Nr. 4 einge- 
führten Begriff der involutorischen u zweier hinkomplore, so gilt 
der folgende Satz: 

Besitzen die zweien ae zugehörigen )),, 
einfach unendlich viele gemeinsame Integralflächen, so 
liegen die Komplexe in Involution. 

Mein anfänglich gegebener Satz folgt als Korollar aus diesem in 
Verbindung mit einem Theoreme, welches mir Herr Klein mitgeteilt hat: 

Liegendie Komplexe einesirreduktiblen Systems paar- 
weise in Involution, so besitzen dieselben eine gemein- 
same Singularitätenfläche. 


$ 25. Zusammenhang zwischen der Theorie zweier Flächen 
vierter Ordnung. 


81. Unter den Flächen vierter Ordnung gibt es zwei, zuerst von 
Herrn Kummer untersuchte, welche ich hier betrachten will: die mit 
16 Knotenpunkten, /,, und die mit einem Doppelkegelschnitte, F,. Beide 
Flächen geben Anlaß zu einer Gleichung sechzehnten Grades; die eine 
durch ihre Knotenpunkte, die andere durch die auf ihr gelegenen geraden 
Linien. Die letztere führte Herr Clebsch auf eine schon von Herrn [251 
Kummer aufgestellte Gleichung fünften Grades zurück. (Borchardts Journal 
Bd. 67.) Andererseits fand Herr Jordan, daß die erste Gleichung auf 
eine solche vom sechsten Grade zurückkommt (Borchardts Journal Bd. 70). 
Es fand dies seine geometrische Begründung in den auf diese Fläche be- 
züglichen Untersuchungen des Herrn Klein (Math. Ann. Bd. II). Derselbe 
fand ferner, als er sich im Herbste 1869 mit der eben von Herrn Nöther 
gegebenen Abbildung des linearen Komplexes beschäftigte, daß jene Ab- 
bildung einen allgemeinen und einfachen Zusammenhang zwischen beiden 
Flächen darlegt, insbesondere die beiden Gleichungen sechzehnten Grades 

g* 
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in Verbindung setzt (vgl. eine Note, diese Ann. Bd. IV., S. 357). Einige 


Monate später fand ich durch meine Imaginärtheorie, unabhängig von den 
genannten Herren, dieselbe Abbildung, wie auch den betreffenden Zu- 
sammenhang, worüber ich indes damals nichts veröffentlichte. 

Nachdem ich im Sommer 1870 gefunden hatte, daß sich die Nöther- 
sche Abbildung als Grundlage einer weitergehenden Theorie betrachten ließ, 
war es natürlich, daß ich zuerst meine Theorien auf die beiden genannten 
Flächen anwandte. In dieser Weise fand ich sogleich, daß die Darboux- 
Moutardsche Bestimmung der Krümmungslinien auf derjenigen Fy, die 
den imaginären Kugelkreis enthält, die Haupttangentenkurven auf der 
Kummerschen Fläche f, ergibt. Ich werde im folgenden zeigen, wie 
sich mehrere andere, im allgemeinen bekannte Theorien dieser Flächen 
durch die Nöthersche Abbildung und meine darauf begründete Kugel- 
abbildung in einander überführen lassen. 

Eine jede auf F, gelegene Kurve n-ter Ordnung schneidet den ima- 
ginären Kreis in n Punkten und bildet sich also ($ 8, Nr. 26) in r als 
eine Linienfläche n-ter Ordnung ab, die f, nach einer Kurve 2n-ter Ord- 
nung berührt. Beispielsweise geben die 16 Geraden von Fy, von denen jede 
fünf der übrigen schneidet, 16 ebene Strahlenbüschel, die fs nach Kegel- 
schnitten berühren, und hierbei hat jedes Büschel eine Gerade mit fünf 
anderen gemein ($ 7, Nr. 21). Ferner gehen die auf F, gelegenen zehn 
Kreisscharen über in zehn Hyperboloidscharen, die /, nach Kurven vierter 
Ordnung berühren, und so weiter.!) 

Die allgemeinen Entwickelungen in Nr. 25 zeigen, daß sich die [252 
auf F, gelegenen Kurven Ü, deren Länge gleich Null ist, als Kurven c 
auf fs abbilden, deren Tangenten diese Fläche zweifach berühren. Nun 
hat einerseits Herr Darboux (nach einer mündlichen Mitteilung) ge- 
funden, daß sich die Auffindung der Kurven (Ü auf Quadratur zurück- 
führen läßt, andererseits hat Herr Klein dieselbe Bemerkung hinsichtlich 
derjenigen auf f, gelegenen Kurven gemacht, deren Tangenten singuläre 
Linien eines zugehörigen Komplexes zweiten Grades sind (vgl. Gött. Nachr. 
1871, Nr. 1). Setzt er insbesondere voraus, daß der Komplex ein linearer 
ist, so findet er die Kurven c, und offenbar ist diese letzte Bestimmung 
durch meine Abbildung mit derjenigen des Herrn Darboux äquivalent. 





1) Die hier angedeutete Methode zur Diskussion der Kummerschen Fläche 
und einer zugehörigen Kongruenz zweiter Ordnung und Klasse gründet sich auf 
die Abbildung des linearen Komplexes in einem Punktraume. Einfacher ist es, den 
Ausgangspunkt in der Abbildung desjenigen Komplexes, dessen Singularitätenfläche 
ein Tetraeder ist, zu nehmen. (Lie, Repr. der Imag., Akademie zu Christiania 
1869, S. 107, 122—130. [Diese Ausg. Bd. I, Abh. IV, S. 33, 46—59].) 
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82. Die Herren Darboux und Moutard haben bekanntlich ge- 
funden, daß eine F, auf fünf Weisen als vollständige Enveloppe von zwei- 
fach unendlich vielen Kugeln, die jedesmal eine Kugel S orthogonal schnei- 
den, aufgefaßt werden kann. Diese fünf Kugeln 8 schneiden einander paar- 
weise orthogonal; ferner führt eine Transformation durch reziproke Radien 
hinsichtlich einer Kugel $ jedesmal die F, in sich selbst über. 

Andererseits hat Herr Kummer gezeigt, daß die Doppeltangenten 
einer fa sechs Kongruenzen zweiter Ordnung und Klasse bilden, und hier- 
bei liegen die sechs entsprechenden linearen Komplexe © nach Herrn 
Klein paarweise in Involution. Die Fläche transformiert sich in sich 
selbst einerseits durch eine jede reziproke Umformung hinsichtllich eines 
linearen Komplexes C', andererseits durch die 15 reziproken Punkttrans- 
formationen, zu denen sich die eben besprochenen Transformationen paar- 
weise zusammensetzen lassen. 

Diese letzte Theorie geht, wenn H = 0 als ein Komplex © gewählt 
wird, durch meine Kugelabbildung unmittelbar in die erste über. 


83. Herrn Kleins Darstellung eines Systems konfokaler Linien- 
komplexe mittels seiner sechs Fundamentalkomplexe: x, = 0, 2, — 0 
I > 0: 

(1) RS ee tn En 
wobei die Linienkoordinaten einer Bedingungsgleichung: 


Lt + +20 =0 


yerng 











—(, 


genügen, gibt eine elegante Form!) für die allgemeine Gleichung eines 
Darboux-Moutardschen Orthogonalsystems, die folgende nämlich: [253 


Re 
(2) a, 


Die fünf Punktkoordinaten $,,8s,...,5;, zwischen denen eine Be- 
dingungsgleichung: 


+: +. 


S+Ss2+..+=0 


stattfindet, bezeichnen die mit gewissen Koeffizienten multiplizierten Po- 
tenzen eines Punktes hinsichtlich der fünf paarweise orthogonalen Kugeln $. 

Herr Klein hat aus der Gleichung (1) geschlossen, daß sich die Ge- 
raden eines Komplexes zweiten Grades in Gruppen zu 32 zusammenfassen 





1) Es ist mir nicht bekannt, daß diese Form veröffentlicht worden ist. Nach 
einer brieflichen Mitteilung des Herrn Darboux findet sich diese indessen bereits 
in einem ungedruckten M&moire, welches er 1868 der Pariser Akademie ein- 
gereicht hat. 
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lassen, und zwar in solcher Weise, daß eine jede unter den früher be- 
sprochenen Transformationen eine beliebige Gruppe in sich selbst über- 
führt. Ebenso zeigt (2), daß sich die Punkte einer F, zu 16 zusammen- 
ordnen, dergestalt, daß eine jede Transformation durch reziproke Radien 
hinsichtlich einer Kugel $ die Gruppe ungeändert läßt. Auf die Existenz 
dieser Punktgruppen hat mich Herr Darboux aufmerksam gemacht!) 


Man betrachte einen Linienkomplex, dessen Gleichung nur die Qua- 
drate der Kleinschen Koordinaten &,,..., 2, enthält. Der Komplex, wie 
auch die Singularitätenfläche, sind ihre eigenen reziproken Polaren hin- 
sichtlich eines jeden der sechs Fundamentalkomplexe. Infolgedessen ordnen 
sich die Doppeltangenten jener Fläche im allgemeinen in sieben Kon- 
gruenzen, unter denen sechs je einem Fundamentalkomplexe angehören. 
Nach einem Satze von mir ($ 12) findet man sechs algebraische Haupt- 
tangentenkurven, die nach Herrn Klein zugleich Kurven vierpunktiger 
Berührung sind. Diese Sätze übertragen sich sämtlich auf Kugelgeometrie.?) 

Hier mag die Bemerkung ihren Platz finden, daß Herrn Moutards 
Untersuchungen über Flächen, die von zweifach unendlich vielen Ortho- 
gonalkugeln einer Kugel umhüllt werden, durch meine Abbildung einem 
Studium von Linienkongruenzen, die einem linearen Komplexe angehören, 


entprechen. 


$ 26. Zur Theorie des linearen Komplexes. Über Herrn Kleins [254 
metrische Liniengeometrie. 


84. Im Raume r treten bei unserer Kugelabbildung ein linearer Kom- 
plex H=0 und eine Gerade desselben Const. — 0 als ausgezeichnete Ge- 
bilde auf; andererseits ist der unendlich weit entfernte imaginäre Kreis ein 
Fundamentalgebilde in R, und zwar das einzige. Es folgt hieraus, daß die 
gewöhnliche metrische Geometrie, die sich ja überhaupt mit auf den ge- 





1) Bemerkenswert ist auch, daß die Aufgaben: alle Spezialformen der Flächen 
F, und f, anzugeben, äquivalente Probleme sind. Die Untersuchungen des Herrn 
Korndörfer (Math. Ann. I, 8.592, II, S. 41) lassen sich also für die Theorie der 
Kummerschen Fläche vierter Ordnung mit 16 Knotenpunkten verwerten. 

2) Sind F\, F,, F, rationale Funktionen von &,?, 2, &z, X, &, und &,, SO 
definieren die Gleichungen F,=0, F,=0, F,=0 eine Linienfläche, die ihre 
eigene reziproke Polare hinsichtlich x, = 0 ist. Infolgedessen findet man ($ 12) 
eine algebraische Haupttangentenkurve auf derselben und darnach die übrigen 
durch Quadratur. Geht auch x, nur mit seinem Quadrate in die Gleichungen ein, 
so ist die Linienfläche ihre eigene Polare, sowohl hinsichtlich x, = 0 wie hinsicht- 
lich &,=0. Alsdann findet man zuerst zwei algebraische Haupttangentenkurven 
und darnach die übrigen durch algebraische Operationen. 
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nannten Kreis bezüglichen projektivischen Beziehungen beschäftigt, in 
eine Geometrie!) übergeht, deren Gegenstand kovariante Beziehungen hin- 
sichtlich eines linearen Komplexes und einer Geraden desselben sind. Ent- 
sprechende Bemerkungen können hinsichtlich einer jeden Abbildung ge- 
macht werden, bei welcher Fundamentalgebilde in zwei Räumen auftreten. 
Ohne auf das hiermit angedeutete geometrische Prinzip näher einzugehen, 
werde ich das Obengesagte durch einige Beispiele, unter denen insbeson- 
dere das letzte wichtig ist, erklären. 


a) Es läßt sich die Aufgabe stellen, alle Gruppen linearer Transfor- 
mationen anzugeben. Ich sage dabei, daß eine kontinuierliche oder dis- 
kontinuierliche Schar Transformationen eine Gruppe bildet, wenn die 
Kombination einiger dieser Transformationen jedesmal mit einer Trans- 
formation der gegebenen Schar äquivalent ist. Herr.Jordan hat ins- 
besondere alle Gruppen von Bewegungen bestimmt (Annali, Ser. II, t. II). 

Erinnert man sich nun ($ 13, Nr. 36), daß den Bewegungen des 
Raumes R lineare Transformationen des anderen Raumes entsprechen und 
zwar solche, bei denen einfach unendlich viele lineare Kom- 
plexe, die einander nach einer gemeinsamen (eraden be- 
rühren, in sich übergeführt werden, so sieht man, daß unsere 
Abbildung, auf die Jordansche Theorie angewandt, alle Gruppen unter 
den eben besprochenen linearen Transformationen ergibt. 


b) Die Flächen eines irreduktiblen Orthogonalsystems in R sind be- 
kanntlich in eine imaginäre Developpable eingeschrieben; demzufolge 
bilden sie sich in r als Kongruenzen Ü ab, deren Brennflächen?) ein- |255 
ander nach einer gemeinsamen Haupttangentenkurve berühren. Der be- 
kannte Satz, daß die Flächen eines Orthogonalsystems einander nach 





1) Bemerkenswertist, daß dem Winkelbegriffe desRaumes R 
im anderen Raume ein Begriff entspricht, der sich nur aufden 
linearen Komplex H=0, dagegen nicht auf die Gerade Const. = 0 
bezieht. Der Beweis liegt darin, daß einer jeden Transformation des Raumes r, 
die den Komplex H= 0 in sich überführt, eine Umformung von R entspricht, bei 
welcher alle Winkel ungeändert bleiben ($ 13, Nr. 36). 

2) Wenn das gegebene Orthogonalsystem das Darboux-Moutardsche ist, 
so sind die Brennflächen ($ 24, Nr. 79) eine Schar Kummerscher Flächen vierter 
Ordnung mit 16 Knotenpunkten, die einander nach einer gemeinsamen Haupt- 
tangentenkurve achter Ordnung und Klasse berühren und sonst keinen Schnittpunkt 
haben. Es ist bemerkenswert, daß, wenn man unter diesen Flächen eine beliebige 
nimmt und alle zugehörigen konfokalen Komplexe zweiten Grades betrachtet, die 
im Texte besprochene Kongruenzschar sich immer als Durchschnitt dieser Kom- 
plexe mit einem doppeltzählenden linearen Komplexe desselben Systems auf- 
fassen läßt. : 
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lassen, und zwar in solcher Weise, daß eine jede unter den früher be- 
sprochenen Transformationen eine beliebige Gruppe in sich selbst über- 
führt. Ebenso zeigt (2), daß sich die Punkte einer F, zu 16 zusammen- 
ordnen, dergestalt, daß eine jede Transformation durch reziproke Radien 
hinsichtlich einer Kugel $ die Gruppe ungeändert läßt. Auf die Existenz 
dieser Punktgruppen hat mich Herr Darboux aufmerksam gemacht!) 


Man betrachte einen Linienkomplex, dessen Gleichung nur die Qua- 
drate der Kleinschen Koordinaten &,,..., 24 enthält. Der Komplex, wie 
auch die Singularitätenfläche, sind ihre eigenen reziproken Polaren hin- 
sichtlich eines jeden der sechs Fundamentalkomplexe. Infolgedessen ordnen 
sich die Doppeltangenten jener Fläche im allgemeinen in sieben Kon- 
gruenzen, unter denen sechs je einem Fundamentalkomplexe angehören. 
Nach einem Satze von mir ($ 12) findet man sechs algebraische Haupt- 
tangentenkurven, die nach Herrn Klein zugleich Kurven vierpunktiger 
Berührung sind. Diese Sätze übertragen sich sämtlich auf Kugelgeometrie.?) 

Hier mag die Bemerkung ihren Platz finden, daß Herrn Moutards 
Untersuchungen über Flächen, die von zweifach unendlich vielen Ortho- 
gonalkugeln einer Kugel umhüllt werden, durch meine Abbildung einem 
Studium von Linienkongruenzen, die einem linearen Komplexe angehören, 
entprechen. 


$ 26. Zur Theorie des linearen Komplexes. Über Herrn Kleins [254 
metrische Liniengeometrie. 


84. Im Raume r treten bei unserer Kugelabbildung ein linearer Kom- 
plex H=0 und eine Gerade desselben Const. — O als ausgezeichnete Ge- 
bilde auf; andererseits ist der unendlich weit entfernte imaginäre Kreis ein 
Fundamentalgebilde in R, und zwar das einzige. Es folgt hieraus, daß die 
gewöhnliche metrische Geometrie, die sich ja überhaupt mit auf’den ge- 





1) Bemerkenswert ist auch, daß die Aufgaben: alle Spezialformen der Flächen 
F, und f, anzugeben, äquivalente Probleme sind. Die Untersuchungen des Herrn 
Korndörfer (Math. Ann. I, 8.592, II, S. 41) lassen sich also für die Theorie der 
Kummerschen Fläche vierter Ordnung mit 16 Knotenpunkten verwerten. 

2) Sind F,), F,, F, rationale Funktionen von %,?, X, X, %4, &, und x,, SO 
definieren die Gleichungen F,=0, F,=0, F,=0 eine Linienfläche, die ihre 
eigene reziproke Polare hinsichtlich &, = 0 ist. Infolgedessen findet man ($ 12) 
eine algebraische Haupttangentenkurve auf derselben und darnach die übrigen 
durch Quadratur. Geht auch x, nur mit seinem Quadrate in die Gleichungen ein, 
so ist die Linienfläche ihre eigene Polare, sowohl hinsichtlich x,—= 0 wie hinsicht- 
lich &,=0. Alsdann findet man zuerst zwei algebraische Haupttangentenkurven 
und darnach die übrigen durch algebraische Operationen. 
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nannten Kreis bezüglichen projektivischen Beziehungen beschäftigt, in 
eine Geometrie!) übergeht, deren Gegenstand kovariante Beziehungen hin- 
sichtlich eines linearen Komplexes und einer Geraden desselben sind. Ent- 
sprechende Bemerkungen können hinsichtlich einer jeden Abbildung ge- 
macht werden, bei welcher Fundamentalgebilde in zwei Räumen auftreten. 
Ohne auf das hiermit angedeutete geometrische Prinzip näher einzugehen, 
werde ich das Obengesagte durch einige Beispiele, unter denen insbeson- 
dere das letzte wichtig ist, erklären. 


a) Es läßt sich die Aufgabe stellen, alle Gruppen linearer Transfor- 
mationen anzugeben. Ich sage dabei, daß eine kontinuierliche oder dis- 
kontinuierliche Schar Transformationen eine Gruppe bildet, wenn die 
Kombination einiger dieser Transformationen jedesmal mit einer Trans- 
formation der gegebenen Schar äquivalent ist. Herr.Jordan hat ins- 
besondere alle Gruppen von Bewegungen bestimmt (Annali, Ser. II, t. II). 

Erinnert man sich nun ($ 13, Nr. 36), daß den Bewegungen des 
Raumes R lineare Transformationen des anderen Raumes entsprechen und 
zwar solche, bei denen einfach unendlich viele lineare Kom- 
plexe, die einander nach einer gemeinsamen (Geraden be- 
rühren, in sich übergeführt werden, so sieht man, daß unsere 
Abbildung, auf die Jordansche Theorie angewandt, alle Gruppen unter 
den eben besprochenen linearen Transformationen ergibt. 


b) Die Flächen eines irreduktiblen Orthogonalsystems in R sind be- 
kanntlich in eine imaginäre Developpable eingeschrieben; demzufolge 
bilden sie sich in r als Kongruenzen Ü ab, deren Brennflächen?) ein- |255 
ander nach einer gemeinsamen Haupttangentenkurve berühren. Der be- 
kannte Satz, daß die Flächen eines Orthogonalsystems einander nach 





1) Bemerkenswertist, daß dem Winkelbegriffe desRaumes R 
im anderen Raume ein Begriff entspricht, der sich nur auf den 
linearen Komplex H=0, dagegen nicht auf die Gerade Const. = 0 
bezieht. Der Beweis liegt darin, daß einer jeden Transformation des Raumes r, 
die den Komplex H=0 in sich überführt, eine Umformung von R entspricht, bei 
welcher alle Winkel ungeändert bleiben ($ 13, Nr. 36). 

2) Wenn das gegebene Orthogonalsystem das Darboux-Moutardsche ist, 
so sind die Brennflächen ($ 24, Nr. 79) eine Schar Kummerscher Flächen vierter 
Ordnung mit 16 Knotenpunkten, die einander nach einer gemeinsamen Haupt- 
tangentenkurve achter Ordnung und Klasse berühren und sonst keinen Schnittpunkt 
haben. Es ist bemerkenswert, daß, wenn man unter diesen Flächen eine beliebige 
nimmt und alle zugehörigen konfokalen Komplexe zweiten Grades betrachtet, die 
im Texte besprochene Kongruenzschar sich immer als Durchschnitt dieser Kom- 
plexe mit einem doppeltzählenden linearen Komplexe desselben Systems auf- 
fassen läßt. 4 
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Krümmungslinien schneiden, zeigt mit Berücksichtigung des Theorems in 
$ 12, Nr. 33, daß die gemeinsamen Geraden zweier Kongruenzen ( eine 
Linienfläche bilden, welche die beiden zugehörigen Brennflächen nach 
Haupttangentenkurven berührt. Nun gibt es bekanntlich unbegrenzt viele 
Orthogonalsysteme, und also kann ein linearer Komplex auf un- 
begrenzt viele Weisen zerlegt werden in Kongruenzen, 
welche die Eigenschaft besitzen, daß die zweien Kongru- 
enzen gemeinsame Linienfläche jedesmal die zugehörigen 
Brennflächen nach Haupttangentenkurven berührt.) 


85. Schon in der Einleitung habe ich hervorgehoben, daß ich, während 
ich mich mit den Ideen dieser Abhandlung beschäftigte, in lebhaftem Ver- 
kehr mit Herrn Klein gewesen bin. Derselbe teilte meine Überzeugung, 
daß der von mir gefundene Zusammenhang zwischen Liniengeometrie und 
Kugelgeometrie, wie auch zwischen Haupttangentenkurven und Krümmungs- 
linien ein wesentlicher Gedanke sei. Infolgedessen entwickelte er denselben 
selbständig, und insbesondere beschäftigte er sich zu derselben Zeit wie 
ich mit solchen Liniensystemen des linearen Komplexes, die den Ortho- 
gonalsystemen des gewöhnlichen Punktraumes entsprechen. Er wurde 
hierdurch auf diejenigen Ideen geführt, die er in den Göttinger Nachrichten 
1871, Nr. 4 dargestellt hat, und welche er ausführlicher und in umgestal- 
teter Form in der folgenden?) Abhandlung auseinandersetzen wird. 

Der im Schlusse der vorangehenden Nummer aufgestellte Satz kann 
die Frage veranlassen, ob die besprochene Eigenschaft für den linearen 
Komplex charakteristisch ist, oder ob dieselbe einem jeden Komplexe zu- 
kommt. 

Andererseits führt die von Herrn Klein gegebene Gleichungsform 
konfokaler Komplexe zweiten Grades in Verbindung mit den Theorien 
des $ 24 natürlich darauf, diese Komplexschar als ein Analogon im [256 
Linienraume zu den Orthogonalsystemen des gewöhnlichen Punktraumes 
aufzufassen. Es liegt hier zugleich nahe, eine Erweiterung des Dupin- 
schen Theorems, und zwar in der folgenden Form zu vermuten: die Linien- 
fläche, welche dreien der Komplexe gemeinsam ist, berührt die Brennfläche 
der zweien dieser drei Komplexe gemeinsamen Kongruenz nach einer 
Haupttangentenkurve. Ist dieser Satz bewiesen, so fragt es sich, ob noch 
andere Systeme von Linienkomplexen in dieser Beziehung stehen. Herr 
Klein hat nun gefunden), daß diesen unbestimmten Spekulationen, die 





1) In dieser Weise findet man beliebig viele algebraische Flächen mit alge- 
braischen Haupttangentenkurven. 

2) [Ann. V, 8. 257 ff. Ges. Abh. I, S. 106 ff.] 

3) Göttinger Nachrichten, März 1871. 
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sich auch mir dargeboten hatten, eine Realität entspricht. Beim Beweise 
benutzt er in seiner ersten Mitteilung zur Bestimmung der geraden Linie 
vier Koordinaten, welche mit den von mir in dieser Abhandlung und auch 
in früheren Arbeiten als Linien- oder Kugelkoordinaten!) benutzten vier 
Größen X, Y, Z, H identisch sind. Er knüpft daran die weitere Bemerkung, 
daß unter der Zugrundelegung dieser Koordinaten die Liniengeometrie mit 
der metrischen Geometrie zwischen vier Variabeln identisch wird, insofern 
nämlich bei ihrer Zugrundelegung das Moment zweier Geraden sich dar- 
stellt wie die Entfernung zweier Punkte im Raume von vier Dimensionen, 
und die Bedingung für die involutorische Lage zweier Komplexe wie die 
Bedingung für die Orthogonalität zweier Flächen in diesem Raume. 

Es ist dieses offenbar etwas anderes als der schon früher von mir 
hervorgehobene Zusammenhang zwischen gewissen Theorien der Plücker- 
schen Liniengeometrie und einigen Problemen der gewöhnlichen metrischen 


Geometrie. | Christiania, 15. Novbr. 1871. 


Nachschrift. Nachträglich erfahre ich neue und wichtige Beziehungen 
zwischen meinen und Herrn Darbouxs Arbeiten. Dieser teilt mir nämlich mit, 
daß er alle Berührungstransformationen eines Raumes von n Dimensionen bestimmt 
habe, und daß er sich ferner mit der einem Kurvenkomplexe (und zugleich auch 
mit der einem Flächenkomplexe) zugehörigen partiellen Gleichung erster Ordnung 
beschäftigt habe, ohne indessen bis jetzt etwas darüber zu veröffentlichen. Es stehen 
diese Arbeiten des Herrn Darboux in Verbindung mit seinen fundamentalen 
Untersuchungen über die partiellen Differentialgleichungen. März 1872. 





1) Ich muß daran erinnern, daß die Koordinaten X, Y, Z, Hals ein Degenera- 
tionsfall der von Herrn Klein 1868 eingeführten sechs homogenen Linienkoor- 
dinaten, zwischen denen eine Bedingungsgleichung von der Form: 

i Pt’ +00 
stattfindet, aufzufassen sind ($ 10, Nr. 30). 


iE 
Beiträge zur Theorie der Minimalflächen. [331 


I. Projektivische Untersuchungen über algebraische Minimalflächen. 


Math. Ann. Bd. XIV, Heft 3, S. 331—416, ausgeg. 13. 2. 1879. 


Nach den bahnbrechenden Arbeiten von Monge und Lagrange 
ist die Theorie der Minimalflächen bekanntlich von einer großen Anzahl 
von Mathematikern behandelt worden. Indem ich mir erlaube, in der nach- 
stehenden und einigen weiteren Abhandlungen einige neue Beiträge zu 
dieser interessanten Theorie zu liefern, beschränke ich mich darauf, die- 
jenigen früheren Untersuchungen zu nennen, die die nächste Veranlassung 
zu meinen eigenen Bestrebungen gewesen sind.!) 

Die partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren Integral- 
flächen Minimalflächen sind, wurde von Lagrange aufgestellt, und dar- 
nach von Monge integriert. Nach der Natur der Sache war Monges 
allgemeines Integral mit Imaginären behaftet, und daher gelang es lange 
nur, ganz partikuläre reelle Minimalflächen zu finden. Erst Bonnet gab 
eine allgemeine Methode zur Auffindung aller reellen Minimalflächen, und 
gleichzeitig eine Methode zur Bestimmung von beliebig vielen reellen 
algebraischen Minimalflächen. 

Weierstraß gab später eine erschöpfende und elegante Methode 
zur Auffindung aller reellen algebraischen Minimalflächen. Zugleich 
stellte er die Aufgabe, alle Minimalflächen gegebener Klasse zu bestim- 
men. — Hiermit war also die Aufmerksamkeit insbesondere auf die 
algebraischen Minimalflächen gelenkt worden. 

Im folgenden versuche ich, eine allgemeine pro) ektivische Theo- 
rie der algebraischen Minimalflächen zu entwickeln. Ich gebe 





1) Eine ausführliche Angabe der hierher gehörigen Literatur findet man in 
den folgenden Abhandlungen: Riemann, Abhandlungen der Gesellschaft d. W. 
zu Göttingen, Bd. 13; Beltrami, Memorie ... di Bologna, Serie II, Tomo 7, 1868; 
Schwarz, Crelle-Borchardts Journal, Bd. 80. Unter den neuesten Arbeiten über 
diesen Gegenstand erlaube ich mir die Aufmerksamkeit auf einige schöne Sätze 
von Herrn Henneberg zu lenken. (Vergleiche seine Dissertation, Zürich 1875, und 
Annali di Matematica, Bd. 9.) 
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bemerkenswerte Methoden zur Bestimmung von Klasse und Ordnung [332 
einer beliebigen Minimalfläche. Ich beschäftige mich mit der Bestimmung 
aller reellen Minimalflächen von gegebener Klasse, oder von gegebener Ord- 
nung. Es gelingt mir zum Beispiel, die Gleichung einer jeden Minimal- 
fläche, deren Klassenzahl eine beliebige vorgelegte Primzahl ist, anzugeben. 
Ich vervollständige Geisers schöne Untersuchungen über die unendlich 
entfernten Punkte einer Minimalfläche, und so weiter. 


In meiner nächsten Abhandlung über Minimalflächen entwickele ich 
einen allgemeinen Zusammenhang zwischen der Krümmungstheorie aller 
algebraischen Raumkurven und der Theorie aller algebraischen Minimal- 
flächen, die in eine vorgelegte algebraische Developpable eingeschrie- 
ben sind. 

In meinen beiden ersten, wie auch in meinen späteren Arbeiten über 
Minimalflächen werde ich gelegentlich die Theorie der Berührungs- 
transformationen für die Theorie der Minimalflächen verwerten. 


Ich hege überhaupt die Hoffnung, daß meine Untersuchungen dazu 
dienen werden, die Theorie der Minimalflächen in höherem Grade als 
früher geschehen war, einer synthetischen Behandlung zugänglich zu 
machen. !) 

Nach dem Vorgange von Riemann und Weierstraß untersucht 
man jetzt häufig eine reelle Minimalfläche, indem man ihre reellen Punkte 
in der bekannten Weise auf die reellen Punkte einer (x + iy)- Ebene be- 
zieht. So schön, einfach und fruchtbar diese Methode auch sein 
mag, so scheint es mir doch eine Unvollkommenheit derselben zu sein, 
daß sie nur die reellen Punkte der reellen Minimalflächen 
in Betracht zieht. Obgleich ich daher den bleibenden Wert der Riemann- 
Weierstraßischen Methode unbedingt anerkenne, wage ich doch zu 
glauben, daß es nützlich sein wird, Methoden zu entwickeln, die nicht 
allein die reellen, sondern auch die imaginären Punkte der Minimalflächen 
berücksichtigen. 





1) In einer Abhandlung im Bd. II der Zeitschrift „Archiv for Mathematik og 
Naturvidenskab“, Christiania [1877, d. Ausg. Bd. I, Abh. XVII], habe ich mich schon 
mit Untersuchungen über Ordnung und Klasse der Minimalflächen beschäftigt. Im 
Texte wird ein Fehler jener Arbeit korrigiert. (Vergleiche den letzten Paragraphen 
dieser Arbeit.) 
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$1. Über die Flächen, die in zweifacher Weise 
durch Translationsbewegung einer Kurve erzeugt werden können. 


Unter den Flächen, die sich folgendermaßen darstellen lassen: 
(1) y=BeÜ)+B(), 
2=C0M)+C,(r), 


befinden sich, wie wir später nach Monge zeigen werden, insbeson- [333 
dere alle Minimalflächen, die keine imaginären Developpablen sind. Ich 
habe gefunden, daß eine große Anzahl Eigenschaften der Minimalflächen 
überhaupt allen Flächen zukommt, die die Gleichungsform (1) besitzen. 
Daher finde ich es zweckmäßig, zunächst die allgemeine Flächenkategorie 
zu betrachten, die durch die Gleichungen (1) definiert wird. 


1. Ich nehme zwei Kurven!) c, und x,, die einen Punkt p, gemein 
haben, und verschiebe c, parallel mit sich selbst derart, daß p, die Kurve 
%, durchläuft. Hierbei beschreibt ein beliebiger auf c, gelegener Punkt 
eine Kurve x, die mit x, kongruent und gleichgestellt ist. Infolgedessen 
kann die von der beweglichen Kurve c erzeugte Fläche zugleich durch 
Translationsbewegung der Kurve x erzeugt werden. Also: 


Satz 1. Kann eine Fläche in einer Weise durch Trans- 
lationsbewegung einer Kurve erzeugt werden, so gestattet 
sienoch eine solche Erzeugung. 


Es ist leicht, zu erkennen, daß sich die hiermit definierten Flächen 
auch dadurch charakterisieren lassen, daß sie die Gleichungsform (1) be- 
sitzen. Es seien in der Tat: 


= Al), y=-PBÜ), 2=C) 
die Gleichungen der Kurve c,, und ebenso seien: 
= A,(t), y=B,(t), 2=(C,(r) 


die Gleichungen der Kurve x,. Dabei werden wir der Einfachheit wegen 
annehmen, daß der Koordinatenanfangspunkt der gemeinsame Punkt p, 





1) Wenn ich von Kurven spreche, so verstehe ich darunter den Inbegriff aller 
Wertsysteme x, y, 2, die durch zwei Gleichungen: f=0, = 0 bestimmt werden. 
Dabei nehme ich wie gewöhnlich an, daß f und p Reihenentwickelungen sind, die 
innerhalb eines gewissen Bereiches konvergieren. Ä 
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unserer beiden Kurven ist. Unter diesen Voraussetzungen stellen die Glei- 


chungen: ee NOME 

y=B(t) + Bı(@), 

z=0(lÜ)+C(r) 
offenbar eine Fläche dar, die durch Translationsbewegung sowohl von 
C, wie von x, erzeugt werden kann. Gibt man dem Parameter r sukzessiv 
verschiedene konstante Werte, so erhält man auf der Fläche gelegene 
Kurven c, die mit c, kongruent und gleichgestellt sind. Gibt man anderer- 


seits dem Parameter ? konstante Werte, so erhält man auf der Fläche ge- 
legene Kurven x, die mit x, kongruent und gleichgestellt sind. 


2. Die Flächenfamilie (1) gestattet eine andere einfache geo- [334 
metrische Erzeugung, die allerdings mit der soeben vorgetragenen in 
genauester Verbindung steht. 

Ich betrachte die beiden Kurven: 


(2) 4 =24A(), y=2BÜ), 4 =2C6) 
und: 
(3) %=2A(t), %=2B(r), 2=2C,(r) 


und verbinde einen beliebigen Punkt z,, y,, 2, der ersten Kurve durch 
eine Gerade mit einem beliebigen Punkte x,, Ya, 25 der zweiten Kurve. 
Ich suche den Mittelpunkt: 


em tm), yaıhıty) etatz) 
dieser beiden Punkte. Der Ort dieser Mittelpunkte ist offenbar die Fläche: 


x = A(t) + Ale), 
y=-Bi)+ Be), 
2=0H+ Cr). 
Nimmt man einen bestimmten Punkt x, %ı, 2, und läßt dagegen den 
Punkt %,, %, 23 die Kurve (3) durchlaufen, so beschreibt der Mittelpunkt 
eine Kurve x. 
Diese zweite geometrische Erzeugung wird in dieser ersten Abhand- 


lung keine Rolle spielen, während sie den Ausgangspunkt meiner nächsten 
Arbeit über Minimalflächen bilden soll. 


3. Konstruiert man in einem beliebigen Punkte einer Fläche, die die 
Gleichungsform (1) besitzt, die Tangente an die hindurchgehende Kurve ec 
und zugleich die Tangente an die hindurehgehende Kurve x, so liegen 
diese beiden Geraden, wie jetzt gezeigt werden soll, harmonisch hin- 
sichtlich der beiden Haupttangenten. 
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Man nehme in der Tat zwei benachbarte Kurven e und zugleich zwei 
benachbarte Kurven x. Diese vier Kurven bestimmen nach unseren 
früheren Entwickelungen ein infinitesimales auf der Fläche gelegenes Par- 
allelogramm, dessen Seiten infinitesimale Strecken der vier Kurven 
sind. Hieraus folgt, daß je zwei zusammenstoßende Seiten des Parallelo- 
gramms im Dupinschen Sinne konjugierte Gerade sind. Also: 


Satz 2. In jedem Punkte unserer Fläche bestimmen die 
hindurchgehenden Kurven ce und # zwei Richtungen, die 
zu den zugehörigen Haupttangenten harmonisch liegen. 


Einen analytischen Beweis dieses fundamentalen Satzes erhält man 
folgendermaßen. 
In jedem nicht singulären Punkte unserer Fläche bilden die Fort- 
schreitungsrichtungen dx, dy, dz ein ebenes Büschel: 
de=A'Mdt+ A,(lT)dr, [335 
(4) dy = B’(t)dt + B/(r)dr, 
dz=(C’(Ydat+ C/’(v)dr, 
das in der Tangentenebene gelegen ist. Durch Elimination von dt 
und dr kommt die Gleichung: 
da AH A,() 
dy Bl) B’W)|=0, 
de CO) C(@) 
die als Gleichung der Tangentenebene aufgefaßt werden kann. Dement- 
sprechend ist: 


de A’+A"di A) + Aydr 
dy B’+Bb’dti B/+B/’dı =0 
dze C’+C’dt C/+ C’dr 
die Gleichung der Tangentenebene in einem benachbarten Punkte. Ich 
verlange, daß die Verbindungsgerade unserer beiden benachbarten Punkte 
eine Haupttangente sein soll, das heißt, daß diese Verbindungsgerade 
die Schnittlinie der beiden benachbarten Tangentenebenen ist. Unsere 
Forderung kommt darauf hinaus, daß die beiden letzten Gleichungen durch 
dasselbe Wertsystem dx, dy, dz befriedigt werden, und findet daher ihren 
analytischen Ausdruck in der Gleichung: 
07. A:08 A|. 02: A 4,0% 
dy Db’dt B/|+|dy B' B’dı =0, 
de O’dt C! ds C' Ode! 
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wenn man in derselben dx, dy, dz durch ihre Werte (4) ersetzt. In dieser 
Weise ergibt sich als Differentialgleichung der Haupttangentenkurven 
die Gleichung: 


4A’ B. dr A 4} A," 
B' B" Bi idt+|B/ B Brlde=0, 
He £* a Cr er Cr 


welche die Differentiale d# und dr nur als Quadrate dt?, dr?, dagegen 
nicht in der Kombination dtdr enthält. 

Diese Form der Differentialgleichung zeigt, daß in jedem Punkte der 
Fläche die beiden Haupttangenten harmonische Lage hinsichtlich der 
Richtungen der Kurven £ = Const. und r = Const. besitzen. 


4. Jetzt konstruieren wir in jedem Punkte einer Kurve c die Tan- 
gente an die durch denselben Punkt hindurchgehende Kurve x. Nach der 
Definition unserer Fläche müssen alle diese Tangenten parallel sein, so- 
daß ihr Inbegriff eine um die Fläche umgeschriebene Zylinderfläche bildet. 
Also: 


Satz 3. Die Developpable, die unsere Fläche längs [336 
einer Kurve der einen Schar berührt, ist eine Zylinder- 
fläche. 

Dieser Satz gibt, wie ich beiläufig bemerke, ohne Schwierigkeit einen 
dritten Beweis des Satzes 2. 


5. Ich lasse jetzt eine erste Beschränkung eintreten. Ich setze näm- 
lich voraus, daß sich die Tangenten der Kurven c, und %, paarweise als 
parallel zusammenordnen lassen, anders ausgesprochen, daß diese beiden 
Kurven eine gemeinsame irreduktible Differentialgleichung von der Form: 


f(dx, dy, de) = 0 


befriedigen. Alsdann müssen sämtliche Kurven ce und x die Gleichung 
f=0 erfüllen. 

Ich werde zeigen, daß in diesem Falle sowohl die Kurven e wie die 
Kurven x eine Umhüllungskurve, und zwar eine gemeinsame Um- 
hüllungskurve besitzen. 

Die durch die Punkte einer Kurve c, hindurchgehenden Kurven x 
besitzen nämlich in diesen Punkten eine gemeinsame Tangentenrichtung. 
Und nach unserer Voraussetzung hat auch die Kurve c, dieselbe Richtung 
in einem gewissen Punkte x. In diesem Punkte berührt daher c, die durch 
denselben Punkt hindurchgehende Kurve #. Erinnert man sich nun, daß c, 
in die benachbarte Kurve c,' übergeht durch eine infinitesimale Translation, 
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deren Richtung die besprochene gemeinsame Tangentenrichtung ist, so er- 
kennt man einerseits, daß c,undc, einander im Punkte x schneiden, sodaß 
alle ce eine Umhüllungskurve & bestimmen, andererseits, daß c, diese Um- 
hüllungskurve im Punkte x berührt. Und da c, in diesem Punkte zu- 
gleich eine Kurve x berührt, so folgt, daß & auch von allen x berührt 
wird. Also: 


Satz 4. Wenndie auf unserer Fläche gelegenen Kurven c 
und x eine [irreduktible] Relation von der Form: 


f(da, dy, dz) = 0 


befriedigen, so haben sowohl die Kurven ec, wie die Kurven 
x eine Umhüllungskurve, und zwar haben beide Kurven- 
scharen dieselbe Umhüllungskurve. 

Hieraus folgt, daß unsere Fläche zwei weitere Erzeugungsweisen ge- 
stattet. Entweder kann man die Kurve e in Translationsbewegung führen, 
derart, daß sie längs & gleitet; oder auch, man kann die Kurve x in 
Translationsbewegung führen, derart, daß sie längs & gleitet. 

Man wähle andererseits eine beliebige Kurve c, und eine beliebige 
Kurve 2’, deren Tangenten paarweise mit den Tangenten von c parallel 
sind. Gleitet nun e in Translationsbewegung längs 3’, so beschreiben 
die Punkte von ce kongruente und gleichgestellte Kurven x, deren Tan- 
genten jedesmal mit einer Tangente der Kurve c parallel sind. [337 
Dies gibt: 

Satz 5. Gleitet eine Kurve ce in Translationsbewegung 
längs einer Kurve &, deren Tangenten paarweise mit den 
Tangenten von e parallel sind, so kann die erzeugte Fläche 
auch dadurch beschrieben werden, daß eine gewisse andere 
Kurve «in Translationsbewegung längs 2 gleitet. 


$ 2. Geometrische Interpretation von Monges allgemeinem Integrale 
der Differentialgleichung der Minimalflächen. 


Durch eine zweckmäßige Spezialisation gehen die in dem voran- 
gehenden Paragraphen betrachteten Flächen in Minimalflächen über, und 
zwar erhält man in dieser Weise alle Minimalflächen, die in Monges 
allgemeinem Integrale der betreffenden Differentialgleichung enthalten sind. 
Dies soll jetzt gezeigt werden. 

6. Ich setze voraus, daß die in dem vorangehenden Paragraphen be- 
trachteten Kurven c, und x, der Differentialgleichung: 


(1) de? +dy +d=0 
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genügen; anders ausgesprochen, daß sie Kurven von der Länge Null sind. 
Um die Sprache zu erleichtern, erlaube ich mir vorzuschlagen, Kurven, 
deren Länge gleich Null ist, mit dem Namen Minimalkurven zu be- 
zeichnen. Dieser Name scheint mir unter anderm auch deswegen natur- 
gemäß, weil diese Kurven, wie später gezeigt werden soll, als Ebenen- 
gebilde aufgefaßt, Minimalflächen sind. 

Die Voraussetzung, daß c, und x, Minimalkurven sind, zieht nach 
sich, daß auch die allgemeinen Kurven ce und x solche Kurven sind. In- 
folgedessen liegen in jedem Punkte der erzeugten Fläche die beiden 
Haupttangenten harmonisch hinsichtlich der beiden Tangenten, deren 
Länge Null ist. Das heißt, daß die beiden Haupttangenten senkrecht auf 
einander stehen, und daß infolgedessen die beiden Hauptkrümmungsradien 
gleich groß und dabei entgegengesetzt gerichtet sind. Die Fläche ist daher 
eine Minimalfläche. 

Indem man die Entwickelungen des vorangehenden Paragraphen be- 
rücksichtigt, erhält man somit die folgenden Sätze: 


Satz 6. Führt man eine Minimalkurve cin Translations- 
bewegung derart, daß ein Punkt der Kurve eine andere 
Minimalkurvedurchläuft, so beschreibtcimmer eineMini- 
malfläche. 


Satz 7. Nimmt man zwei beliebige Minimalkurven c 
und x, verbindet einen arbiträren Punkt der ersten Kurve 
mit einem arbiträren Punkte der zweiten Kurve, und be- 
stimmt den Mittelpunkt dieser beiden Punkte, so ist der 
Ort dieser Mittelpunkte eine Minimalfläche. 


Satz 8. Gleitet eine Minimalkurve cin Translations- [338 
bewegung längs einer festen Minimalkurve, so beschreibt 
ceine Minimalfläche. 


€. Es ist leicht, nachzuweisen, daß die soeben angegebenen Konstruk- 
tionen sämtliche Minimalflächen liefern, auf denen durch jeden Punkt 
von allgemeiner Lage zwei verschiedene Minimalkurven hindurchgehen. 

Wählt man nämlich auf einer beliebigen Minimalfläche eine Minimal- 
kurve c von allgemeiner Lage, und konstruiert für jeden Punkt dieser 
Kurve die Tangente an die zweite durch diesen Punkt hindurchgehende 
Minimalkurve, so bilden alle diese Tangenten eine Developpable, 
weil jede unter diesen Tangenten zu der entsprechenden Tangente der 
Kurve e konjugiert ist. 

Hieraus folgt, daß die Developpable, die unsere Minimalfläche längs 


einer Minimalkurve von allgemeiner Lage berührt, entweder den Kugel- 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd.II,1i 9 
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kreis enthält, oder, daß diese Developpable ein Kegel ist, dessen Spitze 
auf dem Kugelkreise gelegen ist. Und da es nur eine Developpable gibt, 
die gleichzeitig um die vorgelegte Minimalfläche und den Kugelkreis um- 
geschrieben ist, so erkennen wir, daß der erste Fall jedenfalls nur für 
solehe Minimalflächen eintreten kann, die selbst imaginäre Developpable 
sind, welche um den Kugelkreis umgeschrieben sind. Also: 


Satz 9. Wählt man auf einer beliebigen Minimalfläche 
eine Minimalkurve von allgemeiner Lage und zieht dar- 
nach durch jeden Punkt dieser Kurve die Tangente an die 
zweite durch den betreffenden Punkt hindurchgehende 
Minimalkurve, so treffen die konstruierten Tangenten 
sämtlich den Kugelkreis in demselben Punkte. 

Führt man daher die gewählte Minimalkurve eine infinitesimale 
Strecke in Translationsbewegung gegen den im vorangehenden Satze be- 
sprochenen Punkt des Kugelkreises, so liegt die hierdurch erhaltene be- 
nachbarte Minimalkurve fortwährend auf der Fläche, vorausgesetzt, daß 
man von infinitesimalen Größen zweiter Ordnung absieht. 

Und also kann die vorgelegte Minimalfläche in der Weise beschrieben 
werden, daß man die gewählte Minimalkurve in Translationsbewegung 
führt derart, daß ihre Punkte die Minimalkurven der zweiten Schar 
durchlaufen. 

Hiermit ist die Richtigkeit der im Anfange dieser Nummer aufge- 
stellten Behauptung nachgewiesen, sodaß wir den folgenden Satz aus- 
sprechen können: 


Satz 10. Die Operationen der vorangehenden Nummer 
liefern alle Minimalflächen, auf denen durch jeden Punkt 
von allgemeiner Lage zwei verschiedene Minimalkurven 
hindurchgehen. 

8. Jetzt brauchen wir nur die Ergebnisse der beiden letzten Nummern 
analytisch zu formulieren, um Monges allgemeine Bestimmung aller 
Minimalflächen wiederzufinden. 

Seien in der Tat: [339 


<= A), y= Bi), = C() 
und: 


MEINER ERENTO 00, 
die Gleichungen zweier beliebiger Minimalkurven, sodaß die beiden Glei- 


chungen: da 1 dB da =0, 
dAX®+aB?+dl?=0 
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bestehen. Alsdann bestimmen die Gleichungen : 


= Al)+ A, (e), 

er bi) 7 b(t), 

2= (0(t)+ O,(t) 
eine Fläche, die in zweifacher Weise durch Translationsbewegung einer 
Minimalkurve erzeugt werden kann. Unsere Fläche ist daher (Nr. 6) eine 
Minimalfläche, und andererseits besitzen (Nr. 7) alle Minimalflächen diese 


Gleichungsform, vorausgesetzt, daß man von den imaginären Develop- 
pabeln absieht, die um den Kugelkreis umgeschrieben sind. Also: 


Satz 11. Sieht man von den imaginären um den Kugel- 
kreis umgeschriebenen Developpabeln ab, so besitzt jede 
Minimalfläche die Gleichungsform: 


== AM) + Al), 
y=B(t)+B,@), 
=C()+ GC), 


d4+dB +4 =0=dA®?+dB?+dO! 


ist. Und andererseits bestimmen diese Gleichungen immer 
eine Minimalfläche. 


9. Hiernach reduziert sich die Bestimmung aller Minimalflächen auf 
die Auffindung aller Minimalkurven. Lagran ge hat zuerst gelehrt, be- 
liebig viele Minimalkurven zu bestimmen. Für eine synthetische Auffassung 
scheint mir die folgende von Darboux!) herrührende Bestimmung aller 
Minimalkurven die einfachste zu sein. 


Man unterwirft die allgemeine Ebene: [340 
iz +uy+vz—1=0 
der Bedingungsgleichung: 
? ++ %=(, 





1) Um überhaupt beliebig viele Kurven zu finden, die eine vorgelegte Relation: 
f(x, y, 2,dx, dy, de)—= 0 
erfüllen, sucht man nach Monge und Pfaff eine vollständige Lösung derjenigen 
partiellen Differentialgleichung: 
Fa@,y2,9» =, 


deren Charakteristiken f—= 0 befriedigen. Durch Variation der Konstanten findet 
man beliebig viele Integralflächen, die im allgemeinen eine Rückkehrkante besitzen, 
welche der Gleichung f— 0 genügt. 

9% 


132 II. Beiträge zur Theorie der Minimalfl. I. Projekt. Untersuch. Ann. XIV, 1879 


welche ausdrückt, daß die betreffende Ebene den Kugelkreis berührt, und 
fügt sodann eine beliebige Relation: 


fit, u, v)=0 

hinzu. Die hiermit bestimmten Ebenen bilden eine Developpable, die dem 
Kugelkreise umgeschrieben ist. Die Rückkehrkante derselben ist eine 
Minimalkurve, und auf diese Weise können offenbar sämtliche Minimal- 
kurven erhalten werden.!) Ist insbesondere f eine algebraische Funktion, 
so ist die erhaltene Minimalkurve algebraisch, und umgekehrt ist klar, 
daß alle algebraischen Minimalkurven in dieser Weise erhalten werden. 
Also: 

Satz 12. Die allgemeinste algebraische Minimalkurve 
wird dargestellt in Ebenenkoordinaten durch die Glei- 


chungen: Petr, 


rt, u, v)=0, 
wo f eine arbiträre algebraische Funktion von t,u,v be- 
zeichnet. 


10. Unter den verschiedenen expliziten Formeln für alle Minimal- 
kurven, insbesondere für alle algebraischen Minimalkurven, sind die nach- 
stehenden von Weierstraß herrührenden besonders bemerkenswert: 


z= (1—-8S)F’(s)+ 2sF'(s)— 2F(s), 
&B, y=ill+S)F’(s)— 2isF'(s)+2:iF(s), 
= 2sF"’(s)— 2F'(s), 
woraus durch Differentiation: 
de= (1—- s)F”(s)ds, 
(2) dy=i(l+s)F"(s)ds, 
A — 2s F"(s)ds. 


Daß diese beiden äquivalenten Gleichungssysteme eine Minimalkurve be- 
stimmen, folgt daraus, daß sie die Gleichung: 


de +dyY +d?=0 
identisch erfüllen. Daß sie alle Minimalkurven liefern, liegt darin, daß die 


Ausdrücke der Differentiale dx, dy, dz eine arbiträre Funktion der Hilfs- 
variablen s enthalten. Also: 





1) Besonders interessant für die Theorie der Minimalflächen ist der Fall, daß 
die Gleichung f(t,u,v)—= 0 eine reelle Raumkurve in Ebenenkoordinaten darstellt. 
Diesen Fall betrachte ich in meiner nächsten Abhandlung. 
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Satz 13. Die Formeln (1) liefern alleMinimalkurven. [341 
Läßt man in den Weierstraßischen Formeln F(s) eine beliebige 
algebraische Funktion von s bezeichnen, so erhält man offenbar eine alge- 
braische Minimalkurve. Daß man umgekehrt in dieser Weise sämtliche 
algebraische Minimalkurven findet, kann man folgendermaßen erkennen. 
Laß mich voraussetzen, daß eine algebraische Minimalkurve durch 
die Formeln (1) dargestellt wird. Alsdann können x, y, z immer als 
algebraische Funktionen einer gewissen Hilfsgröße £ ausgedrückt wer- 


den. Und da wegen (2): 
dx .dy 


ee Pre 


ist, so folgt, daß auch s eine algebraische Funktion von £, und ebenso, 
daß ? eine algebraische Funktion von s ist. Folglich sind auch &, y, 2 
algebraische Funktionen von s. Und da aus den Gleichungen (1) folgt: 


F)=—-1{U-N)a+ill+8)y + 282}, 


ergibt sich, daß F(s) selbst eine algebraische Funktion von s ist. 
Hiermit ist der folgende Satz, der sich bei Weierstraß in dieser Form 
nicht findet, erwiesen: 


Satz 14. Man erhält die allgemeinstealgebraische Mini- 
malkurve, indem man in den Formeln {l) für F(s) eine be- 
liebige algebraische Funktion von s wählt. 


$ 3. Reelle Minimalflächen. Algebraische Minimalflächen. 


11. Es ist nun nach Bonnets Vorgange sehr leicht, beliebig viele 
und sogar alle reellen Minimalflächen zu finden. Hierzu stelle ich zu- 
nächst den folgenden, sozusagen evidenten Satz auf: 


Satz 15. Die zu einer beliebigen vorgelegten Minimal- 
kurve gehörige konjugiertimaginäre Kurve ist selbst eine 
Minimalkurve. 

Denn die neue Kurve wird erhalten, wenn man in den Gleichungen 
der vorgelegten Minimalkurve + ö mit — i vertauscht. 

Seien: 

«= All), y= Bit), z2=0) 
die Gleichungen einer beliebigen Minimalkurve, und seien: 


= A,ılı), y= Be), 2= Ce), 
wo A,(r), B,(r), C,(r) die konjugierten Funktionen der neuen Hilfsgröße r 
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bezeichnen, die Gliederungen der konjugierten Minimalkurve. Ich betrachte 
die Minimalfläche: 


x = Alt) + Aı(r), 
y= Bit) + Bı(r), 
B Ci) T Cr), 


Setze ich in diesen Gleichungen, indem ich mit t, und ?, beliebige [342 
reelle Größen bezeichne: 


t=hh tik, T=-h—il, 


so ist der entsprechende Punkt unserer Minimalfläche offenbar reell. Und 
indem man Z, und %, sukzessiv alle möglichen reellen Werte gibt, erhält 
man oo? reelle auf der Fläche gelegene Punkte, sodaß die konstruierte 
Minimalfläche reell ist. Also: 


Satz 16. Läßt man in den allgemeinen Formeln einer 
Minimalfläche: 
= Alt) + Ale), 


= bi) I B,(t), 
‚= 0Ö+ CE), 
dA? +aB +d4l0? =0, 
dA2+ dB? + dO2= 0 


ist, die Größen A,(r), B,(r), C,(r) die zu A(t), B(t), Ct) konju- 
gierten Funktionenvon r bezeichnen, soist die betreffende 
Minimalfläche immer reell. 


12. Wir werden zeigen, daß die soeben entwickelte Methode alle 
reellen Minimalflächen liefert. Hierzu machen wir die folgenden Über- 
legungen. 

Ich wähle eine beliebige reelle Fläche, die keine Minimalfläche zu 
sein braucht. Alle imaginären Punkte dieser Fläche ordnen sich paar- 
weise als konjugiert imaginärzusammen. Und dementsprechend ordnen 
sich auch alle auf der Fläche gelegenen Minimalkurven paarweise als kon- 
jugiert zusammen. Dies vorausgesetzt, werde ich die beiden durch einen 
reellen Punkt » der Fläche hindurchgehenden Minimalkurven betrachten. 
Vertausche ich die konjugierten Punkte der Fläche unter einander, so 
bleibt p ungeändert, und daher sind nur die beiden folgenden Fälle denk- 
bar. Entweder bleiben die durch p gehenden Minimalkurven alle beide 
ungeändert, indem sich jede in sich transformiert, oder auch es vertauschen 
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sich diese Kurven unter einander. Ich werde zeigen, daß nur der letzte 
Fall eintreten kann. Wenn insbesondere die beiden durch p gehenden 
Minimalkurven Zweige einer irreduktiblen Kurve sind, so vertauschen 
sich, werde ich nachweisen, die beiden Zweige unter einander. 

Laß uns in der Tat voraussetzen, daß ein solcher Zweig in sich selbst 
transformiert würde. Und seien x,y, z die Koordinaten des Punktes p, 
z+dxz+idE, y+dy-+idn, 2-+dz-+id& Koordinaten eines benach- 
barten Punktes des betreffenden Zweiges. Nach unserer Voraussetzung wären 
dann 2 +dxz —id&, y+dy—idn, 2+ dz— id die Koordinaten [343 
eines gewissen Punktes desselben Zweigen. Es beständen daher drei Re- 
lationen von der Form: 


de +id5=(a+ei)(de— id$), 
dy+idn=(a+ ei) (dy— idn), 
dz+ids=(a+ei)(dz — id). 


Setzte man hier: 
dt +id5=re!, dy+idn= oe, de+idb= Ref, 
a a TE 
so käme: 
BEE AO ENDET NN Re ARE 


woraus: 


A4=1, f- DR, 9g=B-p, FZB-—F, 


und also: 
ER 
Also käme: 
de +id = ee 
dy +idn= oed® 
deine Rei 
woraus: 





de+idg_ dy+idn _de+iat 
r > E ee R 


folgen würde. Nun aber ist 
(dx + id$)?+ (dy + idn)?+ (dz + idt)’= 0 
PFEeHR—N, 


also käme: 


welche Gleichung jedoch kontradiktorisch ist, weil r, o, R reelle 
Größen sind, die nicht sämtlich verschwinden dürfen. Hieraus folgt nun 
zunächst der Satz: 
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Satz 17. Unter den imaginären Richtungen, die durch 
einen reellen Punkt hindurchgehen und welche dabei den 
Kugelkreis treffen, gibt es keine, die sich selbst konju- 
giertist. 

Hieraus fließt unmittelbar: 


Satz 18. Vertauscht man die konjugierten Punkte einer 
reellen Fläche unter einander, so vertauschen sich die bei- 
den durch einen reellen Punkt der Fläche hindurchgehen- 
den Minimalkurven. 


Wenden wir nun diesen Satz auf eine beliebige reelle Minimal- [344 
fläche an, so ergibt sich, daß die beiden durch einen reellen Punkt von all- 
gemeiner Lage hindurchgehenden Minimalkurven, die auf der Fläche gelegen 
sind, einander konjugiert sind. Und also ergibt sich der Satz: 


Satz 19. Man erhält die allgemeinste reelle Minimal- 
fläche, indem man, wiein Satz 16 geschehen, eine beliebige 
Minimalkurve: 


= At), y=Bitl), z= Off) 
mit der konjugierten Minimalkurve: 
z— Alt), y=B6), z=06 
verbindet und darnach die Minimalfläche: 


= 4lt)+ A,(r), 

y= Bi) + Bl), 

2= Ct) + CE) 
bildet. 

13. In der zitierten Arbeit gibt Bonnet zugleich Methoden zur 
Auffindung von beliebig vielen reellen algebraischen Minimalflächen. Da- 
gegen behandelt er nicht die Frage nach der Bestimmung aller reellen 
algebraischen Minimalflächen. Erst Weierstraß hat eine erschöpfende 
Methode zur Bestimmung aller reellen algebraischen Minimalflächen ge- 
geben. 

Indem ich im folgenden eine neue Behandlung des von Weier- 
strab erledigten Problems entwickele, erlaube ich mir die Aufmerksam- 
keit darauf zu lenken, daß bei meiner Behandlung das betreffende Pro- 
blem in mehrere Unterprobleme zerlegt wird. Zugleich hebe ich schon 
hier hervor, daß ich in entsprechender Weise dasselbe Problem für einige 


andere interessante partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung er- 
ledigt habe. 
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Ich bemerke zunächst, daß die (reelle oder imaginäre) Minimalfläche: 
x = A(l) + A,ı(r), 
y= B(t) + Bir), 
2= (it) + Cı(r) 
immer algebraisch ist, wenn die beiden Minimalkurven: 


z=A(), y=Bb), z=C() 
2= A,(r), y=B(r), z= Gl?) 


und: 


algebraisch sind, 

Umgekehrt ist leicht einzusehen, daß diese hinreichende Bedingung 
auch notwendig ist. Denn sei überhaupt eine algebraische Minimalfläche 
vorgelegt. Ich konstruiere den Tangentenkegel, dessen Spitze in einem 
beliebigen Punkte des Kugelkreises gelegen ist. Dieser Kegel ist algebraisch, 
und folglich ist auch seine Berührungskurve mit der vorgelegten [345 
Fläche algebraisch. Aber diese Berührungskurve zerfällt in Minimal- 
kurven, die auf der Fläche gelegen sind, und zwar befindet sich unter 
ihnen jedenfalls eine Minimalkurve jeder Schar. Also schließen wir, daß 
die auf einer algebraischen Minimalfläche gelegenen Minimalkurven sämt- 
lich algebraisch sind. Also ergibt sich: 


Satz 20. Man erhältallealgebraischen Minimalflächen, 
indem man in der früher (Satz 6 und 7) auseinandergesetz- 
ten Weise zwei beliebige algebraische Minimalkurven ver- 
bindet. 


Hiermit ist das vorliegende Problem darauf zurückgeführt, sämtliche 
algebraische Minimalkurven aufzufinden. Und da dieses Hilfsproblem schon 
in Nr. 9 und 10, und sogar auf zwei verschiedene Weisen erledigt wurde, 
so ist die Frage nach allen algebraischen Minimalflächen erledigt. 

Fragt man mit Weierstraß insbesondere nach allen reellen alge- 
braischen Minimalflächen, so erhält man, indem man die Sätze 19 und 20 
verbindet, unmittelbar die Antwort in der folgenden Form: 


Satz 21. Man erhält dieallgemeinstereellealgebraische 
Minimalfläche, indem man eine beliebige algebraische 
Minimalkurve mit der konjugierten Minimalkurve in der 
früher (Satz 6 und T) auseinandergesetzten Weise verbindet. 


Wünscht man endlich die Bestimmung aller reellen algebraischen 
Minimalflächen eben in der von Weierstraß gegebenen Form zu erhalten, 
so braucht man nur Satz 14 mit dem vorangehenden Satze zu verbinden. 
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Bezeichnet man dabei überhaupt den reellen Teil einer Funktion f mit R(f), 
so ergibt sich der folgende von Weierstraß herrührende Satz: 


Satz 22. Die allgemeinste reelle algebraische Minimal- 
fläche wird dargestellt durch die Formeln: 


<= R[1—s)F”(s)+2sF’(s)—2F(s)], 
y= Rli(1+s)F"(s)—2isF’($)+2iF(s)], 
2= R[2sF"’()—2F'(s)], 


in denen F(s) eine beliebige algebraische Funktion von s 
bezeichnet. 


Die vereinigten Sätze 20 und 21 leisten insofern mehr als Satz 22, 
weil sie alle algebraischen Minimalflächen, und nicht allein die reellen 
algebraischen Minimalflächen, liefern. 


$ 4. Minimalflächen, deren Minimalkurven eine irreduktible Schar bilden. 


Durch jeden Punkt einer Minimalfläche, die keine imaginäre Develop- 
pable ist, gehen zwei Minimalkurven, die im allgemeinen zwei ver- [346 
schiedenen Scharen angehören. Ausnahmeweise kann es jedoch eintreten, 
daß sämtliche Minimalkurven einer Minimalfläche eine irreduktible Schar 
bilden, welche dann die Fläche zweifach bedeckt. Solche Minimalflächen 
nenne ich Doppelflächen. 


14. Es ist leicht, die allgemeinen Gleichungen aller Minimalflächen, 
die Doppelflächen sind, anzugeben. Seien in der Tat: 


(1) «= All), y= Bü), 2e= Cl) 
die Gleichungen einer beliebigen Minimalkurve. Alsdann sind: 
= A) +AQ), 
y= B()+ B(r), 
2e= (tl) +C(r) 
die Gleichungen einer Minimalfläche, deren sämtliche Minimalkurven 


mit der vorgelegten Minimalkurve kongruent und gleichgestellt sind. Und 
da die beiden Gleichungssysteme: | ' 


x = A(a)+ A(r), 
y= B(a) + B(r), (a = Const.), 
2e=((a) + C(r) 
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und: Ä 
nei A(t) F A(a), 

y= Bit) + B(a), (a —= ÜConst.), 
2=((t) + C(a) 

dieselbe Minimalkurve darstellen, so bilden die auf unserer Fläche ge- 
legenen Minimalkurven eine irreduktible Schar, sodaß unsere Minimal- 
fläche eine Doppelfläche ist. 

Es ist andererseits klar, daß hiermit die allgemeinen Gleichungen 
aller Doppelflächen gefunden sind. Denn da eine allgemeine Minimalfläche 
bestimmt ist, wenn auf derselben eine Minimalkurve aus jeder Schar 
gegeben ist, so ist eine Doppelfläche bestimmt, wenn nur eine einzige auf 
derselben gelegene Minimalkurve vorgelegt ist. Also: 


Satz 23. Alle Minimalflächen, die Doppelflächen sind, 
werden definiert durch die Gleichungen: 
z= Alt) + A(t), 
(2) y= Bi) + Be), 
2=Ct) +0), 


vorausgesetzt daß: 
2 —- Alt, y=- Bi), 2= CO 
die @leichungen einer beliebigen Minimalkurve sind. 
Zu bemerken ist, daß die Parameterwerte: 
a 1 
denselben Punkt liefern wie die Werte: [347 
i=b, r=a. 
15. Im allgemeinen ist die durch die Formeln (2) gelieferte Doppel- 
fläche imaginär, und es stellt sich daher die neue Aufgabe, alle reellen 


Minimalflächen zu finden, die Doppelflächen sind. 
Seien: 


(8) sH+Ei, ytni, e+&ü 


die Koordinaten eines beliebigen Punktes einer reellen Doppelfläche. 
Alsdann gehört auch der konjugierte Punkt: 


(4) x—Ei, y—ni, 2—&i 


unserer Fläche an. Wenn der erste Punkt eine Minimalkurve durchläuft, 
so beschreibt der konjugierte Punkt die konjugierte Minimalkurve. Sollen 
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nun sämtliche Minimalkurven unserer Fläche eine irreduktible Schar bilden, 
somuß jede dieser Minimalkurven durch eine gewisse Trans- 
lationsbewegung in die konjugierte Minimalkurve über- 
gehen können. Man kann daher in diesem Falle solche Konstanten: 


a+taei, b+ Bi, c+yi 
wählen, daß der Punkt: 
z+a+(le—S8)Ji, y+b+(— Mi, ere+ Pi, 
derselben Minimalkurve, wie der Punkt (3) angehört. Also: 

Satz 24. Bilden die Minimalkurven einer reellen Mini- 
malfläche eineirreduktible Schar, soistes, wenn wir mit: 
+ Ei, y+ni, 2z+6i 
dieKoordinaten eines variablen Punktes eineraufder Fläche 
gelegenen Minimalkurve bezeichnen, immer möglich, 
solche Konstanten a+ ci, b+Pi,c+yi zu wählen, daß der 

variable Punkt: 
E+a+(a— Di, ytb+(Bn)i, s+c+@- HDi 
ebenfalls der vorgelegten Minimalkurve angehört. 


Indem wir auf den neuen Punkt unserer Minimalkurve nochmals die- 
selbe Operation anwenden, erkennen wir, daß auch der Punkt mit den 
Koordinaten: 


z+2a+E&i, y+2b+ni, e+2c+&i 


unserer Minimalkurve angehört. Und durch 2m-malige Wiederholung der- 
selben Operation erkennt man, daß jeder Punkt mit den Koordinaten: 


(5) z+2ma+Ei, y+2mb+ni 2+2mc-+Si, 


wo m eine beliebige ganze Zahl bezeichnet, unserer Kurve angehört. 

Sind nun a, b, e nicht sämtlich gleich Null, so bestimmen die Ko- [348 
ordinatenwerte (5) unendlich viele Punkte, die unsere Minimalkurve 
mit der Geraden: 


2 el et 


a > b C 





gemein hat. Also ist die Kurve transzendent, und folglich ist auch 
die zugehörige reelle Minimalfläche transzendent. 

In dem vorliegenden Falle können wir bemerken, daß unsere Mini- 
malkurve die Translationsbewegung:: 


Jc=a, AJy=b, JIJı=c 
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gestattet. Folglich gestatten sämtliche Minimalkurven dieselbe Bewegung, 
sodaß die Fläche periodisch!) ist. Also: 


Satz 25. Wenn die Größena,b,c nicht sämtlich gleich 
Null sind, so ist unsere Doppelfläche periodisch und also 
transzendent.?) 


16. Soll also eine Doppelfläche algebraisch sein, so muß: 
a=b=c=0 
sein. In diesem Falle entspricht jedem Punkte: 
+6, ytnt, 2450 
einer auf der Fläche gelegenen Minimalkurve ein anderer Punkt: 
+le— bi, y+lß—n)i, 2+W—8)i 
derselben Minimalkurve. Man führe die Translationsbewegung: 
| As=—lai, Ay=—4Bi, Ae=—tyi 


auf unsere Kurve aus. Hierdurch erhalten wir eine neue Minimalkurve, auf 
der jedem Punkte: 


x +(&—ze)i, y+lm-z3Mi, 2+6&—zr)i 
der konjugierte Punkt: 

ge 6 ze)i, Dr (—-3B)}, a &—zy)i 
zugeordnet ist. Daher ist die neue Kurve sich selbst konjugiert. Also: 


Satz 26. Jede Minimalkurve einer reellenalgebraischen 
Doppelfläche kann durch eine zweckmäßige Trans- [349 
lationsbewegung in eine sich selbst konjugierte Kurve 
übergeführt werden. 


Wir können auch den noch allgemeineren Satz aussprechen: 





1) Hier möge angeführt sein, daß eine jede Periode einer Minimalfläche ihren 
Grund in einer Periode der Minimalkurven der einen Schar hat. Ähnliche Sätze 
gelten für reelle algebraische Minimalflächen, die überhaupt eine Gruppe linearer 
Transformationen gestatten, bei denen der Kugelkreis invariant bleibt. 

2) Als Beispiel für periodische Doppelflächen möge die Schraubenfläche an- 
geführt sein. Ein zweites Beispiel ist die Fläche, deren Haupttangentenkurven sich auf 
die Kugel als konfokale sphärische Kegelschnitte abbilden. Diese beiden Flächen 
sind dadurch bemerkenswert, daß sie gleichzeitig hinsichtlich einfach unendlich vieler 
Kegelschnitte Minimalflächen sind. 
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. Satz 27. Jede Minimalkurve einer nicht periodischen 
Doppelfläche geht durch eine gewisse Translationsbewe- 


gungin eine sich selbst konjugierte Kurve über. 


Sei andererseits eine beliebige sich selbst konjugierte Minimalkurve 
vorgelegt: 
z=A(), y=B(l), z= 06), 


und laß mich voraussetzen, daß die Parameterwerte: 
| t=/ı+ui, t=v+oi 
zwei konjugierte Punkte liefern. Gebe ich dann in den Gleichungen: 
z= Al) + Ar), 
y=-Be)+B(@), 
2= (0(t) + C(e), 
den Größen ? und r die Werte: | 


t=/\+utl, =v+oi, 


v 


so ist der hervorgehende Punkt reell. Die erhaltene Doppelfläche ist daher 
auch reell. Also: 


Satz 28. Eine sich selbst konjugierte Minimalkurve lie- 
fert immer eine reelle Doppelfläche. 


17. In der vorangehenden Nummer reduzierten wir das Problem, alle 
reellen algebraischen Doppelflächen zu finden, auf die Bestimmung aller 
sich selbst konjugierten algebraischen Minimalkurven. Es ist aber leicht, 
das letzte Problem zu erledigen. 

Man nehme in der Tat eine beliebige reelle Gleichung zwischen 
den Ebenenkoordinaten £, u, ve: 


f&,u,v)=0 
und füge die Gleichung des Kugelkreises hinzu: 
e+W+V=0. 


Diese beiden Gleichungen bestimmen eine sich selbst konjugierte Deve- 
loppable, deren Rückkehrkante eine sich selbst konjugierte Minimalkurve 
ist. Allerdings ist es hierbei denkbar, daß die Developpable und infolge- 
dessen auch die Rückkehrkante in Teile zerfällt, die paarweise einander 
konjugiert sind. Doch ist es klar, daß ein solches Zerfallen nur ausnahme- 
weise eintritt. | 
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Auf der anderen Seite ist klar, daß alle sich selbst konjugierten Mini- 
malkurven in dieser Weise erhalten werden; denn in Ebenenkoordi- 
naten wird eine solche Kurve eo ipso durch die Gleichung: 


?+W?+W=(0 


zusammen mit einer anderen reellen Gleichung zwischen t, u,» dar- [350 
gestellt. Also ergibt sich: 


Satz 29. Um alle!) reellen algebraischen Doppelflächen 
zu finden, verfährt man folgendermaßen. Zu der Gleichung 
des Kugelkreises in Ebenenkoordinaten: 


+ W+UR=0 


fügt man eine beliebige reelle algebraische Relation zwi- 
schen t,w,v hinzu: 


RE UN 
Ist die hierdurch bestimmte Minimalkurve: 
#= A418), v=Bi8), 2= 06) 
irreduktibel, so bestimmen die Gleichungen: 
= DAS, VyRBesh 2 RC) 


eine reelle algebraische Minimalfläche, die eine Doppel- 
fläche ist. | 

Nimmt man z. B. einen reellen Kegelschnitt und sucht die um diesen 
Kegelschnitt und den imaginären Kugelkreis umgeschriebene Developpable, 
so erhält man bekanntlich eine sich selbst konjugierte Developpable achter 
Ordnung, deren Rückkehrkante eine sich selbst konjugierte Minimalkurve 
zwölfter Ordnung ist. Die zugehörige Minimalfläche, die Herr Henne- 
berg?) zuerst betrachtet hat, ist eine Doppelfläche. Besonders interessant 
ist der ebenso von Herrn Henneberg betrachtete Fall, daß der vorge- 
legte Kegelschnitt eine Parabel ist. Mit diesen beiden Flächen werde ich 
mich sowohl in dieser wie in meiner nächsten Abhandlung über Minimal- 
flächen beschäftigen. 





1) Dieser Satz ist deswegen bemerkenswert, weil derselbe nicht gültig bleibt, 
wenn man das Wort „algebraisch‘“ wegläßt. 

2) Bei Henneberg werden die besprochenen Minimalflächen dadurch de- 
finiert, daß sie die Evolute eines Kegelschnitts als geodätische Kurve enthalten. 
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$ 5. Bestimmung 'der Klasse einer algebraischen Minimalfläche. 


Da eine Minimalfläche durch die auf derselben gelegenen Minimal- 
kurven bestimmt ist, stellt sich die allgemeine Aufgabe, die charakteristi- 
schen Zahlen einer algebraischen Minimalfläche, zum Beispiel deren Klasse, 
Ordnung und so weiter zu bestimmen, wenn die betreffenden Minimal- 
kurven bekannt sind. 

In diesem Paragraphen entwickele ich eine äußerst einfache Formel 
zur Bestimmung der Klasse einer beliebigen algebraischen Minimalfläche. 
Diese Formel ist jedoch verschieden, jenachdem die Fläche eine Doppel- 
fläche ist, oder nicht. Wir betrachten daher diese beiden Fälle für sich. 


18. Wir wollen zunächst solche Minimalflächen betrachten, die [351 
keine Doppelflächen sind, also solche Minimalflächen, die zwei verschiedene 
Scharen von Minimalkurven enthalten. Sei X eine Kurve der einen Schar, 
K’ eine Kurve der zweiten Schar. Sei AR und A’ der Rang dieser Kurven, 
M und M’ die Multiplizität des Kugelkreises auf den zugehörigen Deve- 
loppablen. Ich werde zeigen, daß die Klasse der Fläche durch die Formel: 


M'(R—-M)+M(R—M') 

ausgedrückt wird. | 

Zunächst zeige ich, daß jeder Tangentenkegel, dessen Spitze auf dem 
Kugelkreise liegt, in M + M’ Kegel zerfällt. Durch einen Punkt x des 
Kugelkreises gehen nämlich M Tangenten an die Kurve Ä. Jede solche 
Tangente gehört einem Kegel an, der die Fläche nach einer Kurve aus 
der Schar X’ berührt. Ich behaupte, daß keine zwei unter diesen Tangenten 
die Fläche in Punkten derselben Kurve X’ berühren können. Wäre 
dies nämlich allgemein der Fall, so müßte die Kurve A’ durch eine end- 
liche Translationsbewegung in sich selbst übergehen können, sodaß X’ 
periodisch und also transzendent sein würde. Daher gibt es M ver- 
schiedene Tangentenkegel, deren Spitzen in x liegen, welche nach Kurven X’ 
berühren. Dementsprechend gibt es M’ Tangentenkegel, deren Spitzen in 
rc liegen, welche nach Kurven X berühren. Und da jede durch x gehende 
Tangente entweder eine Kurve X oder eine Kurve X’ berührt, ergibt sich 
der Satz: 


Satz 30. Jeder Tangentenkegel, dessen Spitze auf dem 
Kugelkreise liegt, zerfälltin M Kegel, die die Fläche nach 
Kurven X’, und in M’ Kegel, die nach Kurven K berühren. 

Die Kegel, die nach Kurven X’ berühren, sind von der Klasse R’— M'. 
Ebenso sind die Kegel, die nach Kurven X berühren, von der Klasse R— M. 
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Also ist die Klasse des gesamten Tangentenkegels, dessen Spitze auf dem 
Kugelkreise gelegen ist, gleich: 
M(R—M') + M' (R—M). 
Diese Zahl ist somit die Klasse der Fläche. Also: 


Satz 31. Die Klasse einer [algebraischen] Minimalfläche, 
die keine Doppelfläche ist, wird gegeben durch die Formel: 


M'(R—-M)+ M(R—M'); 


R ist der Rang einer auf der Fläche gelegenen Minimal- 
kurve, Mist die Multiplizität des Kugelkreises auf der zu- 
gehörigen Developpabeln; R’und M’sind die entsprechen- 
den Zahlen einer Minimalkurve der zweiten Schar. 


Ist insbesondere die betreffende Fläche reell, so ist: 
BR; M—=M", 
und also ergibt sich: 
Satz 32. Die Klasse einer reellen [algebraischen] [352 
Minimalfläche ist gleich 2M(R— M), vorausgesetzt, daß 
die Fläche keine Doppelfläche ist. 


19. Wünscht man, die Klasse einer Doppelfläche zu bestimmen, so 
verfährt man in entsprechender Weise. Ist R der Rang einer allgemeinen 
auf der Fläche gelegenen Minimalkurve, M die Multiplizität des Kugel- 
kreises auf der betreffenden Developpablen, so erkennt man, daß der Tan- 
gentenkegel, dessen Spitze auf dem Kugelkreise liegt, in M Kegel zerfällt, 
unter denen jeder nach einer Minimalkurve berührt. Infolgedessen ist die 
Klasse eines jeden solchen Kegels gleich R— M. Also ist die Klasse des 
gesamten Tangentenkegels gleich M(R— M). Daher: 


Satz 33. Die Klasseeiner [algebraischen] Minimalfläche, 
deren Minimalkurven eine irreduktible Schar bilden, ist 
gleich M(R— M).!) 

Diese letzte Formel gilt für alle Doppelflächen, sowohl die reellen, 
wie die imaginären. 

20. Transformiert man eine Minimalkurve durch reziproke Radien ?), 
so erhält man bekanntlich eine neue Minimalkurve. Insbesondere geht eine 
Minimalgerade in eine ebensolche Gerade über. 





1) Selbstverständlich sehen wir hier, wie gewöhnlich, von den imaginären De- 
veloppablen, die den Kugelkreis enthalten, ab. 
2) Man vergleiche zum Beispiel Darboux: Sur une classe remarquable de 
courbes etc. 
SophusLie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. ki; t 10 
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Hieraus lassen sich leicht Schlüsse ziehen, die für die Theorie der 
algebraischen Minimalflächen wichtig sind. Zunächst zeige ich, daß die Zahl 
R— M bei der besprochenen Transformation invariant bleibt. 

Bei der Transformation geht nämlich die Developpable einer Minimal- 
kurve in die Developpable einer ebensolchen Kurve über. Die vorgelegte 
Developpable wird von einer Minimalgeraden von allgemeiner Lage in 
R— M Punkten geschnitten. Also wird auch die neue Developpable von 
einer jeden Minimalgeraden von allgemeiner Lage in ebensovielen Punkten 
geschnitten. Und also kommt: 


Satz 34. Transformiert man eine Minimalkurve durch 
reziproke Radien, so bleibt die Zahl R— Minvariant. 


Durch analoge Betrachtungen werden wir jetzt einen Minimalwert 
der Zahl R— M herleiten: Die Developpable einer vorgelegten Minimal- 
kurve schneiden wir mit einem Kreise, der die Kurve in einem gewissen 
Punkte x trifft, sonst aber eine allgemeine Lage besitzt. Sodann führen 
wir eine Transformation durch reziproke Radien aus, indem wir den Punkt 
rc zum Pole der Transformation wählen. Hierdurch geht der Kreis über in 
eine Gerade von allgemeiner Lage, welche die Developpable der neuen 
Minimalkurve in R” Punkten trifft, vorausgesetzt, daß R’ den Rang der [353 
neuen Minimalkurve bezeichnet. Folglich ist R’ gleich der Zahl der Schnitt- 
punkte der ursprünglichen Developpablen mit dem besprochenen Kreise, 
minus der Zahl dieser Schnittpunkte, die entweder im Punkte x oder un- 
endlich entfernt liegen. Das heißt, es ist: 


Re» Rn Mo, 


wo ® die Zahl der im Punkte x vereinigten Schnittpunkte bezeichnet. Und 
da diese Zahl gleich 2 ist, wenn x kein singulärer Punkt der vorgelegten 
Minimalkurve ist, so können wir setzen: 


R"=2(R—-M)—2. 
Wäre nun R— M kleiner als 3, so ergäbe sich für R’” ein kleinerer Wert 
als 4. Es gibt aber keine Kurve, deren Rang kleiner als 4 ist. Also: 
Satz 35. Die Zahl R— Mist gleich oder größeralsd. 


Später werden wir zeigen, das R-—- M entweder gleich oder auch 
größer als M ist. 


21. Die obenstehenden Entwickelungen führen zu einer einfachen Be- 
stimmung der niedrigsten Klassenzahl einer Minimalfläche. Dabei sehen 
wir von der Ebene und den imaginären Developpablen ab. 
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Es folgt zunächst aus den Sätzen 31, 32 und 35, daß die Klasse einer 
reellen oder imaginären Minimalfläche, die keine Doppelfläche ist, nicht 


kleiner als 6 sein kann. 
Dagegen kann die Klasse einer Doppelfläche gleich 3 sein. Die Hypothese: 


M(R—-M)=3 

Mr, B=-A4, 

und es gibt bekanntlich eine Minimalkurve 3. O., deren Rang gleich 4 ist, 
und deren Developpable den Kugelkreis als einfachen Kegelschnitt ent 
hält. Also: 

Satz 36. Es gibt eine Minimalfläche dritter Klasse!) 

Es fragt sich, ob es reelle Minimalflächen dritter Klasse gibt. Um 
diese Frage zu beantworten, erinnern wir uns, daß eine jede Minimalkurve 
einer reellen algebraischen Doppelfläche durch eine gewisse Translations- 
bewegung in eine sich selbst konjugierte Kurve übergehen kann. Hieraus 
aber fließt der Hilfssatz: 

Satz 37. Eine Minimalkurvevonallgemeiner Lage einer 
reellen Doppelfläche trifft den Kugelkreis in einer geraden 
Anzahl von Punkten, die paarweise konj ugiert sind. 


gibt nämlich: 


Und da eine Minimalkurve dritter Ordnung den Kugelkreis nur in [354 
einem Punkte trifft, folgt: 
Satz 38. Es gibt keine reelle Minimalfläche dritter Klasse. 


Um alle Minimalflächen vierter Klasse zu finden, setzt man: 
M(R—-M)=4, 
M=1,:B=-5. 


Es gibt bekanntlich eine Minimalkurve vierter Ordnung, deren Rang 5 
ist, deren Developpable den Kugelkreis als einfachen Kegelschnitt enthält. 
Also existiert eine Minimalfläche vierter Klasse. Da indes die besprochene 
Minimalkurve den Kugelkreis nur ineinem Punkte trifft, so gibt es keine 
reelle Minimalfläche vierter Klasse. Also: 


woraus: 


Satz 39. Es gibt eine Minimalfläche vierter Klasse, 
welche jedoch immer imaginär ist. 

Und da es nach Herrn Hennebergs schönen Untersuchungen eine 
reelle Minimalfläche fünfter Klasse gibt, so folgt ?): 





1) Diese Fläche ist, wie ich beiläufig bemerke, eine Cayleysche Linienfläche 
dritter Ordnung. 
2) Man vergleiche hierzu den letzten Paragraphen dieser Abhandlung. 
10* 
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Satz 40. Die niedrigste Klassenzahl der reellen Minimal- 
flächen ist 5. 


Wie man sieht, sind alle Minimalflächen fünfter Klasse bestimmt 
durch die Gleichung: 
M(R—-M)=5, 
woraus: 


M=1, R=6. 


In späteren Paragraphen dieser Abhandlung werde ich mich eingehender 
mit der Bestimmung aller Minimalflächen von gegebener Klasse beschäf- 
tigen. Es gelingt mir unter anderem, alle reellen Minimalfläe hen 
anzugeben, deren Klasse gleich einer beliebigen vorgeleg- 
ten Primzahl ist. 


$ 6. Die Ordnung einer algebraischen Minimalfläche. 


Ich stelle mir jetzt die Aufgabe, die Ordnung einer vorgelegten alge- 
braischen Minimalfläche: 
«= Al)+ A,(t), 
(1) y=B()+ Br), 
2= (C() + Co) 


zu bestimmen. Ich werde eine allgemeine Methode zur Erledigung dieses 
Problems entwickeln. Dabei bemerke ich, daß sich diese Methode überhaupt 
auf alle Flächen, deren Gleichungen die Form (1) besitzen, anwenden läßt. 


22, Ich schneide die vorgelegte Minimalfläche, deren Minimal- [355 
kurven zwei verschiedene Scharen bilden mögen, mit einer Geraden, die 
durch den gegebenen Punkt: 


z=a, y-=b, g=c 


hindurchgeht, und welche dabei die Richtungskosinus «, ß, Y besitzt. Die 
Gleichungen dieser Geraden sind: 


(2) z=a+ao, y=b+ßo, 2=c+Y9, 


wo o die Distanz des laufenden Punktes &,y, 2 von dem festen Punkte a,b, c 
bezeichnet. | 

Ich setze voraus, daß die Konstanten a,b,c, «,ß,y allgemeine 
Werte haben. Infolgedessen kann ich annehmen, daß sämtliche Schnitt- 
punkte zwischen der Fläche (1) und der Geraden (2) verschieden sind 
und dabei endliche Koordinatenwerte haben. Ich nehme ferner an, dab 


die Gerade (2) nicht eine solche Lage besitzt, daß zwei unter ihren Schnitt- 
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punkten mit der Fläche demselben Wertsysteme t, r entsprechen. Ich setze 
endlich voraus, daß die Gerade (2) auch nicht eine solche Lage besitzt, 
daß ein Schnittpunkt zu einem solchen Wertsysteme £, r gehört, für wel- 
ches eine unter den Größen A(t), B(t), C(t), A,(r), B(r), C,(r) unend- 
lich wird. 

Nach diesen Festsetzungen ist die Ordnung der Fläche gleich der 
Zahl der Wertsysteme ?, 7, g, welche die Gleichungen: 


Ad + Ad) =a+ag, 
(3) Bi) + Bun) =b+Bße, 
CH +ale)=e+rye 
erfüllen, ohne eine oder mehrere unter den Größen A(t), B(t), C (t), 


A,(r), B,(r), C,(r) unendlich zu machen. 
Wir schreiben die Gleichungen (3) folgendermaßen: 


AM —-a=oe — A,(t), 
(4) Bit) —b=Pße— Br), 
Cl) -e=ye—-C(n, 


und ersetzen sie darnach, indem wir drei Hilfsgrößen «', y', z’ einführen, 
durch die sechs äquivalenten Gleichungen: 


(5) «=Ad)—a, y-Bi)-b, 2=0W-e. 
(6) “= a0 — Alı), Y=ße— Bl), !=yo— Cm). 


Die drei Gleichungen (5) bestimmen eine Minimalkurve, die mit den Mini- 
malkurven der einen Schar unserer Fläche kongruent und gleichgestellt 
ist. Die drei Gleichungen (6). bestimmen eine Zylinderfläche, deren [356 
Erzeugende die Richtungskosinus &, ß,y besitzen, und welche dabei die 
Minimalkurve: 


U=— Adlr), Y=— Be), !=— C(?) 
enthält. Hiernach ist der folgende Satz gefunden: 


Satz 41. Die Ordnung der Fläche (1) ist gleich der An- 
zahl der im endlichen Raume gelegenen Schnittpunkte 
zwischen der Kurve (5) und der Zylinderfläche (6). Voraus- 
gesetzt ist dabei, daß die Größen a,b,c, «,ß,y allgemeine 
Werte haben.!) 


1) Man könnte sich von vornherein denken, daß ein im endlichen Raume ge- 
legener Schnittpunkt x’, y’, 2’ zwischen der Kurve (5) und der Zylinderfläche einem 
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Ist nun die Kurve (5) von der Ordnung m, und die Kurve: 
= Ale, yo Bir), = Gin 
und also auch die Kurve: 
z=—Aı tr), y=—- Ber), 2=—- Cr) 


von der Ordnung m,, so schneidet die Kurve (5) die Zylinderfläche (6) 
in mm, Punkten. Liegen dieselben sämtlich im endlichen Raume, so ist 
die Ordnung der Fläche (1) gleich mm,. Liegen dagegen einige unter 
diesen Punkten, etwa ®, unendlich entfernt, so ist die Ordnung der Mini- 
malfläche gleich mm, — o. Also: 


Satz 42. Erzeugen zwei algebraische Minimalkurven, 
deren Ordnungen beziehungsweise gleich m und m, sein 
mögen, eineMinimalfläche, so läßtsich dieOÖrdnung dieser 
Fläche durch mm, — © ausdrücken. Hierbeiist ® eine posi- 
tive Zahl, die nur vom Verhalten der beiden vorgelegten 
Minimalkurvenim Unendlichen abhängt. 


Haben insbesondere unsere beiden Minimalkurven keinen gemeinsamen 
unendlich entfernten Punkt, so ist » gleich Null, sodaß die Ordnung der 
Fläche gleich m m, ist. 

Ist unsere Minimalfläche insbesondere reell, so ist, da zwei konjugierte 
Minimalkurven dieselbe Ordnung haben, m gleich m}. Setzen wir voraus, 
daß sich unter den unendlich entfernten Punkten einer Minimalkurve un- 
serer Fläche keine solchen befinden, die zu einander konjugiert sind, so ist 
© gleich Null, da unsere Minimalkurve keinen unendlich entfernten Punkt 
mit der konjugierten Kurve gemein hat. Also: 


Satz 43. Erzeugt eine Minimalkurve von der Ordnung m 
eine reelle Minimalfläche, die jedoch keine Doppel- [357 
fläche ist, so ist die Ördnung dieser Fläche gleich m®—o. 
Die Zahlo ist gleich Null, wenn die Minimalkurve keine 
konjugierten, unendlich entfernten Punkte besitzt; da- 
gegen größer als Null, wenn die Kurve solche Punkte 
enthält. 





Wertsysteme t, r entspräche, für welches eine der Größen A,(r), B,(r), C,(r) und 
also auch o unendlich wäre. Dann aber beständen für diesen Wert von r die Re- 


lationen: 
Ar) _ Bd _ Ge) 


«& P Y 


und das ist unmöglich, da «, ß, y allgemeine Konstanten sind. 





I 
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23. Es fragt sich, wie man in jedem einzelnen Falle die Zahl ®, das 
heißt, die Anzahl der unendlich entfernten Schnittpunkte der Kurve (5) 
mit dem Zylinder (6) bestimmt. 

Um dies zu beantworten, ersetzen wir die Kurve (5) durch einen hin- 
durchgehenden Zylinder, dessen Erzeugende, wie diejenigen des Zylinders (6), 
die Richtungskosinus «, ß, y besitzen. Die Zahl © ist gleich der Anzahl 
derjenigen gemeinsamen Erzeugenden dieser beiden Zylinder, die in der 
unendlich entfernten Ebene liegen. Hierbei ist zu bemerken, daß der Zy- 
linder (6), nachdem die Konstanten «, ß, y gewählt sind, eine bestimmte 
Lage besitzt, während der neue Zylinder wegen der unbestimmten Para- 
meter a, b,c zweifach unendlich viele Lagen besitzen kann. Diese Lagen 
gehen aus einer bestimmten solchen Lage durch Anwendung aller Trans- 
lationen des Raumes hervor. Indem wir sowohl den festen, wie den variablen 
Zylinder durch seine Schnittkurve mit einer festen Ebene ersetzen, erhalten 
wir den Satz: 


Satz 44. Die Zahl o ist gleich der Anzahl der unendlich 
entfernten Schnittpunkte einer festen ebenen Kurve mit 
einer variablen Kurve derselben Ebene, auf die alle mög- 
lichen Translationen, welche diese Ebene invariant lassen, 
ausgeführt werden. 


Es ist leicht, den letzten Satz durch ein analytisches Raisonnement 
herzuleiten. Die Gleichungen (4) geben durch Elimination von o: 


(BAM — aB(i) — (Ba— ab) = — [BAy ld) —aB,(n)], 


7 
M) „Ad ac) — (pya—ac) =— [yAılr)—aC;(r)], 


und da jedes Wertsystem £, 7, welches diese beiden Gleichungen befriedigt 
und dabei den Größen A (t), B(t), C(t), Aı(r), B,(r), Cı(r) endliche Werte 
erteilt, durch Einsetzung in (4) zugleich der Größe 9 einen endlichen Wert 
gibt, so ist die Ordnung der Fläche gleich der Anzahl derjenigen Wert- 
systeme t,r, welche die beiden Gleichungen (7) erfüllen und dabei keine 
unter den Größen A(t),..., C,(r) unendlich machen. 

Da nun die Parameter @, ß, y allgemeine Werte haben sollen, so 
können wir annehmen, indem wir mit t, einen Wert von ? bezeichnen, der 
eine der Größen A(t), B(t), C(t) unendlich macht, daß die Gleichungen: 

ya 20) 
SEEN STE 


nicht bestehen, und ebenso, indem wir mit r, einen Wert von r be- 
zeichnen, der eine der Größen A,(r), B,(r), C,(r) unendlich macht, [358 
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daß die Gleichungen: 
Alto) _. Bılre) C(ta) 
a 








nicht bestehen. 


Infolgedessen ist die Ördnung der Fläche zugleich die 
Anzahl derjenigen Wertsysteme £,r, welche die beiden 
Gleichungen (T)erfüllen,unddabei keineunterden Größen: 


BA) —eBl), 7Ad—eCh), 
BA,(r) — aBı(r), yAılr) — aCı(r) 
unendlich machen. 
Betrachten wir daher die beiden Kurven: 
«= BA(t) — aB(t) — (Ba—ab), 
y= yAlt) — all) - (ya—ac), 
"= — [BAılr)— eBı(e)], 
"= —- yAld)—eCi(a)], 


so ist, können wir sagen, die Ordnung der Fläche gleich der Anzahl der 
nicht unendlich entfernten Schnittpunkte unserer beiden Kurven.!) 


und: 


24. Handelt es sich darum, die Ordnung einer Doppelfläche: 
= A)+ A), 
y=-Bi)+B), 
2 = Ct) + C(r) 
zu bestimmen, so muß man sich erinnern, daß die beiden Wertsysteme: 
= 0, eb, 
eb, sed 


denselben Punkt unserer Fläche liefern. Daher sind die Schnittpunkte 
der Fläche mit der Geraden: 


z=a+eg, y=b+Pßo, 2=c+yeo 





1) Diese beiden Kurven sind, wie man sieht, Projektionen der beiden Minimal- 
kurven: 
ce = AM —-a y=BiÜ—5, 2=Chk),—c 
und: 


e=— All, y=—-Bl@o), 2=— Cl. 
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allerdings, wie im allgemeinen Falle, durch die Gleichungen: 
At) +AG)=a+eoe, 
B() + Bl) =b + Be, 
Cd) +0) =e+ye 


bestimmt; aber man hat jetzt zu beachten, daß je zwei Wertsysteme [359 
t,r, welche diese Gleichungen erfüllen und dabei keine unter den Größen 
A(t),..., C(r) unendlich machen, demselben Schnittpunkte zwischen der 
Fläche und der Geraden entsprechen. Die in den früheren Entwickelungen 
als Ordnungszahl gefundene Zahl ist daher jetzt durch 2 zu dividieren. Also: 


Satz 45. Erzeugt eine Minimalkurve m-ter Ordnung 
eineDoppelfläche, soist dieOrdnung dieser Fläche !(m’—o), 
wo o nach den früheren Regeln bestimmt wird. 


Dieser Satz gilt für alle Doppelflächen, sowohl die reellen wie die 
imaginären. 


$ 7. Bestimmung der Zahl o. 


25. Ich werde jetzt zeigen, wie man die Anzahl der unendlich ent- 
fernten Schnittpunkte einer festen Kurve mit einer variablen Kurve, auf 
die sukzessiv alle möglichen Translationen ausgeführt werden, bestimmen 
kann. Hierzu brauche ich einen bekannten Satz über die Schnittpunkte 
zweier algebraischer Kurven.!) 


„neienx=0,y=0,t=0 dreigerade Linien einer Ebene, 
und seii=0,xr=0 ein gemeinsamer Schnittpunkt zweier 
Kurven. Ich setze: 


und suche für jede Kurve die Reihenentwickelung von r 
nach den wachsenden Potenzen vonE. Seien: 


BR er Ber 
Abt +AE! + +Ab° 4er, 
r r+1 r-+i 


=Be&’+B&E° +. -+BE°® +, 


diese Entwickelungen. 





1) Vergleiche Halphen, Bulletin de la Societ& math&matique, 1873, Im Jahre 
1869 teilte Weierstraß mir in einem Gespräche denselben Satz mit, 
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„Es wird vorausgesetzt, daß dieExponenten p:q undr:s 
gleich oder größerals 1 sind, sodaß die Gerade x = 0 keine 
Tangente unserer Kurven ist. 


„ManbildetdieDifferenz r—r’,diegs verschiedeneFunk- 
tionen von & darstellt. Bezeichnet man nun mit: 


ö(T— ’) 


die Ordnung der infinitesimalen Größe r— r/, aufgefaßtals 
Funktion von &, so ist die Summe: 


=G— 7) [360 
eben die Anzahl der im Punkte t=0, x—0 vereinigten Schnitt- 
punkte unserer beiden Kurven“ 


Ist insbesondere 9:9 2 r:s, zum Beispiel: 


En, 
q s 
so ist d(r— Tr) = p:gq, und: 


 Bö@-r)=ps, 
sodaß ps die Zahl der vereinigten Schnittpunkte ist. Ist dagegen: 
ER 


ee 
und ist dabei & ein Maximalwert der Größe d(r—r’), so ist offenbar: 
&g8 


ein Maximalwert für die Zahl der vereinigten Schnittpunkte. 

Hat die eine oder haben beide Kurven mehrere derartige Entwieke- 
lungen, so verbindet man jede Entwickelung der einen Kurve mit jeder 
Entwieckelung der zweiten Kurve und summiert die hierdurch erhaltenen 
Zahlen. 


26. Diese bekannte Theorie werden wir jetzt auf das im Anfang dieses 
Paragraphen gestellte Problem anwenden. 
Seit=0 die unendlich entfernte Gerade, und sei x = 0,t=0 ein 
gemeinsamer Punkt der festen und der beweglichen Kurve. Dabei nehmen 
wir an, daß unsere Kurven nicht von der Geraden —0 berührt werden. Sei: 
Bhed 

(8) rar > Ai 

die Reihenentwiekelung eines Zweiges der festen Kurve, und sei: 
r+i 


9 T a7 MER: 


die Reihenentwickelung eines Zweiges der beweglichen Kurve. 
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Ist nun zum Beispiel: 
s 


= | 


so ist nach dem Vorangehenden die Zahl der im Punkte = 0,2 = 0 ver- 
einigten Schnittpunkte unserer Kurven gleich: 


Zzps, 


wo sich das Summationszeichen darauf bezieht, daß jede Entwickelung der 
einen Kurve mit jeder Entwickelung der zweiten Kurve verbunden wer- 
den soll. 

Ist dagegen: [361 


so muß man in jedem einzelnen Falle eine gewisse Anzahl Glieder der 
Reihenentwickelungen (8) und (9) wirklich aufstellen und sodann die Formel: 


220(r— r‘) 


anwenden. Hierbei tritt, wie wir sogleich zeigen werden, der 
merkwürdige Umstand ein, daß man einen Maximalwert der 
gesuchten Zahl a priori angeben kann. Dies liegt daran, daß 
die Größen B, variable Parameter sind, weil die Entwickelung (9) eine 
variable Kurve darstellt. 

Seien Bo,..., Bi,... die Werte dieser Parameter, die einer bestimmten 
Lage unserer beweglichen Kurve entsprechen, und sei: 


r+i 
= DBEt > 
r+i 


sm)? 


die entsprechende Entwickelung. Setzt man hier, indem man mit a und b 
unbestimmte Parameter bezeichnet, statt x und y beziehungsweise + at, 
y+ bt, so erhält man die Gleichung: 





oder: 








1) Wenn p:q=r:s ist, so ist: 
p=Ar, q=ÄAs, an 


wo 4 nicht gleich 1 zu sein braucht. 


156 IH. Beiträge zur Theorie der Minimalfl. I. Projekt. Untersuch. Ann. XIV, 1879 
welche die allgemeine Lage unserer beweglichen Kurve darstellt. Indem 
wir diese Entwickelung nach den gewöhnlichen Regeln auf die Form: 
ae 

t \ ® 

„22,) 
bringen, erkennen wir, daß: 

B = Ds, EB 

sind; dagegen ist: 

B._,= Bi + Bo®, 
sodaß B,_s und B;_,, für einen allgemeinen Wert vona, ver- 
schieden sind. 

Hieraus geht hervor, daß die Zahl: 





2r —3 
S 
der Maximalwert der Ordnung der infinitesimalen Größe: [362 
p+k r+i 


SAT - IBEe 
ist, wenn p:q gleich r:s ist. 


Infolgedessen haben die Kurven(8) und (9), wenn p:g=r:s 
ist, höchstens (2r—s)qg im Punkte t=0, x=0 vereinigte 
Schnittpunkte, die von den besprochenen Reihenentwicke- 
lungen herrühren. 


27. Wir werden jetzt bis auf weiteres annehmen, daß eine jede 
unserer beiden Kurven nur eine Reihenentwickelung im Punkte t=0, 
x = ( besitzt. Alsdann schneidet die unendlich entfernte Gerade die feste 
Kurve in » Punkten, die im Punkte = 0, x = (0 zusammengefallen sind. 
Ebenso schneidet jene Gerade die bewegliche Kurve in r Punkten, die im 
Punkte = 0, x = 0 zusammengefallen sind. Da nun: 


ee 
ist, und folglich auch: 
.’rP>sp, rp>rg, 
so besteht, wenn »2:q und r:s verschieden sind, der Satz: 


Schneidet die unendlich entfernte Gerade die feste 
Kurveinpim Punktex=0,t=0 zusammengefallenen Punk- 
ten, und die bewegliche Kurve in r solchen Punkten, so ist 
rpein Maximum der Zahl der in diesem Punkte vereinigten 
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Sehnittpunkte unserer Kurven. Vorausgesetzt ist dabei, 
daßp:q undr:s verschieden sind, ferner, daß eine jede un- 
serer Kurven in dem betreffenden Punkte nur eine Reihen- 
entwickelung besitzt. 


Sodann wenden wir uns zu dem Falle: 
(10) 2= —, 


indem wir fortwährend annehmen, daß jede Kurve in dem betreffenden 
Punkte nur eine Reihenentwickelung besitzt. Nach dem Vorangehenden ist: 


(2r—s)q 


ein Maximum der Zahl der im Punktet= 0, x=0 vereinigten Schnittpunkte 
unserer Kurven. Ferner ist: 


r 
S 


1, 


V 


also kommt: 
(r I s)° => 0, 


rZ=(2r—s)s, 


und zugleich: 


oder, indem wir berücksichtigen, daß r:s = p:q ist: 
rpS3(2r—s)g. [363 


Hiermit ist nachgewiesen, daß der obenstehende Satz noch be- 
steht, wenn dieExponentenr:sundp:g einander gleich sind. 


Laß uns jetzt voraussetzen, daß die feste Kurve in dem Punkte 20, 
t=(0 gerade k Reihenentwickelungen besitzt, und seien: 
Pı Pa Pr Pr 
FOR: Pia A 77 
die entsprechenden Werte des Exponenten 9:9; wir nehmen ferner an, 


daß die bewegliche Kurve in demselben Punkte j Reihenentwickelungen 
besitzt, und daß: 


Di DR ri Bi 


FE FR Fi: 5; 


die entsprechenden Werte des Exponenten r:s sind. Alsdann erkennt man, 
indem man je zwei solche Reihenentwickelungen verbindet, daß die Summe: 


= zrıP, he e r i) (Sp,) 


% 


das Maximum der Zahl der im Punkte x = 0, t= 0 vereinigten Schnitt- 
punkte unserer Kurven ist. Und da die feste Kurve die unendlich entfernte 
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Gerade in 9 +Pg+ "+ P. im Punkte = 0, t=0 zusammengefallenen 
Punkten schneidet, und ebenso die bewegliche Kurve dieselbe Gerade in 
Yıtr2 ++ r, zusammengefallenen Punkten schneidet, so ergibt sich 
ohne Beschränkung der Satz: 


Satz 46. Schneidet die unendlich entfernte Gerade die 
feste und diebewegliche Kurve beziehungsweiseinpundinr 
im Punktex=0,t=0 zusammengefallenen Punkten, soist 
pr ein Maximalwert für die Zahlder in diesem Punkte ver- 
einigten Schnittpunkte unserer beiden Kurven. 


28. Im vorangehenden Paragraphen reduzierten wir die Bestimmung 
der Ordnung einer Minimalfläche auf die Bestimmung der unendlich ent- 
fernten Schnittpunkte einer festen ebenen Kurve mit einer beweglichen 
Kurve derselben Ebene, auf welche alle möglichen Translationen ausgeführt 
werden. Und in den vorangehenden Nummern dieses Paragraphen zeigten 
wir, daß die Erledigung des reduzierten Problems nur die Bestimmung 
einer gewissen Anzahl von Gliedern in den Reihenentwickelungen zweier 
auf der Fläche gelegener Minimalkurven verlangt. 

In späteren Paragraphen werden wir vermöge dieser allgemeinen 
Theorie die Ordnungen einer Reihe algebraischer Minimalflächen bestimmen. 

Hier beschränken wir uns darauf, zwei Formeln zu entwickeln, die 
uns nützlich sein werden, wenn wir später die schwierige Aufgabe an- [364 
greifen, alle reellen Minimalflächen von gegebener Ordnung anzugeben. 

Auf einer vorgelegten Minimalfläche wähle ich eine Minimalkurve 
jeder Schar. Ich nehme an, daß diese beiden Kurven zusammen die un- 
endlich entfernte Ebene in g von einander verschiedenen Punkten schnei- 
den. Unter diesen 9 Punkten, die P,, P;,..., P, heißen mögen, gehören 
im allgemeinen einige nur der einen Kurve, einige nur der zweiten Kurve 
an, und endlich können einige gleichzeitig beiden Kurven angehören. 

Im Punkte P, möge die erste Kurve die unendlich entfernte Ebene 
in p, vereinigten Punkten treffen, im Punkte P, in p, vereinigten Punkten, 
und so weiter, und endlich in dem letzten Punkte P, in p, vereinigten 
Punkten. Dabei können unter den Zahlen 9}, Pg, - - -,P, einige gleich Null 
sein. Jedenfalls ist die Zahl: 


P+m+'+m=Dr, 


die Ordnungszahl der Kurve. | 
Dementsprechend möge die Minimalkurve der zweiten Schar die un- 
endlich entfernte Ebene überhaupt im Punkte P, in z, vereinigten Punkten 
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treffen. Alsdann ist die Zahl: 
m+m+'+1m,-2n, 


die Ordnungszahl der zweiten Kurve. 

Nehmen wir nun an, daß unsere Fläche keine Doppelfläche ist, (was 
wir übrigens schon implizite vorausgesetzt haben, indem wir von zwei 
Scharen von Minimalkurven sprachen), so lehren unsere früheren Ent- 
wickelungen, daß die Zahl: 


(3'p,) (3,) 3 Dr, N, 


ein Minimalwert der Ordnung unserer Fläche ist. 
Ist die Fläche eine Doppelfläche, so ist p, = : 


(I9,’- Ir%) 


ein Minimalwert für die Ordnung der betreffenden Fläche. 
Ist unsere Fläche reell und dabei keine Doppelfläche, so sind die 
Minimalkurven der beiden Scharen konjugiert und daher von derselben 


Ordnung, sodaß: 
2, = 27, 


Dr,’ — 2», T, 


ein Minimalwert für die Ordnung der Fläche. 


„, und also ist: 


Pi 


ist. Also ist: 


$ 8. Minimalkurven, deren Developpable den Kugelkreis [365 
als einfachen Kegelschnitt enthalten. 


Es ist möglich, eine vollständige Theorie solcher Minimalkurven zu 
entwickeln, deren Developpable den Kugelkreis als einfachen Kegel- 
schnitt enthalten. Hierauf begründen wir in einem späteren Paragraphen 
($ 10) unter anderm eine Bestimmung und Diskussion aller reellen 
Minimalflächen, deren Klassenzahl eine beliebige vorgelegte Primzahl ist. 


29. Wie wir in Nummer 10 sahen, bestimmen die Weierstraßischen 
Formeln: 


z= (1—-s)F’(s)+ 2sF'(s)— 2F(s), 
(1) y=i(ll+sS)F"(s) — 2isF'(s) +2iF(s), 
2sF"($)— 2F'(s), 


in denen F’ eine arbiträre algebraische Funktion von s bezeichnet, eine jede 
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algebraische Minimalkurve. Aus den entsprechenden Differentialgleichungen: 
dz=: (1-8)E”(s)ds, 
dy=i(l+S)F"(s)ds, 
dı = 2sF"(s)ds 


folgt: 
dxz:dy:d2= (1—8?):i(l+38°):2s, 


sodaß die beiden Verhältnisse: 
dx day 


dz’ dz 
rationale Funktionen von s sind. Andererseits ist: 


de  „dy 


Er a 


Hieraus fließt einerseits, daß zu einem gegebenen Werte des Parameters s 
eine bestimmte Richtung der Tangente der Minimalkurve gehört, anderer- 
seits, daß einer gegebenen Tangentenrichtung ein ganz bestimmter Wert 
von s entspricht. Erinnern wir uns daher, daß die Tangenten einer Minimal- 
kurve sämtlich den Kugelkreis treffen, so können wir sagen: 


Die verschiedenen Werte des Parameters s sind den 
Punkten des Kugelkreises eindeutig zugeordnet. Gibt man 
in den Formeln (1) der Größe s einen gewissen Wert 5, so 
erhält man denjenigen Punkt oder diejenigen Punkte der 
Minimalkurve, deren Tangenten den Kugelkreisindemzug 
gehörigen Punkte treffen. 


Laß uns jetzt voraussetzen, daß F(s) eine rationale Funktion von 
s ist; alsdann sind auch &,y,z rationale Funktionen von s. In diesem 
Falle hat daher unsere Minimalkurve nur eine Tangente, die den Kugel- [366 
kreis in einem vorgelegten Punkte schneidet. Der Kugelkreis ist daher ein 
einfacher Kegelschnitt auf der betreffenden Developpablen. Also: 


Satz 47. Ist F(s) eine rationale Funktion von s, so bestim- 
mendieFormeln (1) eine Minimalkurve, deren Developpable 
den Kugelkreis als einfachen Kegelschnitt enthält. 


Ist andererseits der Kugelkreis ein einfacher Kegelschnitt auf der 
Developpablen einer algebraischen Minimalkurve, so sind ©, y, z rationale 
Funktionen von s, und da wegen der Formeln (1): 


Fis)=—-;,{1- H)r+ill+s)y+2sz) 


ist, so folgt, daß auch F(s) eine rationale Funktion von s ist. Also: 
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Satz 48. Man erhält eine jede algebraische Minimalkurve, 
deren Developpable den Kugelkreis als einfachen Kegel- 
schnitt enthält, indem man in den Formeln (1) für F(s) eine 
rationale Funktion von s setzt. 


Um die zu einer beliebigen vorgelegten rationalen Funktion F gehörige 
Minimalkurve zu diskutieren, denken wir uns F'(s) zunächst in eine ganze 
Funktion H(s) und in Ausdrücke von der Form: 

A 
(8 — a)” 

zerlegt. Ist nun H(s) von dritter oder von noch höherer Ordnung, so 
werden die durch die Formeln (1) bestimmten Ausdrücke der Größen x, y,z 
unendlich, wenn man s—= oo setzt. In diesem Falle gibt daher der Para- 
meterwert s— 00 einen unendlich entfernten Punkt auf unserer Kurve. 
Und da sich das Eintreten dieses Umstandes immer dadurch vermeiden 
läßt, daß man auf die Minimalkurve eine gewisse (reelle) Bewegung aus- 
führt, welche keine Translation ist, so können wir uns auf den Fall, daß 
H(s) von der nullten, ersten oder zweiten Ordnung ist, beschränken. 

Bestimmt man auf der anderen Seite die beiden Minimalkurven, die 
zu zwei rationalen Funktionen F'(s) und F,(s) gehören, deren Differenz 
eine ganze Funktion von der zweiten Ordnung ist, so erkennt man, daß 
die eine dieser Minimalkurven durch eine gewisse Translationsbewegung 
in die andere übergehen kann. Hieraus ergibt sich der Satz: 


Satz 49. Eine jede Minimalkurve, die der Hypothese 
M=1entspricht, kann in der Weise erhalten werden, daß 
man in den Formeln (1) statt F(s) eine gewisse rationale 
Funktion von s setzt, deren Nenner von höherer Ordnung 
als der Zähler ist, und daß man darnach eine gewisse Be- 
wegung auf die erhaltene Kurve ausführt. 


30. Wir können daher voraussetzen, daß F(s) die Form: 








1...q A») A . Aa 
Be ler Iekın. a e Bu 
- (8 — a5)" k E — ap"! bö u Sören S 
oder die äquivalente Form: [367 
Sg rt Aa 
2 F DEE Aa 
( ) (8) = — 2 (8 BE a,)? 
besitzt. Man findet: 
iA 
Eis) = u Iren iz 
Js+YAM 


OB > een 22 


Sophus Li ie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. II, i 11 
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Durch Einsetzung in (1) erhalten x, y, z die Form: 


hm tm tee +mg+ 29-1 
PEN (8 





(d— a) Ze 


wo der Index die Ordnung des Zählers angibt. 
Insbesondere ist: 


1 i k 
» ee Mt Me ++ +tm,+20—2 
aD IIFDS— m) 4) q 


» I er R Pr . 
Bar ar. eat 








Wir werden zeigen, daß sich der Zähler: 
Km mat. + mg + 2q9—2 


nicht durch einen Faktor des Nenners verkürzen läßt. 
Laß uns in der Tat voraussetzen, daß eine Verkürzung zunı Beispiel 
mit s — a, möglich wäre, sodaß 2 die Form: 
kn, +- +Mg+24— 3 
Mm an Q,) 





(s— a,) ErR, 


besäße. Alsdann bestände eine Relation von der Form: 

















ne ne ae km + er t+mg+29-3 
(—a,)"7” (— a)" +1 —a,)"mr?,..(s—a,)"et? 
1...mı—1 use I. ML: 
any Sr 2er) 4 Br 23H Ds — a, um 
a er: 


wo die Größe s — a, in dem Nenner links in der Potenz (s— a,)": +? auf- 
träte, während sie in den Nennern rechts nur in niedrigeren Potenzen vor- 
käme. Und da sich der Zähler links nicht mit s— a, verkürzen läßt, so 
ist unsere frühere Annahme unmöglich. Folglich ist der Nenner von 2 


von der Ordnung: 
Mt m+:'+m + 29, 


während der Zähler von 2 eine niedrigere Ordnung besitzt. Und da nach 
dem Vorangehenden auch die Nenner und die Zähler der Größen x und y 
nicht von höherer Ordnung als der Nenner von 2 sind, ergibt sich, daß |368 
die Ordnung unserer Kurve gleich Em, + 2q ist. 

Ferner ist klar, daß nur die Parameterwerte s—= a, unendlich ent- 
fernte Punkte unserer Kurve liefern. Die unendlich entfernte Ebene schneidet 
unsere Kurve in q verschiedenen Punkten, die sämtlich auf dem Kugel- 
kreise gelegen sind. In jedem Punkte s = a, fallen m, + 2 Schnittpunkte 
zwischen der Kurve und der unendlich entfernten Ebene zusammen. In 
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jedem solchen Schnittpunkte ist, wie ich beiläufig bemerke, die unendlich 
entfernte Ebene Oskulationsebene der Kurve. Also: 


Satz 50. Hat F(s) dieForm (2), so ist dieOÖrdnung derent- 
sprechenden Minimalkurve gleich: 


m+m+'+m-+ 29. 


Sie trifft die unendlich entfernte Ebene in g verschiedenen 
Punkten, diesämtlich aufdem Kugelkreiseliegen,und zwar 
liegen im ersten Punkte m, +2 Schnittpunkte der Kurve 
und der Ebene vereinigt, im zweiten liegen m; + 2 Sehnitt- 
punkte vereinigt, und so weiter. 


31. Jetzt werden wir den Rang unserer Minimalkurve bestimmen. 


Die Gleichungen: 
% ale, y-ytsıl, !=2 +, 

in denen x, %, 2 Koordinaten eines Punktes der Minimalkurve sind, während 
& einen variablen Parameter darstellt, bestimmen sämtliche Punkte x’, y', z’, 
die auf einer Tangente der Kurve gelegen sind. Faßt man sowohl s wie & 
als variable Parameter auf, so bestimmen unsere Gleichungen alle Punkte, 
die auf der Developpablen der Minimalkurve gelegen sind. Die Schnitt- 
punkte der Developpablen mit der Geraden: 


Art By+0=0, 
(3) | 


L?+Mz’+N=0 


sind daher bestimmt durch die Gleichungen: 


Aa + By+C+2(49,+B3P)=0, 


(4) 
Le +Ms+N+e(LZ: +2) = 0, 


aus denen folgt: 
(Ax + By+ 0)(13 +02.) — 


(5) 2 
— (Ex +Me+N)(AE +B3 )=0. 


Wir setzen voraus, daß die Konstanten A, B, C, L, M, N allgemeine [369 
Werte haben. Alsdann ist der Rang der Kurve, oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, die Ordnung der Developpablen gleich der Anzahl der Schnitt- 


punkte zwischen der Developpablen und der Geraden (3). 
11* 
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Da die Gerade eine allgemeine Lage hat, können wir annehmen, daß 
sie nicht mit einer Tangente der a parallel ist, woraus hervorgeht, 


daß die Gleichungen: 
dx dy dx dz | 
a rer 


nur unter der Voraussetzung gleichzeitig bestehen können, daß gleichzeitig: 


dz 
ds 


dx dy 


n=0, 2=0, 


= 0). 


das heißt, daß gleichzeitig: 
Id 
ist. 

Ist nun «, y', 2’ ein, im endlichen Raume gelegener, Schnittpunkt, so 
geht durch denselben eine bestimmte Tangente, deren Berührungspunkt 
x%,y,2z einem bestimmten Werte s, von s entspricht. Und da für diesen 
Berührungspunkt die Größen: 


von Null verschieden sind, weil sonst die Gerade (3) eine partikuläre Lage 
hätte, so geben die Gleichungen (4) einen endlichen Wert der Größe e. 
Ebenso ist klar, daß s, von oo verschieden ist, weil sonst die Gerade (3) 
eine spezielle Lage hätte. Hieraus ergibt sich, daß jeder Schnittpunkt 
der Developpablen mit einer Geraden (3) von allgemeiner 
Lage ein endliches Wertsystem s, & liefert, welches die Glei- 
chungen (4) befriedigt. 

Laß uns andererseits voraussetzen, daß die Gleichungen (4) und also 
zugleich die Gleichung (5) durch ein endliches Wertsystem &, s befriedigt 
werden. Alsdann sind die entsprechenden Werte von x,y,2, dx:ds,dy:ds, 
dz:ds endlich!), und also liefern die Koordinatenwerte: 


einen im endlichen Raume gelegenen Schnittpunkt zwischen der Develop- 
pablen und der Geraden. 

Es fragt sich, ob jeder endliche Wert von s, der die Gleichung (5) 
befriedigt, zugleich einen endlichen Wert von & liefert. 





1) Dies beruht darauf, daß für allgemeine Werte der Größen A,B,C,L,M,N 
keine unter den Größen a,, @,, ..., a, die Gleichung (5) befriedigt, wie in der näch- 
sten Nummer nachgewiesen wird. 
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Der betreffende Wert von & ist endlich, ausgenommen, wenn die beiden 
Gleichungen: 


d d 
ur [370 
L= EM —_0 


bestehen, das heißt nach dem Vorangehenden, wenn: 

2 (8) 2 0 
ist. Unter den Lösungen der Gleichung (5) müssen also diejenigen als un- 
eigentlich ausgeschlossen werden, welche zugleich F’’(s)—=0 ergeben. Also: 


Satz 5l. Der Rang unserer Minimalkurve ist gleich der 
Zahlderverschiedenen Werte vons, welche dieGleichung(5) 
befriedigen, und welche nicht gleichzeitig F’(s)=( er- 
füllen. 


32. Die Gleichung (5) kann auch folgendermaßen geschrieben werden: 


AM(xdze—zdx) + BL(yde— xdy) + BM(ydz— zdy) + 


6 
+ (CL— AN)dz + CMde— BNay=0. 


Nun ist [mit Weglassung von ds]: 
xdge — 2dı= 22+2)F'F"— AsFF”, 
ydz— xdy — — 4isF'F"+ FF”, 
ydz— 2dy= (—28®+2)iF'F"+AisFF”, 
de= (1-s)F”, dy=i(l+S)F”, de=2sF". 


Daher ist F”’ ein Faktor der linken Seite der Gleichung (6), und nach 
dem letzten Satze kann dieser Faktor weggelassen werden. 
Es ist (Nr. 30): 
za 
F6) = -_ DT (8 — a, 
Er “ 





F'(s) -232- 


n ur 
F (s) = SS: rr+? 3 
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Also nimmt die Gleichung (6) nach Weglassung des Faktors F’”’ die 
Form an: 


am (28:42) BD nn. —45 ZI ") + 














AN yy 4 
M) J+ BL 4 32 FE Er, PP + 








_ 4b 4) 
+BM2H N II NER +4 22 ! 4 
ag) ; 


+ (CL—-AN)A—s)+CM.2s— BNil+8)=0. 





Durch Zusammenziehung erhält die linke Seite folgende Gestalt: [371 


Am +ma+ +mg+g+2 


m,+1 





mt ig 


; ’ ) 


(8 — a,) —(dy 


wo der Zähler eine ganze Funktion von der Ordnung Em. +g + 2 ist. 

Und da sich der Zähler für allgemeine Werte der Größen A, B,L, M 

nicht mit s— a], s—4s,..., oder s—a, verkürzen läßt, weil die Größen: 
2+1, s und —®+1 

nicht gleichzeitig mit einer Größe s — a, dividierbar sind, so hat die 


Gleichung (7) £m; + g-+ 2 Wurzeln. Unter diesen Wurzeln befindet 
sich eo ipso keine der Größen a,,@s,...,@,. Also ergibt sich der 


Satz 52. Der Rang unserer Minimalkurve ist gleich: 
Mt mMm+:' tm. +g4+2. 


Bei dem Beweise dieses Satzes haben wir vorausgesetzt, daß die 


Gleichung (5): 
(Aw + By+0)(LEE+M3) — (La+ Ms+ N) (A924 BZ) =0 


keine gleichen Wurzeln besitzt. Ich werde andeuten, wie man dies beweist. 
Die gleichen Wurzeln, die möglicherweise existieren, befriedigen zu- 
gleich die durch Differentiation hervorgehende Gleichung: 


(Ax+By+ cy(LI2+ m“ a) (Lx + M:+N)(AGS+ BT) = BI? 
woraus: 
dx dz dx dy 
en ern 


dx day 
LE + MT a Tr 
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Diese Gleichung erhält durch Ausmultiplizieren die Form: 


dxdz dzd’x dy d? dx d’y R- dyd?z 
AM (Ga) HB a aa) BU ae au aa) 9 


woraus durch eine geometrische Überlegung hervorgeht, daß die Gerade (3) 
jedesmal die Developpable der Minimalkurve berührt, wenn die Gleichung (5) 
eine mehrfache Wurzel besitzt. Und da dies durch die allgemeine Lage der 
Geraden (3) ausgeschlossen ist, folgt, daß gleiche Wurzeln nicht auftreten 
können. 


33. Es ist sehr leicht, die Klasse einer Minimalkurve, die der Hypo- 
these M = 1 entspricht, zu bestimmen. Dies soll jetzt gezeigt werden, ob- 
gleich diese Bestimmung für das Folgende unwesentlich ist. 

Die Gleichung der Oskulationsebene: 


(x — x) (ded?y— dyd?z) + (y’—y)(ded?z—dzd’z) + 
+ (2’— 2) (dyd?x — dad’y) = 0 
nimmt durch Ausführung und Weglassung des unwesentlichen Faktors |372 
F'"? die Form an: 
1-2) +il+d)y+2s’+4F)=0, 


wo x’, y', 2’ die Koordinaten eines laufenden Punktes der Oskulationsebene 


sind. Und da: 


. My; Am 


Fo=-S = 


Be 


ist, so folgt, daß die Oskulationsebenen, die durch einen beliebigen vorge- 
legten Punkt gehen, durch eine Gleichung von der (m, +++ m, + 2)-ten 
Ördnung bestimmt sind. Hieraus folgt: 


Satz 53. Die Klasse unserer Minimalkurveist gleich: 
| m rare FD 


Bezeichne ich die Ordnung, die Klasse und den Rang unserer Minimal- 
kurve beziehungsweise mit O, C und R, so ist also: 


O=m+:'-+m,+2g, 
C=m+'+m+2, 
R=m+:.+m+gq4+2. 
Hieraus ergibt sich die Relation: 
0+ CHIR+2=0; 
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die fürjedeMinimalkurve besteht, deren Developpable den 
Kugelkreis als einfachen Kegelschnitt enthält. 

Merkwürdig ist dabei, wie ich beiläufig bemerke, daß diese Relation 
bei einer Transformation durch reziproke Radien ungeän- 
dert bleibt. | 

Hier möge auch die Bemerkung ihren Platz finden, daß die im end- 
lichen Raume gelegenen Spitzen und Inflexionstangenten einer jeden Mini- 
malkurve beziehungsweise durch die Gleichungen: 


FrISD und DB) 


bestimmt werden. Ist jedoch M = 1, so hat die Kurve keine Inflexions- 
tangente, deren Berührungspunkt im endlichen Raume gelegen ist. 

Die in diesem Paragraphen gegebene Bestimmung der Ordnung, der 
Klasse und des Ranges einer Minimalkurve, die der Hypothese M=1 ent- 
spricht, fand ich ursprünglich durch einfache synthetische Betrachtungen, 
indem ich nämlich den Einfluß eines jeden unendlich entfern- 
ten Punktes, der nur von der zugehörigen Reihenentwickelung abhängt, 
bestimmte. Eine ähnliche Diskussion gibt die Bestimmung der genannten 
charakteristischen Zahlen einer ganz beliebigen Minimalkurve.!) 


$ 9. Bestimmung aller sich selbst Konjugierten Minimalkurven, [373 
die der Annahme M =] entsprechen. 


Ich werde zeigen, daß es möglich ist, alle sich selbst konjugierten 
Minimalkurven, die der Annahme M= 1 entsprechen, zu bestimmen. 
Hieraus ergibt sich sodann im nächsten Paragraphen unmittelbar die 
Bestimmung aller reellen Minimalflächen, deren Klassenzahl eine beliebige 
vorgelegte Primzahl ist. 


34. Setzt man in den Weierstraßischen Formeln einer Minimalkurve: 
= (1-sS)F’+ 2sF’— 2F, 
y=ill+S)F"’— 2isF'+2iF, 

E 2sF'— 2F 
und den entsprechenden Differentialgleichungen: 
de = (1—-s)F'"ds, dy=i(l+sS)F”"ds, de=2sF"ds 
einmal: | 
(1) s—=r(csp-+isingp), 





1) Die Klasse einer Minimalkurve ist immer gleich der Multiplizität der un- 
endlich entfernten Ebene als Oskulationsebene plus der zweifachen Multiplizität des 
Kugelkreises auf der betreffenden Developpablen. 
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1 BEE 
s=—  (eosp+ising), 


so erhält man bekanntlich auf der Kurve zwei Punkte, deren Tangenten 
konjugierte Richtungen haben. 

Ich werde annehmen, daß die Hypothese F=®(s) eine sich selbst 
konjugierte Minimalkurve, und ebenso, daß die Annahme F = Y(s) eine 
andere sich selbst konjugierte Kurve gibt. Bezeichne ich dann mit A eine 
beliebige reelle Konstante, so ist vermöge der vorangehenden Bemerkung 
leicht zu erkennen, daß auch die Annahme !=®-+ }Y eine sich selbst 
konjugierte Kurve liefert. 


Insbesondere gibt die Funktion ® — MY eine sich selbst 
konjugierte Kurve. 


Hiermit verbinden wir die folgende Bemerkung. 

Nach dem Vorangehenden wird jede sich selbst konjugierte Minimal- 
kurve, die der Annahme M = 1 entspricht, erhalten, wenn für F(s) eine 
gewisse Funktion von der Form: 


2 


gewählt wird. Nun aber wissen wir einerseits, daß die unendlich ent- 
fernten Punkte einer sich selbst konjugierten Kurve paarweise kon- 
jugiert sind, andererseits, daß die unendlich entfernten Punkte unserer 
Kurve auf dem Kugelkreise in den Punkten s=a; liegen. Hierausfolgt, 
daß die Punkte s= a, paarweise konjugiert sind. 

Seien überhaupt s= a, und s = «, zwei konjugierte Punkte des [374 
Kugelkreises, und seien: 


An 





-+L®?+Ms+ N 


FERaR: 


AjyAo,...,QAg;, 01,9, ...,0&g 


die unendlich entfernten Punkte unserer Kurve. Die zugehörige Funktion F, 
besitzt dann also die Form: 


g1. <i% 4) B® 
= = — + | + Le + Ms+ N, 


(8 er 4a,) (8 —&r 





wo (s— a,) und (s— «,) in gleich hohen Potenzen auftreten. 


35. Nach diesen Vorbereitungen betrachte ich die Minimalkurve, die 
zu der Funktion: 
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gehört, und zugleich die konjugierte Minimalkurve, deren charakteristische 
Funktion Fy(s) die Form: 


Fo) -5' = 


besitzt. Setze ich dann: 


0 
+Po+Qs+R 





a)” 


F+Pr=Fs, 


so ist die zu F3 gehörige Minimalkurve sich selbst konjugiert. Anderer- 
seits ist auch die zu F, gehörige Minimalkurve sich selbst konjugiert. Also 
ist auch die zu F,— F3 gehörige Minimalkurve sich selbst konjugiert. 
Nun aber besitzt F,— F3 die Form: 





9 1...m Be) _ OM) 
R—F -3 2 se +(L-P)&2+(M—-Qs+(N—R), 


und, da die Punkte des Kugelkreises, die den Parameterwerten «ı, &g,..., & 
entsprechen, nicht paarweise konjugiert sind, ergibt sich, daß die Zähler 
der Größen (s—«,) sämtlich verschwinden: 


BP _ Po. 


Infolgedessen reduziert sich die zu F,— F3 gehörige, sich selbst konju- 
gierte Minimalkurve auf den Punkt: 


Deopep onen, 
Yy=2i(L—-P)+2i(N—R), 
Kehren 2 Q), 


der reell sein muß. Die Größen Z, M, N sind also durch die Größen 
P,Q, Rbis auf drei arbiträre reelle Konstanten xy, Yo, 20 bestimmt. 
Daß diese drei Konstanten arbiträr sind, liegt daran, daß eine sich 
selbst konjugierte Kurve bei einer jeden reellen Translation sich [375 
selbst konjugiert bleibt. Setzt man diese arbiträren reellen Konstanten 
X, Yo, 20, Wie man ohne wesentliche Beschränkung tun kann, sämtlich 
gleich Null, so kommt: 


LP: N=R Meß, 
Das Obenstehende fassen wir folgendermaßen zusammen: 


Satz 54. Man findet eine jede sich selbst konjugierte 
Minimalkurve, dieder Annahme M=1 entspricht, folgen- 
dermaßen: 
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Aufdem Kugelkreise wählt man eine beliebige Anzahl 
von Punkten q,,a,,...,a,, unterdenen keinezweikonjugiert 
sind, undbildetdann, indem man mit m,, m,,..., m, beliebige 
positive ganze Zahlen, mit AS arbiträre Konstanten be- 


zeichnet, den Ausdruck: 
1...9 1...Mg Aa®) 


en = . 


a BE 73 





Man bestimmt die zugehörige Minimalkurve, fernerdiekon- 
jugierteMinimalkurve, undendlich die zu derletzten Kurve 
gehörige charakteristische Funktion: 

1...9 1...mg B% 


=> > — +Ps®?+Qs+R. 


k j 6 a) 





Alsdann ist die der Funktion ®,+®, entsprechende Mini- 
malkurve immer sich selbst konjugiert. 

Die Bestimmung der Konstanten Ben P, Q@ und R verlangt die Auf- 
lösung eines Systems linearer Gleichungen und kann daher in jedem 
einzelnen Falle ausgeführt werden. 

36. Unsere früheren Formeln für die Ordnung, die Klasse und den 
Rang einer Minimalkurve, die der Annahme M —=1 entspricht, geben für 
die sich selbst konjugierten Kurven die folgenden Relationen: 


O=2(m +: +m,)+4y, 
R=2(m +: -+m)+29+2, 
C=2(m, + +m)+ 2, 
sodaß die Ordnung, die Klasse und der Rang in diesem Falle sämtlich ge- 
rade Zahlen sind.!) 
Wünseht man nun zum Beispiel alle Minimalkurven der betreffenden 
Art, deren Rang gleich einer beliebigen geraden Zahl 2 o ist, zü finden, so 
muß man zunächst die Gleichung: 
mt m+'+m,+9+1=o 
auf alle möglichen Weisen in ganzen positiven Zahlen auflösen. [376 


Sodann verfährt man nach den Regeln des letzten Satzes. Also: 


Satz 55. Es ist immer möglich, alle sich selbst konju- 
gierten Minimalkurven von gegebenem Range, die der An- 
nahme M=1 entsprechen, zu bestimmen. 


1) Es ist übrigens leicht, zu erkennen, daß diese Zahlen für eine jede sich 
selbst konjugierte [algebraische] Minimalkurve gerade sind, 
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$ 10. Bestimmung aller reellen Minimalflächen, deren Klassenzahl 
eine beliebige vorgelegte Primzahl ist, 


Die vorangehenden Entwickelungen erlauben, alle reellen Minimal- 
flächen, deren Klassenzahl eine beliebige vorgelegte Primzahl x ist, 
zu finden. 


37. Die Klasse einer reellen Minimalfläche, die keine Doppelfläche ist 
($ 5), wird gegeben durch die Formel: 


2M(R—M), 
während die Klasse einer Doppelfläche (8 5) gleich: 
M(R—M) 


ist. Da nun die Primzahl x, die größer als 2 sein muß, eine ungerade Zahl 
ist, so muß die Fläche eine Doppelfläche sein. Also: 


Satz 56. Eine jede reelle Minimalfläche, deren Klasse 
eine ungerade Zahl ist, muß eine Doppelfläche sein. Dies 
ist insbesondere der Fall bei jeder reellen Minimalfläche, 
deren Klasse eine Primzahl ist. 


Es handelt sich also darum, die Gleichung: 
M(R—-M)=ı 


in allgemeinster Weise zu befriedigen, derart, daß die betreffende Minimal- 
kurve sich selbst konjugiert ist. Da x eine Primzahl ist, und R— M nach 
einem früheren Satze nicht gleich 1 sein kann, folgt: 


2 A Br R—-M=z, 
und: 


kR=a+l1,, 


wo z +1 offenbar eine gerade Zahl ist. Andererseits fanden wir in dem 
vorangehenden Paragraphen die Formel: 


R=2(m + ---+m,)+29+ 2. 
Also kommt: 


at) mt +m+gH+1, 


welche Gleichung man in allgemeinster Weise befriedigen muß. 

Jedem Systeme ganzzahliger Lösungen dieser Gleichung entspricht 
nach dem vorangehenden Paragraphen eine sich selbst konjugierte Mini- 
malkurve, die: 


+ m+  +m = HR-)-4@-1) 
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arbiträre Konstanten!) enthält. Die zugehörige reelle Minimalfläche [377 
ist von der x-ten Klasse. Und in dieser Weise werden alle derartigen Flächen 
bestimmt. Also: 


Satz 57. Um alle reellen Minimalflächen zu finden, deren 
Klasse gleich einer gewissen Primzahl x ist, sucht man 
nach den Regeln des vorangehenden Paragraphen alle sich 
selbst konjugierten Minimalkurven, deren Rang gleich 
#+list, und welche dabeiderAnnahme M=1 entsprechen. 
Die zugehörigen Minimalflächen sind von der x-ten Klasse. 


38. Als Beispiel werden wir zeigen, wie man alle reellen Minimal- 
flächen der dreizehnten Klasse bestimmen kann. 
Man soll die Gleichung: 
123 +)=-T7=m+tm+.-+m+9+1, 
oder die äquivalente Gleichung: 
b=emtm+ tm +9 
in allgemeinster Weise durch ganze Zahlen befriedigen. Die folgenden 
Möglichkeiten können eintreten: 
1. g == E; mM m 5, 
2 ng Zar am 1, 
BR 2 m m 
2, en - 1 mu 
Es gibt daher vier verschiedene Arten reeller Minimalflächen der drei- 
zehnten Klasse. 
1. Die Flächen der ersten Art werden erhalten, wenn man setzt: 


A 
F(s) = m — a)5 T 


B, 
(Ss — «) 








++ 


= = m 


2 





= + +++ P8+Qs+R. 


Cu u 


Die Konstanten A,, As,..., 4; und a sind arbiträr; dagegen sind die 
B,, P, @, R und « eindeutig bestimmt, wenn die sechs ersten Konstanten 
gewählt sind. Man findet sie nach den früheren Regeln. 





1) Diese arbiträren Konstanten sind komplexe Größen und sind daher der 
doppelten Anzahl reeller Konstanten äquivalent. Durch eine zweckmäßige reelle 
Rotation der Minimalkurve ließen sich noch drei reelle Konstanten entfernen, end- 
lich könnte eine vierte reelle Konstante durch eine reelle Ähnlichkeitstransformation 
weggeschafft werden. 
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2. Die Minimalflächen der zweiten Art werden erhalten, wenn man setzt: 
3 A, A, B, 














nl), ra re mt at [878 
C, C, C D, 
u (Ss— 4)? 7 (Ss — 0)? ” S— a, af S— &, t£s#+Ys+R. 


Hier sind A,, A,, As, B,,a, und a, arbiträre Konstanten, während die 
übrigen Konstanten eindeutig bestimmt sind, wenn jene gewählt sind. 


3. Die Flächen der dritten Art erhält man, wenn man setzt: 


ah Be 


a,)” Dt (s— @,)? 8$— 4; 


D; 
+ 


85 — 0 (s— 0)? 


4A, 
F(s) ii Be 


Q, C, 
Fr (s — a1)? r 











E= 











+ + Ps+ Qs+ R, 


darnach A,, As, BD), B,, a, und a, arbiträr wählt, und endlich die übrigen 
Konstanten wie früher bestimmt. 
4. Endlich die Flächen der vierten Art erhält man, indem man setzt: 


A B C 
F(s) = Ri a p on at 
D F 
- + ct mctPs+Qs+R, 











darnach A, B, C,a,,a, und a, arbiträr wählt, und endlich die übrigen 
Konstanten passend bestimmt. 

Es gibt daher vier Arten reeller Minimalflächen drei- 
zehnter Klasse. Betrachtet man ähnliche Flächen alsiden- 
tisch, so hängen die Flächen jeder Art von acht reellen 
Konstantenab. 


$ 11. Bestimmung reeller Minimalflächen von beliebig gegebener Klasse, 


Verlangt man, daß die Klasse einer reellen Minimalfläche gleich einer 
vorgelegten Zahl, die keine Primzahl ist, sein soll, so ist mir die Bestim- 
mung der betreffenden Flächen nur in den einfacheren Fällen gelungen, und 
ich vermute sogar, daß sich eine allgemeine Erledigung dieses Problems 
nicht geben läßt. Doch scheinen mir die nachstehenden Entwickelungen 
bemerkenswert zu sein. = 

39. Ich will zunächst versuchen, alle reellen Minimalflächen gegebener 
Klasse, die keine Doppelflächen sind, zu bestimmen. Die Klasse 
einer solchen Fläche ist gegeben durch: 


2M(R— M), 
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woraus hervorgeht, daß die Klasse immer gerade und dabei gleich oder 
größer als sechs ist. 


1. Die Hypothese: 

2M(R—- M)=6 
ibt: 
ie EEK 9 
Nun aber ist: [379 
kR=m+t'+m+gqg+2, 
also ist: 

q=1, m=l, 


und es wird: 


Fe)= 





EG 


Die entsprechende Minimalkurve ist von der dritten Ordnung; sie hat nur 
einen unendlich entfernten Punkt, daher hat sie keinen unendlich ent- 
fernten Punkt mit der konjugierten Minimalkurve gemein. Die zugehörige 
Minimalfläche ist somit ($ 6 und 7) von der neunten Ordnung. Dies ist 
die von Herrn Enneper entdeckte Minimalfläche neunter Ordnung, 
sechster Klasse. 


2. Die Hypothese: 
2M(R—- M)=3 





gibt: 

Mebn.n 
und da: 

R=m+:..+m+q4+r2, 

so folgt: 

q=1, m=2, 
woraus: 

A B 
F(s) BE: (s— a)? m sn 


Die Ordnung dieser Minimalkurve ist gleich m + 2q = 4, sie schneidet 
die unendlich entfernte Ebene nur in einem Punkte. Die Ordnung der 
zugehörigen Minimalfläche ist sechzehn. 


3. Die Hypothese: 
2M(R—- M)=10 


wird befriedigt auf zwei Weisen. 
Entweder ist: 
Mme7.He0ye ed, O—d, 


sodaß: 


A B C 
Aw ah 
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Da die Minimalkurve nur einen unendlich entfernten Punkt besitzt, so 
ist die Ordnung der betreffenden Minimalfläche gleich 25. 
Oder auch, es ist: 


M=1,:R=-b, 952, mwen#+L 98 


dabei ist die Klasse der Kurve gleich m, + m +2 = 4. Da die Minimal- 
kurve zwei unendlich entfernte Punkte besitzt, so sind zwei Fälle denk- 
bar. Entweder sind diese Punkte nicht konjugierte Punkte; dann ist die 
Ordnung der Fläche gleich 36. Oder auch, sie sind konjugierte Punkte; 
dann ist die Ordnung der Fläche gleich 30, 28 oder 26. 

4. Die Hypothese: [380 

2M(R—- M)=12 

wird befriedigt durch: 


M=1, R=-T, ge Lim 
die Ordnung der Fläche ist gleich 36. 


Oder auch, es ist: 
M=-1, R-1: 90-2, m=2 mı-1, O8 


die Ordnung der Fläche ist, je nachdem die beiden unendlich entfernten 
Punkte nicht konjugiert, oder konjugiert sind, entweder 49 oder 43. 


Endlich kann: 
Me 9 

sein. Es gibt bekanntlich eine Minimalkurve, deren Rang fünf ist, auf 
deren Developpablen der Kugelkreis ein zweifacher Kegelschnitt ist. Die 
Ordnung dieser Kurve ist vier, sie enthält zwei unendlich entfernte Punkte. 
Haben dieselben eine allgemeine Lage, so ist die Ordnung der Fläche 
gleich 16; sind sie dagegen konjugiert, so ist die Ordnung der Fläche 
gleich 12. 


5. Die Hypothese: 
2M(R—- M)=14 
gibt jedenfalls: 
M=-1, BER 


Dabei können vier Unterfälle eintreten: 
el, br 5 
bb we2 mei mu dVen, 
0, = 2, 52, 2.05, 
d) ge, mem aut, 0=3: 
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Im Falle a) ist die Ordnung der Fläche gleich 49; im Falle b) entweder 
64 oder 58; im Falle e) entweder 64, 56, 54, 52 oder 50; endlich im 
Falle d) entweder 81, 75, 73 oder 71. 
6. Die Hypothese: 
| 2M(R—- M)=16 
gibt entweder: 


M=1, R=9, 


in welchem Falle vier leicht bestimmbare Unterfälle eintreten können. 
Oder auch es ist: 


MES RLE 


In dem nächsten Paragraphen werden wir zeigen, daß es nur zwei Mini- 
malkurven vom Range 6 gibt, deren Developpable den Kugelkreis zwei- 
fach enthalten. Die eine Kurve, die von der fünften Ordnung ist, oskuliert 
die unendlich entfernte Ebene in einem Punkte und schneidet in zwei 
anderen Punkten. Die entsprechende Minimalfläche ist von der 25-ten [381 
oder 23-ten Ordnung. 

Die zweite Kurve ist von der sechsten Ordnung. Sie hat zwei un- 
endlich entfernte Spitzen, deren Tangenten den Kugelkreis berühren. Die 
entsprechende Minimalfläche ist von der 36-ten, 30-ten oder 28-ten Ord- 
nung. 

7. Die Hypothese: 

2M(R—- M)=18 
gibt entweder: 
21 a EN 


welcher Fall wie gewöhnlich diskutiert wird. 
Oder auch, es ist: 


M=3, R=6. 


Es fragt sich, ob eine solche Minimalkurve existiert. Ist dies der Fall, so 
könnte man sie durch eine Transformation durch reziproke Radien, deren 
Pol auf der Kurve liegt, in eine neue Minimalkurve, deren Rang ($ 5) 


gleich: 
2(R—M)—2=4 


ist, überführen. Die neue Minimalkurve würde dann von der dritten Ord- 
nung sein. Führt man andererseits eine Transformation durch reziproke 
Radien auf eine Minimalkurve dritter Ordnung aus, so erhält man eine 
Minimalkurve vierter Ordnung, vom Range 6, von sechster Klasse. Dabei 


ist M=3. Die Kurve schneidet die unendlich entfernte Ebene in vier 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. II, 1 12 
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verschiedenen Punkten. Die zugehörige Minimalfläche ist von der Ord- 
nung 12, 14 oder 16 (siehe den nächsten Paragraphen). 


8. Die Hypothese: 
2M(R— M)= 20 
gibt entweder: 
214, A=1l, 


welcher Fall wie gewöhnlich erledigt wird, oder auch: 
Me2: BT; 


und da Schwarz alle Kurven vom Range 7 bestimmt hat, wird es wohl 
nicht schwierig sein, durch Verfolgung seiner Betrachtungen die Hypo- 
these M=2, R=1 in allgemeinster Weise zu erfüllen. Einen anderen 
Weg zur Erledigung dieser Frage gebe ich später an. 


Die Hypothese: 
2M(R— M)= 22 
gibt mit Notwendigkeit: 
BR Pe 1 


die entsprechenden Flächen werden wie gewöhnlich bestimmt. 


Soll endlich: 
2M(R— M) = 24 


sein, so sind die folgenden Fälle denkbar: 
a BR [382 
BDIM = 235R 8, 
DE 
1): MH SR 
Es ist leicht, nachzuweisen, daß die Fälle a), b) und ce) wirklich Minimal- 


flächen geben. Dagegen kann der letzte Fall nicht eintreten; denn es be- 
steht ($ 8) allgemein die Formel: 


C=2M+N, 


wo N die Multiplizität der unendlich entfernten Ebene als Oskulations- 
ebene bezeichnet. Und infolgedessen ist die Zahl R—2M nie negativ. 
40. Jetzt werden wir versuchen, reelle Minimalflächen von gegebener 
Klasse zu bestimmen, unter der beschränkenden Voraussetzung, daß die 
betreffenden Flächen Doppelflächen sind. 
Die Klasse einer solchen Fläche ist gegeben durch die Formel: 


M(R— M). 
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1. Die Hypothese: 
e Hypothese MR-M-3 


. würde geben: 


MI R-4 0-3. 


Es gibt aber keine sich selbst konjugierte Minimalkurve dritter Ordnung!), 
da jede Minimalkurve dritter Ordnung nur einen unendlich entfernten 
Punkt besitzt. Es gibt also keine reelle Doppelfläche dritter Klasse. 


2. Die Hypothese: 
M(R—- M)=4 
gibt: 
et. a, 


Nun aber wissen wir, daß der Rang einer jeden sich selbst konjugierten 
Minimalkurve, die der Annahme M = 1 entspricht, eine gerade Zahl 
($ 9) ist. Daher gibt es keine Doppelfläche vierter Klasse, 
3. Die Hypothese: E 

M(R—- M)=5 
gibt: 

Mi, BG 
und da ($ 9): 

R=2(m+:'-+m)+29+2 

ist, so folgt: 

9=1, m-1, 


; +, +Ps+Qe+R. 


re 





a 


Die Ordnung und die Klasse der betreffenden Kurve sind beziehungs- [383 
weise gleich 6 und 4. Die Ordnung der Fläche ist ($ 6, 7) gleich: 


ie 23 1 


Diese Fläche ist von Henneberg entdeckt worden. 

Nach meinen früheren Entwickelungen müssen a und b konjugierte 
Punkte des Kugelkreises sein. A kann arbiträr gewählt werden; hinter- 
her werden B, P, Q, R nach meinen früheren Regeln bestimmt. Betrachtet 
man ähnliche Flächen als identisch, so enthält die vorliegende Fläche gar 
keine Konstante, wie die Entwickelungen in Nr. 37 zeigen. 


4. Die Hypothese: 
M(R—- M)=6 


wird nicht durch die Annahme: 


Mei Re7 





1) Allgemeiner könnte man sagen: Es gibt keine sich selbst konjugierte 


Minimalkurve, deren Ordnung eine ungerade Zahl ist. 
12* 
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erfüllt, da R eine gerade Zahl sein soll. Es bleibt also nur die Annahme: 
M=S RD; 


die aus demselben Grunde keine sich selbst konjugierte Minimalkurve 
geben kann.!) Es gibt daher keine reelle Doppelfläche sechster Klasse. 


5. Die Hypothese: 


M(R—-M)=1 
gibt: 

ML Di 
und: 

R=8=2(m+--+m,)+#+29+2, 

woraus: 

Gr 1, m=2 
und: 


A Bb C D 
tr EN 
Hier sind A, B und a arbiträr, dagegen «, C,D, P, ©, R bestimmt. Be- 
trachtet man ähnliche Flächen als identisch, so enthält die Fläche noch 
zwei reelle Konstanten. Die Ordnung der betreffenden Minimalkurve ist 8; 
die Ordnung der Fläche ist gleich: 
+(64—2.4)=28. 
6. Die Hypothese: 
M(R—M)=8 


wird nicht befriedigt durch die Annahme: 
RR |384 
da A keine ungerade Zahl sein darf. 
Es bleibt noch die Hypothese: 
M =:2..M =50, 
Nun habe ich mich allerdings überzeugt, daß es eine Doppelfläche achter 
Klasse gibt, die dieser Annahme entspricht; es ist mir aber nicht gelungen, 


zu entscheiden, ob diese Fläche reell sein kann. Ist dies möglich, so muß 
die Ordnung der betreffenden Fläche gleich: 


1(86- 2.49 9231 


sein.?) 





1) Man könnte die Überlegung auch in mehr spezieller Form durchführen: 
Es gibt allerdings eine Minimalkurve vom Range 7 mit zwei unendlich entfernten 
Punkten. Da aber diese Punkte ungleichartig sind, kann die Kurve nicht sich selbst 
konjugiert sein. [Ebenso ist der Rang 5 ausgeschlossen.] 

2) Ich finde nachträglich, daß diese Fläche nie reell ist (November 1878). 
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7. Die Hypothese: 
| M(R— M)=9 
wird befriedigt durch: 
Hl. B=-10, 
woraus entweder folgt: 
9=1, m= 3, 
oder auch: 
y=2,.: m m -1, 


sodaß es jedenfalls zwei verschiedene Arten reeller Doppelflächen neunter 
Klasse gibt. 
Man hat ferner die Hypothese: 


M23’RZ8, 


die ich noch nicht erledigt habe. Ich habe allerdings gefunden, daß es 
eine Doppelfläche neunter Klasse, sechster Ordnung gibt; ich weiß aber 
nicht, ob diese Fläche reell sein kann. (Vgl. die beiden folgenden Para- 
graphen.) 


$11”. Eine polare Beziehung zwischen zwei Linienkomplexen. 


41. Bei den Untersuchungen über Minimalkurven, die, wie ich zeigte, 
für die Theorie der algebraischen Minimalflächen von größter Wichtigkeit 
sind, stützt man sich häufig vorteilhaft auf einen Zusammenhang zwischen 
allen Minimalkurven und allen Kurven, deren Tangenten einem linearen 
Linienkomplexe angehören. In einer liniengeometrischen Abhandlung 
(Über Komplexe ..., Math. Ann., Bd. V [hier Abh. I]) habe ich diesen Zu- 
sammenhang, der durch eine eigentümliche Abbildung vermittelt wird, 
schon ziemlich ausführlich besprochen. Hier werde ich denselben etwas 
näher verfolgen. 

Interpretiert man in den Gleichungen: 


— Z3=17— (X-+iY), 
(X-iN)z=y—-Z 
X,Y,Z und x,y,z als Cartesische Punktkoordinaten zweier Räume, so 
werden den Punkten x, y, z diejenigen Geraden im Raume X, Y,Z [385 
zugeordnet, die den Kugelkreis schneiden. Auf der anderen Seite werden 
den Punkten X, Y, Z alle Geraden eines gewissen linearen Komplexes im 


Raume x, y, z zugeordnet. Schreibt man die Gleichungen der geraden 
Linien im Raume x, y, 2 folgendermaßen: 


Y2=0—0, SB=y—6, 
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so ist: ua 
die Gleichung des besprochenen linearen Komplexes in Linienkoordinaten. 

Jede Kurve, deren Tangenten diesem linearen Komplexe angehören, 
wird durch meine Abbildung einer Minimalkurve im Raume X, Y,Z zu- 
geordnet. 

Bei der Abbildung ist der Kugelkreis ein Fundamentalgebilde im 
Raume X, Y, Z. Im Raume x, y, z tritt die unendlich entfernte Gerade 
der x, y-Ebene als Fundamentalgebilde auf. Diese Gerade möge mit g be- 
zeichnet werden. 

Es bestehen jetzt mehrere Relationen zwischen den charakteristischen 
Zahlen zweier entsprechender Kurven. Wir werden diejenigen dieser Re- 
lationen, die wir später brauchen, entwickeln. 

Es sei k eine Kurve, deren Tangenten dem linearen Komplexe an- 
gehören; sei o ihre Ordnung, c ihre Klasse, r ihr Rang, m die Multiplizität 
der Geraden g als Tangente!), i die Zahl der Inflexionstangenten, die g 
nicht schneiden, s die Zahl der Spitzen, deren Tangente g nicht schneidet. 
Endlich möge u die Anzahl derjenigen Schnittpunkte zwischen der Kurve 
und einer beliebigen durch g gehenden Ebene sein, die auf g liegen. 

Sei andererseits ÄX die entsprechende Minimalkurve im Raume X, Y,Z. 
Sei O ihre Ordnung, C ihre Klasse, R ihr Rang, M die Multiplizität des 
Kugelkreises auf der Developpablen, J die Zahl der Inflexionstangenten, 
deren Berührungspunkt nicht unendlich entfernt ist, $S die Zahl der Spitzen, 
‚die nicht auf dem Kugelkreise liegen. 


42. Wir werden einige zwischen diesen Zahlen bestehende Relationen 
entwickeln. 

1. Wir nehmen einen Punkt des Kugelkreises, der nicht auf X liegt. 
In diesem Punkte legen wir eine beliebige Tangentenebene an den Kugel- 
kreis. Diese Ebene schneidet X in O im endlichen Raume gelegenen 
Punkten. Andererseits enthält diese Ebene einfach unendlich viele Mini- [386 
malgerade, deren Bildpunkte x, y,2 eine gerade Linie y erzeugen, die g 
schneidet. Nun aber trifft y außer g eine gewisse Anzahl und zwar r— m 
Tangenten der Kurve k. Die Bildpunkte dieser Tangenten sind die früher 
besprochenen O Punkte im Raume X, Y, Z; daher ist: 


O=r—m. 





1) Bestimmter ausgesprochen soll m folgendermaßen definiert werden. Eine 
Gerade von allgemeiner Lage im Raume x, y, z schneidet die Developpable unserer 
Kurve in r Punkten; begegnet sie insbesondere der Fundamentalgeraden g, so gibt 
es unter den r Schnittpunkten eine gewisse Anzahl, die in den Schnittpunkt: der 
beiden Geraden zusammengefallen sind. Diese Anzahl bezeichne ich mit m. 
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2. Ich schneide die Developpable der Minimalkurve mit einer be- 
liebigen Minimalgeraden und erhalte R— M im endlichen Raume ge- 
legene Schnittpunkte. Die Punkte unserer Geraden geben im Raume x, y,z 
einfach unendlich viele Komplexlinien, die ein ebenes Büschel bilden. Unter 
diesen Komplexlinien gibt es o, welche die Kurve k treffen. Nun aber sind 
die R— M Schnittpunkte in (X, Y, Z) die Bildpunkte von den soeben 
besprochenen o Komplexlinien. Also kommt: 


o=R-—-M. 


3. Eine durch g gehende Ebene schneidet die Kurve kin o — u Punkten, 
die nicht auf g liegen. Nun aber sind überhaupt die Punkte unserer Ebene 
Bildpunkte aller Minimalgeraden, die durch einen gemeinsamen Punkt des 
Kugelkreises gehen. Daher sind die besprochenen o — u Punkte die Bild- 
punkte derjenigen Tangenten der Kurve X, die durch den besprochenen 
Punkt des Kugelkreises gehen. Und da es jedesmal M Tangenten gibt, die 
einen Punkt des Kugelkreises treffen, so ist: 


M=o-—u. 


Früher haben wir schon benutzt, daß jede Ebene, die den Kugelkreis 
berührt, aufgefaßt als von Minimalgeraden erzeugt, im Raume x, y, z eine 
(rerade y liefert, die g schneidet; und zwar ist y eine Komplexlinie. Diese 
Bemerkung gibt eine Relation zur Bestimmung der Klasse unserer Minimal- 
kurve. Die Oskulationsebenen der Minimalkurve berühren nämlich den 
Kugelkreis, und liefern daher Komplexlinien y, die g schneiden. Daher 
liefern die durch einen Punkt gehenden Oskulationsebenen der Minimal- 
kurve diejenigen Linien des linearen Komplexes, die gleichzeitig die Kurve %, 
die Gerade 9 und außerdem noch eine Komplexlinie schneiden. Die Klasse 
der Minimalkurve ist daher gleich der Zahl der Schnittpunkte zwischen 
der Kurve %k und derjenigen Fläche zweiten Grades, deren Erzeugende 
Komplexlinien sind, welche außer g noch eine Komplexlinie schneiden ; 
vorausgesetzt wird dabei, daß von den auf g gelegenen Schnittpunkten 
abgesehen wird. Diese Bestimmung hängt genau zusammen mit unserer 


früheren Formel: C=2M+N, 


wo N die Multiplizität der unendlich entfernten Ebene als Oskulations- 
ebene der Minimalkurve bezeichnet. 

Hier möge noch das Folgende, dessen Richtigkeit später nach- [387 
gewiesen wird, zugefügt sein. Berührt % die Gerade g, so oskuliert die 
Minimalkurve die unendlich entfernte Ebene. Ist g eine gewöhnliche In- 
flexionstangente, so ist die unendlich entfernte Ebene eine zweifach zählende 
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Oskulationsebene der Minimalkurve. Schneidet k die Gerade g, ohne diese 
zu berühren, so hat die Minimalkurve eine Spitze auf dem Kugelkreise; 
die Tangente der Spitze ist zugleich die Tangente des Kugelkreises. 
Man sieht leicht, daß: 
ist. 
Beiläufig möge bemerkt werden, daß die in $ 8 gefundene Relation: 
0O+0—2R+2=0, 


die für eine ausgedehnte Kategorie von Minimalkurven bewiesen wurde, 
für die entsprechenden Komplexkurven die noch einfachere Relation: 


r 204220 


liefert. Die betreffenden Komplexkurven sind dadurch charakterisiert, daß 
sie eine gewisse Komplexlinie in o — 1 Punkten treffen. 


43. Ich werde nun diese Abbildung auf die einfachsten Minimalkurven 
anwenden. 

Ich nehme im Raume x, y, z eine Raumkurve dritter Ordnung, deren 
Tangenten dem linearen Komplexe angehören; dabei setze ich voraus, daß 
die Kurve die Gerade g berührt. Also ist: 


o=3, r=4 m=1, u=2, i=(, s=0: 


, 


dementsprechend ist: 
M=1,0=3, R=4, J=0, S=0. 


Diese Formeln zeigen, daß es eine Minimalkurve dritter Ordnung 
gibt, deren Developpable den Kugelkreis als einfachen Kegelschnitt ent- 
hält. Der Rang derselben ist gleich 4. Dies ist bekanntlich richtig. Wir 
erkennen ferner, daß die Berührung zwischen g und der Komplexkurve 
dritter Ordnung eine Oskulierung der Minimalkurve mit der unendlich 
entfernten Ebene gibt. Hieraus folgt der allgemeine Satz, daß eine jede 
Komplexkurve, die g berührt, eine Minimalkurve liefert, 
die dieunendlich entfernte Ebene oskuliert. 

Sei andererseits gegeben eine Komplexkurve dritter Ordnung, die g 
schneidet. Alsdann ist: 


o=3, 1-4 m=0, ul i=l,.8=ß; 
dementsprechend ist: 
M=2, 0=4 R=5, J=0, 8=0. 


Und es gibt in der Tat eine Minimalkurve vierter Ordnung und [388 
vom Range 5, die den Kugelkreis zweifach enthält. Diese Kurve hat be- 
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kanntlich keine im endlichen Raume gelegene Spitze, auch keine Inflexions- 
tangente, deren Berührungspunkt im endlichen Raume liegt. Dagegen hat 
unsere Kurve, wie ich als bekannt voraussetzen darf, eine unendlich ent- 
fernte Spitze, deren Tangente den Kugelkreis berührt. Hieraus folgt, daß 
jede Komplexkurve, die g schneidet, ohne jedoch diese @e- 
rade zu berühren, eine Minimalkurve mit einer unendlich 
entfernten Spitze liefert. Die Tangente der Spitze berührt 
den Kugelkreis. 


Die Gerade g berührt die Developpable in einem Punkte, der als 
Schnittpunkt dreifach zählt; daher schneidet g die Developpable in noch 
einem Punkte. Die hindurchgehende Erzeugende bildet sich im Raume 
(X, Y,Z) ab als ein unendlich entfernter Punkt der Minimalkurve, Und 
da die Spitze als drei zusammengefallene unendlich entfernte Punkte zählt, 
so folgt, daß der soeben gefundene unendlich entfernte Punkt nur einfach 
zählt. Hieraus fließt der allgemeine Satz: 


Die unendlich entfernten Punkte einer Minimalkurve 
entsprechen beiunsererAbbildung denjenigenErzeugenden 
der [Developpabeln der] Komplexkurve, die g schneiden. 
Eine Erzeugende, deren Berührungspunkt nicht aufg liegt, 
gibteinen einfach zählenden unendlich entfernten Punkt 
aufder Minimalkurve., 


Laß uns endlich die Komplexkurve dritter Ordnung von allgemeiner 
Lage betrachten. Es ist dann: 


o=3, r=4, m=0, u=0, i=0, s=0, 
und also kommt: 


VS DAR HS EDS 


Hiermiterkennen wir die Existenz einer Minimalkurve 
vierter Ordnung, vom Range 6, deren Developpable den 
Kugelkreis dreifach enthält.) 


Die Gerade g schneidet die Developpable der vorgelegten Komplex- 
kurve in vier verschiedenen Punkten; dementsprechend hat unsere Minimal- 
kurve vierter Ordnung vier verschiedene unendlich entfernte Punkte, Die 
Klasse dieser Minimalkurve ist gleich sechs. 


44. Ich wende mich nun zur Betrachtung von Kurven vierter Ord- 
nung, deren Tangenten unserem linearen Komplexe angehören, um später 





1) Dieser Spezialfall der Kurven vierter Ordnung zweiter Gattung scheint zu- 
erst von mir bemerkt worden zu sein. 
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die entsprechenden Minimalkurven zu untersuchen. Der Kürze wegen 
brauche ich wie früher das Wort Komplexkurve, um eine Kurve, deren 
Tangenten dem linearen Komplexe angehören, zu bezeichnen. 

Eine Komplexkurve vierter Ordnung kann bekanntlich nicht auf [389 
zwei Flächen zweiter Ordnung liegen!). Hieraus folgt, daß sich die 
Punkte einer solchen Kurve eindeutig auf die Punkte einer Geraden be- 
ziehen lassen. Dieses vorausgesetzt, denke ich mir in einem beliebigen 
Punkte p der Kurve die zugehörige Oskulationsebene konstruiert. Diese 
schneidet die Kurve außer in p nur noch in einem anderen Punkte x. 
Hiermit ist eine eindeutige Zuordnung je zweier Punkte der Kurve fest- 
gestellt. Und da die Kurve vom Geschlechte Null ist, können wir schließen 2), 
daß es jedenfalls einen Punkt p, gibt, dessen zugeordneter Punkt x, mit p, 
zusaimmenfällt. In diesem Punkte schneidet die Oskulationsebene die Kurve 
in vier zusammengefallenen Punkten. Und also ist entweder die Osku- 
lationsebene eine stationäre Ebene und gleichzeitig der betreffende Punkt 
ein stationärer Punkt; oder auch die zugehörige Tangente ist eine stationäre 
Tangente. | 

Jedenfalls ist klar, daß eine jede Ebene, die durch die Tangente im 
Punkte 9, hindurchgeht, die Kurve außer in 9, nur noch in einem Punkte 
schneidet. | 

Dieses vorausgesetzt, werde ich der Komplexkurve vierter Ordnung 
eine solche Lage geben, daß die Gerade g die Kurve im Punkte p, berührt. 
Es ist?): 


Hieraus folgt: 


DB. 7:6, =, 
Ei a Her 1 33 


' Die erhaltene Minimalkurve ist daher die bekannte Kurve vierter 
Ordnung vom Range 5, die eine Spitze enthält. 
Es ist leicht, die Darstellung dieser Kurve vermöge der Weier- 
straßischen Formeln zu finden; denn es ist (Nr. 33): 


O=m+:'+m +29, 
R=m+t'-+m+9+2, 


1) Die Kurven vierter Ordnung, die auf zwei Flächen zweiten Grades liegen, 
sind, wenn ich nicht irre, genau untersucht. Dagegen sind die Spezialfälle der 
übrigen Kurven vierter Ordnung noch nicht eingehend genug betrachtet worden. 

2) Man nehme eine feste Gerade y, die die Kurve in drei Punkten schneidet, 
und konstruiere die Ebenen yp und yz; dieselben bilden eine Involution mit 
zwei Doppelelementen. Die Gerade px ist nämlich eine Komplexlinie. 

3) Der Rang einer allgemeinen Kurve vierter Ordnung, die nur auf einer 
Fläche zweiter Ordnung liegt, ist 6. Der Rang einer speziellen Kurve dieser Art 
kann bekanntlich nicht gleich 5 oder 4 sein. 
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woraus: 


4=m+''+m. + 29, 
B=m+t'+m+qg4+2 


und durch Elimination: 
Ann i; mM — 2 , 
sodaß: [390 


A b 
Fort 


a)? s— u 





wird. Diese Minimalkurve hat eine unendlich entfernte stationäre Ebene; 
dementsprechend ist im Raume des linearen Komplexes die Gerade g eine 
Inflexionstangente der Komplexkurve 4. Ordnung. Daß diese Kurve noch 
eine Inflexionstangente besitzt, geht daraus hervor, daß die Minimalkurve 
eine im endlichen Raume gelegene Spitze besitzt. 

In dieser Weise finden wir den folgenden Satz, der möglicherweise 
einen kleinen Beitrag zur Theorie der Raumkurven vierter Ordnung liefert: 


Es gibtnur eine Kurve vierter Ordnung, deren Tangenten 
einem linearen Komplexe angehören. Diese besitzt zwei 
Inflexionstangenten.!) 


Auf diese Weise habe ich bekannte Eigenschaften einer Minimal- 
kurve zur Auffindung von Eigenschaften der entsprechenden Komplex- 
kurve verwertet. Jetzt werde ich, indem ich der gefundenen Komplex- 
kurve eine neue Lage gebe, aus ihren bekannten Eigenschaften die 
charakteristischen Zahlen derjenigen Minimalkurve, die der neuen Lage 
entspricht, herleiten. | | 

Laß mich zunächst annehmen, daß die Gerade g eine gewöhnliche 
Tangente der Komplexkurve vierter Ordnung ist. Alsdann ist: 

Bea nu ee, 
also kommt: 
412: h=6, 0=-5.8=2, J—U, 

Die Gerade g trifft zwei Erzeugende der Komplexkurve; dement- 
sprechend erkennen wir, daß die Minimalkurve zwei einfach zählende un- 
endlich entfernte Punkte besitzt; außerdem oskuliert sie die unendlich 
entfernte Ebene in einem Punkte. 

Laß mich ferner annehmen, daß die Komplexkurve vierter Ordnung 
die Gerade g in zwei verschiedenen Punkten schneidet, was nach dem 
Vorangehenden denkbar ist. Alsdann ist: 


0-4, mal. i=2, 5, 





1) Diese Kurve, welche ich im Jahre 1870 eben in dieser Weise fand, war 
schon früher von Cayley und Cremona betrachtet worden. 
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und folglich wird: 
M=3, R=-6, 026 8-2 1.06 


Die Gerade g trifft die Developpable nur in den beiden Punkten der 
Komplexkurve. Dementsprechend hat die Minimalkurve nur zwei unend- 
lich entfernte Punkte, welche alle beide Spitzen sind, deren Tangenten 
den Kugelkreis berühren (Nr. 43). 

Wir können sodann annehmen, daß die Gerade g die Komplex- [391 
kurve nur in einem Punkte schneidet; alsdann ist: 


o=4, r=6, m=0, u=1, s=0, i=2 (ederi=1), 
woraus: 


M=3, R=T, 0=6, J=0, $S=2 (oder S=1). 


Endlich können wir annehmen, daß die‘ Gerade g die Komplexkurve 
gar nicht schneidet; dabei ist denkbar, daß doch noch die eine oder beide 
Inflexionstangenten die Gerade g treffen. Es ist leicht, die charakteristischen 
Zahlen der drei betreffenden Minimalkurven anzugeben. 


45. Die vorangehenden Entwickelungen erlauben unter anderm, die 
allgemeinsten Minimalkurven, die den Annahmen: 


M=2.RB-6, 
oder: 

7 De N 
oder endlich: 

NE: BEN es 


entsprechen, anzugeben. Denn es wird jedenfalls: 
R—M=4=o, 


sodaß die entsprechende Kurve im linearen Komplexe von der vierten 
Ordnung ist. Und wir haben soeben die allgemeinste Komplexkurve vierter 
Ordnung bestimmt. 

Soll insbesondere: 


M=-2, B=6 


sein, so kommt, da 0 = 4 ist: 
aD 


Diese Relation kann aber nur auf zwei Weisen erfüllt werden. Entweder 
ist y eine gewöhnliche Tangente der Kurve, oder auch, es schneidet g die 
Kurve in zwei verschiedenen Punkten. Die beiden entsprechenden Minimal- 
kurven sind früher diskutiert worden. 
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Ich erinnere zum Schlusse noch an folgendes: Wird der Raum x, y, z 
linear transformiert, und geht dabei unser linearer Komplex in sich über, 
so wird nach meinen Untersuchungen (Über Komplexe, Math. Ann. Bd. V 
[hier Abh.I, 5.39—43]) der Punktraum X, Y, Z konform transformiert. 


$ 12. Bestimmung reeller Minimalflächen von gegebener Ordnung. 


Das Problem, alle reellen Minimalflächen von gegebener Ordnung zu 
bestimmen, ist im allgemeinen mit bedeutenden Schwierigkeiten verknüpft. 
Doch ist mir seine Erledigung in mehreren speziellen Fällen gelungen. [392 
Und ich vermute, daß der von mir eingeschlagene Weg noch weiter führen 
kann. Wie bei den entsprechenden Untersuchungen über Minimalflächen 
gegebener Klasse betrachte ich die zweierlei Arten von Minimalflächen 
für sich. 


46. Zuerst werde ich suchen, reelle Minimalflächen gegebener Ordnung 
zu bestimmen, indem ich die Doppelflächen ausschließe. 

Ich wähle (vergleiche Nr. 28) auf einer reellen Minimalfläche, die 
keine Doppelfläche ist, eine Minimalkurve jeder Schar. Der Inbegriff 
dieser beiden Kurven schneidet die unendlich entfernte Ebene in einer 
geraden Anzahl von Punkten, die paarweise konjugierte Punkte des Kugel- 
kreises sind. Seien: ee 


diese Punkte, und seien P, und TT, jedesmal konjugierte Punkte. Ich setze 
voraus, daß für die eine Kurve jeder Punkt P; als p,-facher Schnittpunkt 
mit der unendlich entfernten Ebene zählt, und daß ebenso für dieselbe 
Kurve jeder Punkt TT, als x,-facher Schnittpunkt zählt. Alsdann zählen 
die Punkte P, und TT, für die andre Kurve beziehungsweise als x.-facher 
und p,-facher Schnittpunkt. 

Die Ordnung einer jeden auf unserer Fläche gelegenen Minimalkurve 
von allgemeiner Lage ist gleich: 


37 F In. 


Die Ordnung der Fläche ist nach unseren früheren Untersuchungen ($ 6 
und 7) jedenfalls nicht kleiner als: 


Dp: + Dx,) u 2 >pı. 2 
und also auch nicht kleiner als: 
rl + Dxt. 


Ich kann ohne Beschränkung annehmen, daß p,, Ps, ..., 9, sämtlich 
größer als Null sind, während einige unter den Zahlen m, ?s,..., x, im 


190 II. Beiträge zur Theorie der Minimalfl. I. Projekt. Untersuch. Ann. XIV, 1879 


allgemeinen gleich Null sind. Ich nehme ferner an, daß jede Zahl p, gleich 
oder größer als x, ist, und endlich, daß p, gleich oder größer als p;.., ist. 


4%. Es ist jetzt leicht, alle reellen Minimalflächen, deren Ordnung 
nicht größer als 16 ist, und welche dabei keine Doppelflächen sind, zu 
bestimmen. Zunächst zeige ich, daß es keine derartige Fläche gibt, deren 
Ordnung kleiner als 9 ist. 

Existierte eine Fläche, deren Ordnung 0’ kleiner als 9 wäre, so 
müßte, da: 

(1) EP; 
ist, 9, kleiner als 3 sein. [393 
Sei nun zunächst: 


mn=2, m=2. 
Ist dabei p, größer als Null, so müßte wegen der Formel: 


(2) = (Dr: u >) — 2 Ip. 7% 


die Ordnung der Fläche jedenfalls gleich 17 sein. Es bleibt also nur die 
_ Hypothese p, = 0 zu untersuchen. Es läßt sich aber nachweisen, daß es 
keine Minimalkurve vierter Ordnung gibt, die die unendlich entfernte 
Ebene in zwei distinkten, doppeltzählenden Punkten schneidet. Denn es 
gibt keine derartige Minimalkurve vierter Ordnung, die auf zwei Flächen 
zweiter Ordnung liegt. Und die Minimalkurven vierter Ordnung, die nur 
auf einer Fläche zweiter Ordnung liegen, und welche dabei bekanntlich 
vom Range 6 sind, entsprechen notwendig, dd R— MS3 ist, einer der 
folgenden Annahmen: 
M=1, R=6,.0=4 

M=2, 8. 0-4 

M=3, BR - 9. Wat 

Unter diesen ist die erste unmöglich, weil die beiden Gleichungen: 


m + +m+q9+2=R=6, 
n+'+m +24 =-0=4 
die unmögliche Relation g = 0 nach sich ziehen würden. 
Die zweite Annahme (vergleiche Nr. 44) gibt: 
R—- M=4=0 re mw#r- 0-2, 


sodaß die Kurve im linearen Komplexe von der Geraden g in zwei konse- 
kutiven Punkten berührt würde; dann aber hätte die Minimalkurve die 
unendlich entfernte Ebene zur stationären Oskulationsebene, womit wir 
auf Widerspruch geführt sind. 
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Die dritte Annahme endlich würde geben: 
| R—-M=3=0. 


Nun sahen wir allerdings in Nummer 43, daß die Annahme 0 = 3 auf 
Minimalkurven vierter Ordnung führen könnte, doch waren die unendlich 
entfernten Punkte dieser Kurven nie so gelegen, wie oben verlangt wurde.!) 

In dieser Weise erkennen wir, daß es keine Minimalkurve vierter Ord- 
nung gibt, die der Hypothese p, = 2, x, = 2 entspricht, und daß infolge- 
dessen die Hypothese p, = 2,0, = 2, ..., oder, sage ich kurzweg, die [394 
Hypothese (2, 2),... keine Fläche gibt, deren Ordnung nie- 
driger als 17 ist. 

Wir wenden uns jetzt zu der Hypothese (2, 1),..., das heißt, wir 
setzen voraus, daß 9%, = 2, m, =1 ist, während wir die Werte der Zahlen 
P2, %g, ... unbestimmt lassen. Ist nun 9, = 2, so ist die Ordnung der 
Fläche gleich oder größer als 21. Ich werde nachweisen, daß die Hypo- 
these 9, = 1 nur für Minimalkurven, deren Ordnung größer als 4 ist, 
eintreten kann. 

Existierte in der Tat eine Minimalkurve vierter Ordnung, die der 


Hypothese: 
9=2, a=1, ”»=1, N, P; = 0 


entspräche, so müßte: 
R=6 


sein, während M nicht größer als 3 sein könnte. M kann nicht gleich 1 
sein, da die Zahlen p, und x, nicht sämtlich größer als 2 sind. 
Die Hypothese M =2 gibt: 


o=4 r=6, M=er—0=2. 


Infolgedessen müßte g eine Inflexionstangente der Komplexkurve, und 
andererseits die unendlich entfernte Ebene eine stationäre Oskulations- 
ebene der Minimalkurve sein, sodaß wir auf Widerspruch geführt sind. 


Die Hypothese M = 3 endlich gibt: 
o=d, r=4, m=0, u=0. 


Wir haben aber früher gesehen, daß die dieser Komplexkurve entsprechende 
Minimalkurve die unendlich entfernte Ebene in vier verschiedenen Punkten 
schneidet. Hiermit ist nachgewiesen, daß Minimalkurven, die der Hypo- 


these: 
pn=2, m=1, m=|],... 
1) Ich bemerke beiläufig, daß die Entwickelungen des Textes eine erschöpfende 
Bestimmung aller Minimalkurven vierter Ordnung liefern. 
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entsprechen, von fünfter oder noch höherer Ordnung sind. Folglich ist 
dieÖrdnungderentsprechenden Flächen gleich oder größer 
als 19. 

It p, =2, 1 =0, so muß », größer als Null sein, da es keine 
Minimalkurve zweiter Ordnung gibt. Ist 9, gleich 1, so muß unsere Kurve 
nach dem soeben Entwickelten jedenfalls von der fünften Ordnung sein, 
sodaß die betreffende Fläche jedenfalls von der 23-ten Ordnung 
sein muß. Ist endlich 9, = 2, so muß die Minimalkurve jedenfalls von der 
fünften, die Fläche jedenfalls von der 25-ten Ordnung sein. 

So bleibt nur noch die Annahme, daß p, gleich 1 ist, und daß in- 
folgedessen die x, und die übrigen Größen p, gleich 1 oder Null sind. 
Hierbei können verschiedene Unterfälle eintreten. 

Zunächst werden wir annehmen, daß die betreffenden Minimalkurven 
von der vierten Ordnung sind. Alsdann gibt die Hypothese (1,1), (1,1) 
eine Fläche zwölfter Ordnung, die Hypothese (1,1), (1,0), (1,0) eine 
Fläche vierzehnter Ordnung, endlich die Hypothese (1,0), (1,0), (1,0), [395 
(1,0) eine Fläche sechzehnter Ordnung. Diese drei Flächen sind (Nr. 43) 
sämtlich von der achtzehnten Klasse. Ist die Ordnung unserer Minimal- 
kurve größer als vier, so ist die Ordnung der betreffenden Fläche jedenfalls 
größer als 21. 


Hiermitist nachgewiesen, daß dieOrdnung einerjeden 
reellen Minimalfläche, die keine Doppelfläche ist, jeden- 
falls größer als Sist. 


Wünscht man, indem man fortwährend alle Doppelflächen ausschließt, 
alle reellen Minimalflächen von der neunten Ordnung zu bestimmen, so 
zeigen die obenstehenden Entwickelungen, daß 9, nicht kleiner als 3 sein 
darf. Auf der anderen Seite zeigt die Formel (1), daß p, auch nicht größer 
als 3 sein kann, und daß dabei die x, und die übrigen p, gleich Null sein 
müssen. Und da es nur eine Minimalkurve dritter Ordnung gibt, fließt 
hieraus der Satz: 


Satz 58. Die Ennepersche Minimalfläche neunter Ordnung, 
sechster Klasse ist die einzige Minimalfläche neunter Ord- 
nung, die keine Doppelfläche ist. 


48. Verlangt man alle Flächen, deren Ordnung 16 nicht übersteigt, 
so kann p, nicht größer als 4 sein. Ist p, gleich 4, so müssen die x, und 
die übrigen p, gleich Null sein. Die zugehörige Minimalkurve ist daher 
von der vierten Ordnung. Liegt dieselbe auf zwei Flächen zweiten Grades, 
so ist ihr Rang gleich 5; die betreffende Fläche ist von der Ordnung 16 
und von der Klasse 8. Ist dagegen die Minimalkurve eine solche Kurve 
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vierter Ordnung, die nur auf einer Fläche zweiten Grades gelegen ist, so 
muß nach einer früheren Bemerkung die Größe M entweder gleich 2 oder 


gleich 3 sein. Ist: 
M-2,0=4 R=6, 


so kommt: ' 
o=4, r=6, m=r—0=2, u=0o—M=2, 


was kontradiktorisch ist, weil eine Komplexkurve vierter Ordnung nicht 
eine solche Lage hinsichtlich der Geraden g haben kann, daß gleichzeitig 
m=2,u=2 ist. Ist andererseits: 


so kommt: 
o=53, r=4, m=r—0=(, 


sodaß unsere Minimalkurve vier verschiedene, und nicht, wie früher voraus- 
gesetzt, vier vereinigte unendlich entfernte Punkte haben müßte. Hiermit 
ist gezeigt, daß die Hypothese (4,0) nur eine Fläche sechzehnter 
Ordnung, achter Klasse gibt. 

Ist p, = 3, so kann x, nicht größer als 2 sein, und dann müssen die 
übrigen p, und x, gleich Null sein, sodaß die Minimalkurve von der [395 
fünften Ordnung ist. Ich werde zeigen, daß die Ordnung der entsprechenden 
Minimalflächen jedenfalls größer als 16 ist. 

Laß mich zunächst voraussetzen, daß die durch den Punkt P, hin- 
durchgehenden Kurvenzweige durch eine einzige Reihenentwickelung 
dargestellt, und daß ebenso die durch TT, gehenden Zweige durch eine 
einzige Entwickelung dargestellt sind. Der niedrigste Exponent der ersten 
Eintwickelung ist dann entweder $, oder 3, oder 3. Der niedrigste Exponent 
der zweiten Entwickelung ist 2, oder 2. Unsere Annahme führt also auf 
sechs verschiedene Fälle: 


l. Sind die niedrigsten Exponenten beziehungsweise * und 2, so ist 


die Ordnung der betreffenden Fläche gleich oder größer als 21. 


2. Die Exponenten #*, % geben nur Flächen, deren Ordnung größer 
als 20 ist. 


3. Die Exponenten 3,2 geben nur Flächen, deren Ordnung größer 
als 18 ist. 


4. Die Exponenten 5,2 geben nur Flächen, deren Ordnung größer 
als 16 ist. 


5. Die Exponenten #,2 geben nur Flächen, deren Ordnung größer 


als 18 ist, 
Sophus Lie. Gesammelte AbhandInngen. Bd. II, 1 13 
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6. Die Exponenten $, können nicht gleichzeitig vorkommen, da 
keine Raumkurve 5-ter Ordnung gleichzeitig einen dreifachen und einen 
zweifachen Punkt haben kann. 

Sind die durch P} gehenden Zweige nicht durch eine einzige, sondern 
durch zwei oder drei Entwickelungen dargestellt, so sind die entsprechenden 
niedrigsten Exponenten im ersten Falle +, , im zweiten Falle 1,1, 1, 
Sind andererseits die durch TT, gehenden Zweige durch zwei Entwicke- 
lungen dargestellt, so sind die entsprechenden Exponenten +, -. 

Indem man sukzessiv alle möglichen Fälle berechnet, und dabei be- 
rücksichtigt, daß ein dreifacher und ein zweifacher Punkt nicht gleich- 
zeitig auftreten können, erkennt man, daß die Annahme (3, 2) nur Flächen 
gibt, deren Ordnung größer als 16 ist. 

Die Hypothese (3, 1) gibt bekanntlich nur eine Minimalkurve vierter 
Ordnung, fünften Ranges. Die entsprechende Minimalfläche ist von der 
zwölften Ordnung und der zwölften Klasse. Die Hypothese 
(3, 1), ... gibt nur Flächen, deren Ordnung größer als 18 ist. 

Die Hypothese (3,0) gibt die Ennepersche Fläche neunter Ordnung. 
Die Hypothese (3, 0),... gibt nur eine Fläche sechzehnter Ordnung, [397 
zwölfter Klasse. 

Die Flächen, die den Hypothesen 9) =2 und 9, = 1 entsprechen, 
sind früher bestimmt worden. Und also ist es uns wirklich gelungen, alle 
reellen Minimalflächen, deren Ordnung niedriger als 17 ist, und welche 
dabei keine Doppelflächen sind, zu bestimmen. Ich stelle die betreffenden 


Flächen in dem folgenden Schema zusammen: 











Hypothese | Ordnung Klasse 
(4,0) 16 8 
(3,1) 12 12 
(3,0) (1,0) 16 12 
(3,0) 9 6 
(1,1) (1,1) 12 18 
(1,1) (1,0) (1,0) 14 18 
(1,0) (1,0) (1,0) (1,0) 16 18 

















49. Es ist schwieriger, alle Doppelflächen von gegebener Ord- 
nung zu bestimmen. Ich werde diejenigen Resultate, die ich bis jetzt er- 
halten habe, auseinandersetzen. 

Da die betreffenden Minimalkurven sich selbst konjugiert sind, so 


wird: 
Pr = TI 


$ 12. Nr. 48, 49. Reelle Doppelflächen niedrigster Ordnung 195 


Bezeichnen wir die Ordnung der Doppelfläche mit 0”, so ist nach 
unseren früheren Untersuchungen: 


0320) — 37, 
Em, 


Verlangen wir, daß 0” kleiner als 9 sein soll, so muß nach der letzten 
Formel p, entweder gleich 2 oder gleich 1 sein. 

Da es keine Minimalkurve vierter Ordnung gibt, die der Hypothese (2, 2) 
entspricht, so erkennen wir, daß die Annahme p, = 2 nur Doppel- 
flächen liefert, deren Ordnung größer als 12 ist. 

Es bleibt also nur die Annahme p, = 1. Die Hypothese: 


(1,1), (1,1) 
gibt bekanntlich (Nummer 40, 43) eine Doppelfläche sechster Ordnung, 
neunter Klasse, wobei indes wie früher unentschieden bleibt, ob dieselbe 
reell sein kann. 
Die Hypothese: 


und also zugleich: 


e: 17 (1, 1), ar 1) [398 


gibt nur Doppelflächen, deren Ordnung größer als 14 ist. 
Also kommt, indem wir uns zugleich an unsere früheren Ergebnisse er- 
innern: 

Satz 59. Gibt es reelle Minimalflächen, deren Ordnung 
niedriger als neun ist, so muß ihre Ordnung gleich sechs, 
ihre Klasse gleich neun sein. 


Wir stellen sodann die Frage nach den reellen Doppelflächen, deren 
Ordnung nicht größer als 15 ist. 

Es ist zunächst klar, daß p, nicht größer als 3 sein darf. Und da wir 
schon die beiden Hypothesen p, = 2 und p, = 1 behandelt haben, bleibt 
nur die Hypothese p, = 3 übrig. Ist dabei p, größer als Null, so ist die 
Ordnung der betreffenden Doppelflächen jedenfalls gleich 22. Wir haben 
daher nur zu untersuchen, welche Doppelflächen der Hypothese: 
entsprechen. On 

Es können drei verschiedene Fälle eintreten; wir werden dieselben 
der Reihe nach betrachten. 


1. Laß uns zunächst voraussetzen, daß die durch P, gehenden Kurven- 
zweige durch dieselbe Reihenentwickelung dargestellt werden, und daß der 
niedrigste Exponent gleich * ist. Die entsprechenden Minimalflächen sind 


von der fünfzehnten Ordnung. Hierher gehört die Hennebergsche 
13* 
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Fläche fünfter Klasse. Es ist mir nicht gelungen, zu entscheiden, ob es 
noch andere reelle Doppelflächen fünfzehnter Ordnung gibt, die unserer 
Hypothese entsprechen. Ist dies der Fall, so ist ihre Klasse dargestellt 
durch die Formel: 

M(M +4) 
und also gleich 12, 21 oder noch größer. 

2. Wir setzen fortwährend voraus, daß die durch P, gehenden Zweige 
durch eine einzige Entwickelung dargestellt sind; und sei jetzt der niedrigste 
Exponent gleich $. Die Ordnung der entsprechenden Doppelflächen ist 
gleich: | 
+86 —2.4—2.3)=1l. 

Es ist mir nicht gelungen, zu entscheiden, ob diese Hypothese reelle 
Doppelflächen liefert. - 

3. Es bleibt nur die Annahme, daß die durch P, gehenden Zweige 
durch zwei Entwickelungen dargestellt sind, und daß * und 4 die be- 
treffenden Exponenten sind. Die Ordnung der entsprechenden Flächen ist 


gleich: 
+(36—2.2—-2.1—-2.1—-2.1)=13. [399 


Ich weiß indes nicht, ob diese Hypothese reelle Doppelflächen liefern 
kann. 

Früher haben wir schon gesehen, daß die Hypothese p, = 2 jeden- 
falls nur Flächen, deren Ordnung größer als 12 ist, liefert. Ich werde ver- 
suchen, diese Hypothese etwas näher zu diskutieren. 

Ist p, größer als 1, so ist die Ordnung der betreffenden Flächen jeden- 
falls größer als 23. Andererseits kann 9, nicht Null sein, da die Hypo- 
these (2,2) keine Minimalkurve vierter Ordnung liefert. Daher muß 9, = 1 
sein. Ist dabei p; größer als Null, so ist die Ordnung der betreffenden 
Flächen größer als 25. Wir brauchen somit nur die Hypothese: 


(23,2), (1,1) 


zu untersuchen. Es können drei Fälle eintreten: 

1. Laß uns zunächst voraussetzen, daß die durch P, gehenden Kurven- 
zweige durch eine einzige Entwickelung dargestellt sind, und daß der be- 
treffende Exponent gleich * ist. Die Ordnung der entsprechenden Doppel- 
flächen ist gleich: 

+36 —2.2—2.1)=19. 

2. Laß uns andererseits voraussetzen, daß die durch P, gehenden 

Zweige durch eine einzige Entwickelung dargestellt sind, und daß der be- 
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treffende Exponent gleich 5 ist. Die Ordnung der entsprechenden Doppel- 
flächen ist gleich: 16-934 _3.D-13. 


3. Endlich haben wir noch die Annahme, daß die durch P, gehenden 
Zweige durch zwei Entwickelungen dargestellt sind, und daß die be- 
treffenden Exponenten gleich — und + sind. Die reellen Doppelflächen, 
die dieser Annahme entsprechen können, sind von der 13-ten Ordnung. 

Aus dem Vorangehenden fließt der Satz: 

Satz 59*. Es gibt keine reelle Doppelfläche, deren Ord- 
nung gleich einer der folgenden Zahlen: 


2:9 4,B,1/8,9;10, 12,14 
ist. Dagegen lasse ich unentschieden, ob dieOÖrdnung einer 
reellen Doppelfläche gleich 6, 11, oder 13 sein kann.!) 
Im übrigen betrachte ich den folgenden Satz als das wichtigste [400 
Ergebnis meiner Untersuchungen über Minimalflächen gegebener Ordnung: 


Satz 60. Die Summe der Ordnung und der Klasse einer 
reellen Minimalfläche, sie möge eine Doppelfläche sein 
oder nicht, istimmer größerals 14. 


$ 13. Der Asymptotenkegel zerfällt in Ebenen. 


50. Ich werde jetzt die unendlich entfernten Punkte einer algebraischen 
Minimalfläche bestimmen. Dabei setze ich zunächst voraus, daß die Minimal- 
kurven der einen Schar keinen unendlich entfernten Punkt enthalten, der 
zugleich den Minimalkurven der zweiten Schar angehört. 


Sei: 
% Mr A(t), a Bi), Be AU) 
eine Minimalkurve der einen Schar, deren Ordnung gleich m sein möge. 
Und sei: | 
z= A, (vd), y=Bfr), s= Cl) 


eine Minimalkurve der zweiten Schar, die von der p-ten Ordnung ist. Als- 
dann ist die Ordnung der Fläche gleich mp. 

Die Kurven der ersten Schar haben m gemeinsame unendlich entfernte 
Punkte; ebenso haben die Kurven der zweiten Schar p gemeinsame un- 





1) Die interessante Frage, ob es [reelle] Doppelflächen sechster Ordnung gibt, 
kann nach dem Vorangehenden auch folgendermaßen formuliert werden: Kann 
eine Minimalkurve dritter Ordnung durch eine Transformation 
durch reziproke Radien in eine sich selbst konjugierte Kurve 
umgewandelt werden? 
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endlich entfernte Punkte, wobei zu bemerken ist, daß einige unter diesen 
m oder p Punkten vereinigte Lage haben können. Ich verbinde die m Punkte 
mit den p Punkten durch gerade Linien, und erhalte hierdurch m p Gerade, 
von denen unter Umständen einige zusammenfallen. 

Ich wähle einen beliebigen unendlich entfernten Punkt @, der jedoch 
nicht auf den besprochenen Geraden liegen darf, und ziehe eine durch © 
gehende Gerade von allgemeiner Lage. Um die Schnittpunkte dieser Geraden 
mit unserer Fläche mp-ter Ordnung zu finden, verfährt man nach den 
Untersuchungen in $ 6 folgendermaßen: Man konstruiert die beiden Kegel, 
welche beziehungsweise die Minimalkurven: 


z=Al)—a, y=Bi)-b, = Cl)-—ec 


A zu A,(?), Be ı(?), en: C(r) 


enthalten, und für welche dabei Q gemeinsame Spitze ist. Man bestimmt 
die gemeinsamen Erzeugenden dieser Kegel. Die Zahl dieser Erzeugenden, 
die nicht in der unendlich entfernten Ebene liegen, ist gleich der Zahl 
der im endlichen Raume gelegenen Schnittpunkte zwischen der Fläche 
und der durch @ gezogenen Geraden. Nun aber ist klar, daß unsere [401 
Kegel nach den gemachten Voraussetzungen keine gemeinsame, unendlich 
entfernte Erzeugende haben. Und da unsere Kegel beziehungsweise von 
der m-ten und der p-ten Ordnung sind, so haben sie mp gemeinsame im 
endlichen Raume gelegene Erzeugende, die wegen der unbestimmten Para- 
meter a, b, c sämtlich verschieden sein müssen. Dementsprechend schneidet 
eine durch @ gehende Gerade von allgemeiner Lage die Fläche in mp 
verschiedenen Punkten. Und da die Ordnung der Fläche gleich mp ist, 
folgt, daß @ nicht auf der Fläche liegt. 

Liegt dagegen die Kegelspitze auf einer unter den besprochenen mp 
Geraden, so haben die Kegel jedenfalls eine gemeinsame unendlich ent- 
fernte Erzeugende, und also liegt die Spitze auf der Fläche. 


und: 


Setzt man daher voraus, daß die Minimalkurven der 
einen Schar keinen unendlich entfernten Punkt mit den 
Kurven der zweiten Schar gemein haben, so besteht die 
Schnittkurveder Fläche mitderunendlich entfernten Ebene 
nur aus mp Geraden: den Verbindungsgeraden der m unend- 
lich entfernten Punkte der Minimalkurven der einen Schar 
mit den p entsprechenden Punkten der zweiten Schar. 

51. Jetzt werden wir annehmen, daß die Kurven der einen Schar un- 
endlich entfernte Punkte mit den Kurven der zweiten Schar gemein haben. 
Um die Überlegung möglichst eingehend führen zu können, scheint es mir 
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zweckmäßig, die Reihenentwickelungen der Minimalkurven in der Um- 
gebung des besprochenen gemeinsamen Punktes aufzustellen. 

Ich wähle mein Koordinatentetraeder in der folgenden Weise. Sei 
{= () die unendlich entfernte Ebene, und z=0 eine beliebige andere Ebene. 
Ich ziehe eine zur Ebene z = O senkrechte Gerade und lege durch dieselbe 
zwei Ebenen, die den Kugelkreis berühren. Seien z —= 0 und y = O diese 
Ebenen. Wählt man diese vier Ebenen zu Koordinatenebenen, so erhält 
die Differentialgleichung aller Minimalkurven folgende Form: 


ara! —(d)=0. 


Ich führe: 


Hn zZ 
=.dC, Pa) Fi 


als neue Koordinaten ein. Dieselben sind jetzt nicht mehr homogene, son- 
dern absolute Koordinaten. Hierdurch nimmt die obenstehende Differen- 
tialgleichung die Form an: 
dı(&dr— rdE) = (rd — Edr). 
Nun werde ich die allgemeinen Reihenentwickelungen einer durch den Punkt: 
eu. 0.0 
des Kugelkreises hindurchgehenden Minimalkurve suchen. Ich setze: 
2 Dr 5 Eu 

= ME + ME! 4 = 3°: =ZIm”, [eo 

= Liv + LE" a 2 Dia | 
und versuche, indem ich die M, als gegebene Größen betrachte, die Koeffi- 


zienten L, und die Exponenten r, derart zu bestimmen, daß die Differen- 
tialgleichung identisch befriedigt wird. Man findet die Bedingungsgleichung: 


a Ayttetrim2__ 
u ad ad TC (2,—r,) M, M,L;$ nr 
D 


er 


= I IU-2)(1—- 2) Mu", 
gg 


die identisch bestehen soll. 
Indem wir zunächst voraussetzen, daß keine unter den Gleichungen: 
Hr, mul 
stattfindet, ergibt sich, daß 27, + rg — 2 der niedrigste Exponent links, 


und 2x, der niedrigste Exponent rechts ist. Also ist: 


2u +tNn—2 = 2 70; 


woraus: 
Yo = 2 . 
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Es ergibt sich ferner, daß: 
1 2 
A ae 


und im allgemeinen: 





Me ge en Klick 
en al q q 
Wir werden zeigen, daß die Koeffizienten: 
Lies le; 
durch die Größen: 
Mn, Mı,..., 7 9-1 


vollständig bestimmt sind. 
Die Größe ZL, tritt nämlich zuerst auf in dem Gliede: 


(mr) MM, LER, 
Infolgedessen ist L,; im allgemeinen eine unzweideutige Funktion von: 
Is;dhay 3 Dir: Mi as: 0; 


ausgenommen ist dabei nur der Fall, daß r;—= ı, ist. In diesem ist Z, 
bestimmt durch M,, L, durch M, und M,, und so weiter, und endlich 
L bestimmt durch My, M1, ..., M,_3,_ı; sodaß der folgende Teil: 


p—-2g9—1 
2g9+1 >» 


1,8 = Bes ee L,_29-1 EU 


der Reihe &L,&” durch die vorgelegte Reihe ZM,E” voll- 
ständig bestimmt ist. 

Ist 9, = r,, so bleiben die obenstehenden Betrachtungen aller- [403 
dings nicht mehr gültig. Dabei ist jedoch zu bemerken, daß in der Reihe 
ZL,E” die Koeffizienten der Größen: 


p»—1 p—2 
2,6 2 ,...,und so weiter 


& 


gleich Null und somit [auch in diesem Falle] durch die vorgelegte Reihe 
unzweideutig bestimmt sind.?) 


Ist endlich: 
m=1l und Zn, 
so muß: 
H+mtNn2=m+m 
sein, woraus folgt: 
n=2+m—- %; 





1) Die Annahme: 
To — un 


kann nur eintreten, wenn =, kleiner als 2 ist, wie man leicht einsieht. 
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sodaß r, größer als 2 ist. Auch in diesem Falle sind daher die Koeffi- 


zienten der Größen: 
p—-1 p—2 


... 6 ? ,...,und so weiter 


gleich Null, und somit durch die vorgelegte Reihe unzweideutig bestimmt. 

Zu bemerken ist, daß r, nur dann gleich 1 sein kann, wenn gleich- 
zeitig 79 = 1 ist; diesen einfachen Fall schließen wir vor- 
läufig aus. 


92. Für das Folgende ist es notwendig, die Reihenentwickelungen 
einer Minimalkurve für eine etwas allgemeinere Lage des Koordinaten- 
tetraeders aufzustellen. 

Ich setze: 
gt=t, ga=a, oy=ytar, 092=27+Pßr 
und: | ; ; 
> =r = ka 5, - Fi e 


y 
und führe nun r’, 8&', &' als neue Koordinaten ein. Es ist: 


e in [23 
1+.0$’ eg er. 





Durch Einführung dieser Werte findet man zunächst eine Entwickelung: [404 
2q p—1 
9 


een Den 


wo jede Größe L; durch die Koeffizienten Z,,..., L; bestimmt ist. Man 
findet ferner: 


en u (te... 


1+0# 1+ef 
und durch Ausführung kommt: 
2 Au 
= Mb! + Me : +---+ 
2 »-ıa 29 2: 
+ Mo pE q (ve: e..4+ EEE at .) 2, 


53. Laß mich annehmen, daß die beiden Minimalkurven: 
z=4A(l)—a, y=B()—b, z2=(C(l)—c 
= — Alt), y=— Bılb), 2=— Ch) 
einer Minimalfläche durch den auf dem Kugelkreise gelegenen Punkt: 
et, eilt, et 


und: 
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hindurchgehen. Die Reihenentwickelungen dieser Kurven seien: 


p+% 


ee PET Zr 
und: 
p+% 


T] ee Re &1 ER 
Ich nehme an, daß: 


M,-M,.,..M 


” 


Se M,.-i; M, Z M, 


ist, wobei bekanntlich: 

MEI 
ist. Alsdann ist, wenn wir mit u die kleinere der Zahlen v und p— 2q 
bezeichnen, nach dem Vorangehenden: 


DU De 


u—1 1,u—19 


während im allgemeinen: 


L. Z Liu 
ist. Seien: 
p+# # \ 
DA IE DH PAS, 
und: 


+7 


= DM. :, = 312,” 


die Reihenentwickelungen in den neuen Variabeln. Es ist dann zu- [405 


nächst klar, daß: 
N I 


wird. Ist nun v <p—q, so ist: 
M=Mio.., Mi = M,., MM 2M,. 
Ist dagegen v = p— q, so kommt allerdings: 
My M1.0,---, Mi u = Misc 
während man nicht ohne weiteres einsieht, daß: 


M,-; Z M\,o-2 
sein muß. Es ist: 


Mi, —-M,, +20 Mlint... 


M\,»-: = M,,»-2 * 7 BMoLi,»-., +... 


$ 13. Nr. 53. Minimalkurven und Minimalflächen im Unendlichen 203 


und da M,_, und M,,,_, verschieden sind, so ist klar, daß M,_, und 
MY,» jedenfalls nur für spezielle Werte des Parameters ß einander gleich 
sein können. Da indes die Parameter a,b,c allgemeine Werte haben 
sollen, so lehren die Entwickelungen der Nummer 26, daß M,_, und 
MY! ,_, auch für spezielle Werte von ß nicht einander gleich sein können. 


Folglich ist: 
d(T— 1) = d(r’— ri). 


Haben die Reihenentwickelungen unserer Minimalkurven die Form: 


p+# 


NETT EDR Mk 
und: 
Pıtr% 
n=oM. 7 a on 
wo: 
> E23 
q < 91 


ist, so ergibt sich sogleich, daß: 
d(T— rn) = d(rf’—rı) 
ist. 
Erinnern wir uns nun, daß der Punkt: 


Pe 


einen jeden unendlich entfernten Punkt, der nicht auf der Tangente 
£=0,r=0 des Kugelkreises liegt, darstellen kann, so ergibt sich aus 
unseren früheren Untersuchungen ($ 6 und 7) der Satz: 


Gehört ein gewisser Punkt ® des Kugelkreises sowohl 
den Minimalkurven der einen Schar an, wie den Kurven 
der zweiten Schar, so liegen diejenigen unendlich entfern- 
ten Punkte der betreffenden Minimalfläche, die von [406 
den durch Q hindurchgehenden Kurvenzweigen herrühren 
können, auf der Tangente des Kugelkreisesin ®. 

Berührt die Tangente des Kugelkreises in Q@ sowohl die Minimal- 
kurven der einen Schar wie die Kurven der zweiten Schar, so ist es leicht, 
zu beweisen, daß die betreffende Tangente wirklich auf der Fläche liegt. 

Aus den beiden Entwickelungen einer Kurve der einen Schar: 


29 29 +1 
= Li! +16 Eye e-, 


p+1 


Se 
e=M,8: +M, qQ te... 
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folgen nämlich, indem man & als unabhängige Variable einführt, zwei 


Entwickelungen von der Form: 
g+1 
ni BETH 
p+1 


Tv En: mE’ +. 


und dementsprechend kommt, wenn: 





29 2qı +1 
ne . uU 4er, 
+8 





he az Mer + ME: N 


die Reihenentwickelungen einer Kurve der zweiten Schar sind, durch Ein- 
führung von & als unabhängiger Variabeln: 


Bei = 
sel 2 2 
1 ea lo & Qı u l,, - fon B- ” 


_Pı en 
" P 
71 >= m, 05 291 + BR: 29 4 





Hieraus folgt, wenn zum Beispiel p:q <pı: 9, ist: 
d(T—1,) = [= Ss (t—n) — pgı, 


da" )=—, D6(t”— Ti) = 2pq, 
sodaß: 
an > >56 (T— 17) 


wird. Ist andererseits 9:9 =pı:q, so kommt: 





ö( Sdlt—n)Z(2pr— N), 
IMS, ZI -M)SR.24, 
sodaß auch jetzt: [407 


>56") >D6lt— rn) 


wird.!) 





1) Ausnahmeweise kann es zum Beispiel eintreten, daß: 


Pp Pı 
„rs, nn. = Ası 
 . vo 


ist; alsdann ist, wenn wir zum Beispiel p:q Z p,:qg, annehmen: 
D8(@"— 4) = pn, 
De —r) ZRp—gNg, odr =pq, 


$ 13. Nr. 53. Die Minimalflächen im Unendlichen 205 


Diese Formel bleibt, wie man ohne Schwierigkeit erkennt, gültig, 
wenn die Tangente des Kugelkreises in Q nur die eine, dagegen nicht, 
wenn sie keine unter den Minimalkurven berührt. In dem letzten Falle ist 
in der Tat: 

Del’ — H) = Dil — m). 
Dies gibt: 

Berührt eine Tangente des Kugelkreises alle Minimal- 
kurven, die dereinen Schar angehören, so liegt diese Tan- 
gente auf der Fläche. Berührt dagegen diese Gerade keine 
Minimalkurve, so liegt sie nicht auf der Fläche. 

Die Multiplizität einer solchen Geraden auf der Fläche wird in jedem 
Falle bestimmt, indem man in den früher betrachteten Entwickelungen 
die notwendige Anzahl von Gliedern wirklich berechnet. Doch halte ich es 
nicht für notwendig, hierauf näher einzugehen. 

Aus den vorangehenden Betrachtungen ergibt sich nun der folgende 
Satz, der die unendlich entfernten Punkte einer jeden Minimalfläche voll- 
ständig bestimmt: 

Satz 61. Schneiden die Minimalkurven der einen Schar 
die unendlich entfernte Ebene und also auch den Kugel- 
kreisin den Punkten P,, P,,..., P, während die Kurven der 
zweiten Schar den Kugelkreis in den Punkten TI, TT,,..., TT, 
treffen, so liegen sämtliche Verbindungsgeraden verschie- 
dener Punkte P, TT auf der Fläche.t) Desgleichen, wenn P, 
mit TT, identisch ist, so gehört die Tangente des Kugel- [s0s 
kreisesin diesem Punkte der Flächean, sofernsie vonallen 
Minimalkurven dereinen Schar berührt wird, sonst nicht. 


Dieser Satz gilt für alle nicht developpablen Minimalflächen, sie mögen 
reell oder imaginär, Doppelflächen oder nicht Doppelflächen sein. Mein 
Satz vervollständigt eine frühere Angabe von Geiser. Derselbe hat näm- 
lich gefunden?), daß der Schnitt einer algebraischen Minimalfläche mit der 
unendlich entfernten Ebene nur aus dem Kugelkreise und aus geraden 
Linien bestehen kann. Nach dem Obenstehenden kann der Kugelkreis nur 





und da: 
pp > RP — NM, Pr >PpA 


ist, folgt auch in diesem Falle: 
De" — 17) > Dee — 2). 
1) Ist die Fläche insbesondere reell, und sind dabei P, und TT, konjugierte 


Punkte des Kugelkreises, so sind die Geraden P,TT, eo ipso reell. 
2) Mathematische Annalen Bd. III, S. 530. 
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auf den developpablen und zugleich imaginären Minimalflächen liegen. 
Überdies ist im Vorangehenden die Lage der betreffenden Geraden bestimmt. 


54. Es ist leicht, nachzuweisen, daß jede Minimalfläche eine Anzahl 
unendlich entfernter konischer Punkte enthält. Seien in der Tat c, und A, 
zwei auf einer Minimalfläche gelegene Minimalkurven, und laß mich an- 
nehmen, daß c, den Kugelkreis im Punkte @ schneidet, ohne jedoch den- 
selben zu berühren. Führe ich nun c, in Translationsbewegung, indem ich 
k, als Direktrix benutze, so beschreibt die Tangente von c, im Punkte Q 
einen Kegel, dessen Ordnung gleich der Ordnung der Kurve k, sein wird, 
wenn nicht zufälligerweise auch k, durch den Punkt ® hindurchgeht. 
Folglich ist @ ein konischer Punkt, dessen Tangentenkegel der soeben be- 
sprochene Kegel ist. Berührt c, den Kugelkreis in @, so ist dieser Punkt 
ein ausgearteter konischer Punkt. Also: 


Satz 62. Die Schnittpunkte der aufeiner Minimalfläche 
gelegenen Minimalkurven mit der unendlich entfernten 
Ebene sind konische Punkte der Fläche. 


Da nun alle Tangentenkegel einer Fläche durch die konischen Punkte 
derselben hindurchgehen, fließt aus dem Vorangehenden unter anderm 
der Satz: 


Satz 63. Die Tangentenkegeleiner Minimalfläche schnei- 
den den Kugelkreis in gewissen gemeinsamen Punkten. 
Außerdem gibt es jedoch variable Schnittpunkte. 


$ 14. Die Ordnung der Tangentenkegel einer Minimalfläche. 


55. Ich werde zeigen, wie man am besten verfährt, wenn man die 
Ordnung der Tangentenkegel einer Minimalfläche zu bestimmen wünscht. 
Zunächst werde ich voraussetzen, daß die Kegelspitze unendlich entfernt 
ist, sodaß der Kegel ein berührender Zylinder wird. In diesem Falle ist 
die Ordnungsbestimmung äußerst einfach. 

Ich nehme einen allgemeinen Punkt des Kugelkreises und kon- 
struiere den Tangentenkegel, dessen Spitze der gewählte Punkt ist. [409 
Der erhaltene Kegel zerfällt nach dem Vorangehenden in M + M’ Kegel, 
deren jeder die Fläche nach einer Minimalkurve berührt; außerdem wird 
unter Umständen die unendlich entfernte Ebene ein Teil des gesamten 
Tangentenkegels sein. Die besprochenen M und M’ Kegel sind beziehungs- 
weise von der Ordnung O’ und O. Also ist die Ordnung des eigentlichen 
Tangentenkegels, dessen Spitze ein allgemeiner Punkt des Kugelkreises 
ist, gleich M O’+ M’O. 
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Man verlege jetzt die Spitze des Tangentenkegels in einen allge- 
meinen Punkt der unendlich entfernten Ebene. Alsdann zerfällt unser 
Kegel in die unendlich entfernte Ebene und einen berührenden Zylinder. 
Sei « die Multiplizität der unendlich entfernten Ebene als irreduktiblen 
Teiles des Tangentenkegels, und sei 8 die Ordnung des Zylinders. Alsdann 
ist «+ ß die Ordnungszahl eines Tangentenkegels von allgemeiner Lage; 
die Spitze möge unendlich entfernt oder im endlichen Raume liegen. 

Es ist klar, daß die beiden Zahlen « und ß ungeändert bleiben, wenn 
die Spitze die unendlich entfernte Ebene durchläuft, dabei vorausgesetzt, 
daß man solche Punkte vermeidet, die auf der Fläche liegen. Und da der 
Kugelkreis nicht auf der Fläche liegt, schließen wir, daß 

ß=MO'+M'O 
ist. Also: 

Satz 64. Die Ordnungszahl eines berührenden Zylinders 
ist gleich MO’+ M’O, oder, wenn die Fläche eine Doppel- 
fläche ist, gleich MO. Ist die Fläche reell und keine Dop- 
pelfläche, so ist die besprochene Zahl 2M O. 


56. Wünscht man, weiter zu gehen und die Ordnungszahl eines all- 
gemeinen Tangentenkegels zu bestimmen, so hat man die Zahl « zu be- 
stimmen. Es ist leicht einzusehen, daß sich « als die Summe einer Reihe 
von Zahlen «,, darstellen läßt. Bezeichnen wir nämlich wie früher die un- 
endlich entfernten Punkte der auf unserer Fläche gelegenen Minimalkurven 
beziehungsweise mit: 


ER 


A 


P,, 
2 


=) 
=2 


so besteht bekanntlich die Schnittkurve der Fläche mit der unendlich 
entfernten Ebene aus den Geraden P;II,.. Berührt die Fläche die Ebene 
nach einer gewissen Geraden P,II;, so veranlaßt dieser Umstand, daß 
jeder Tangentenkegel, dessen Spitze unendlich entfernt ist, die unendlich 
entfernte Ebene etwa «,;.mal als irreduktiblen Teil enthält. Daher wird: 


TR > > Kirk, 

wo sich jede Zahl «;, nur auf die Gerade P, II, bezieht. Die Zahl «;, [410 
ist bestimmt durch die Reihenentwickelungen derjenigen Zweige unserer 
Minimalkurven, die durch P,; und II, hindurchgehen. Doch gehe ich auf 
die Berechnung der «,, nicht näher ein. 

5%. Es ist leicht, beliebig viele Minimalflächen zu konstruieren, für 
welche «—=(0 ist; wir können sogar beliebig viele Minimalflächen kon- 
struieren, die die unendlich entfernte Ebene nicht berühren. 
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Man zeigt nämlich zunächst, daß: 
2MM' 


die Zahl der parallelen Tangentenebenen der Fläche ist. Wünscht man in 
der Tat durch eine unendlich entfernte Gerade alle möglichen Tangenten- 
ebenen an die Fläche zu legen, so verführt man folgendermaßen. Man be- 
stimmt die Schnittpunkte P und @ der Geraden mit dem Kugelkreise, und 
wählt eine Minimalkurve aus jeder Schar, etwa c, und %,. Man bestimmt 
die M auf c, gelegenen Punkte x, deren zugehörige Tangenten den Kugel- 
kreis in P (oder @) treffen; ebenso sucht man die M’ auf k, gelegenen 
Punkte =’, deren zugehörige Tangenten den Kugelkreis in Q (oder P) 
treffen. Man zieht die durch die M Punkte x gehenden Kurven %k, und 
zugleich die durch die M’ Punkte #’ gehenden Kurven c. 

Die gezogenen Kurven e und k schneiden einander in M M’ Punkten, 
deren zugehörige Tangentenebenen die verlangte Richtung haben. Endlich 
findet man MM’ weitere solche Punkte, indem man die Punkte P und Q 
vertauscht. Also: 

Satz 656. Eine Minimalfläche hat 2MM’ parallele Tan- 
gentenebenen, unter denen, wenn die Fläche reell ist, 2M 
reellsind. Ist die Fläche eine Doppelfläche, so sind unsere 
Zahlen mit 2 zu dividieren. 


Nun ist die Klasse einer Minimalfläche gleich: 
M(R'—M)+M'(R— M), 
also ergibt sich durch Subtraktion, daß: 
M(R'— M)+M(R— M)—2MM' 


die Multiplizität der unendlich entfernten Ebene als Tangentenebene 
ist. Also: 


Satz 66. Die Multiplizität der unendlich entfernten 
Ebene als Tangentenebene ist M(R—2M') + M(R—2M), 
oder, wenn die Fläche reell ist: 2M(R—2M).Ist die Fläche 
eine Doppelfläche, so ist die besprochene Zahl gleich 
M(R—2M). 

Ist daher R=2M, so berührt die zugehörige reelle Minimalfläche 
die unendlich entfernte Ebene gar nicht. 

Um solche Minimalflächen zu finden, verfahre ich folgendermaßen. 
Ich nehme eine Kurve, deren Tangenten unserem linearen Komplexe an- 
gehören, und welche dabei eine allgemeine Lage hinsichtlich der Ge- 
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raden g hat. Infolgedessen schneidet g die zugehörige Developpable [411 
in r verschiedenen Punkten. Dabei ist: 


m=0, u= 0, 
folglich wird für die entsprechende Minimalkurve: 
M=0, R-M=o, R=20=2M, 


sodaß die dieser Minimalkurve entsprechende reelle Minimalfläche die un- 
endlich entfernte Ebene gar nicht berührt. 

Der Tangentenkegel einer solchen Fläche ist nach dem Voran- 
gehenden von der Ordnung 2MO (oder MO, wenn die Fläche eine 
Doppelfläche ist). 

98. Die Ordnung eines Tangentenkegels ist nach Plücker gleich 
der Klasse einer ebenen Schnittkurve der Fläche. Insbesondere schließen 
wir, daß jede auf einer Minimalfläche gelegene ebene Kurve MO’+ M’O 
(oder MO) parallele Tangenten besitzt. Hieraus folgt weiter, daß unsere 
Kurve (M O’+ M'0O)* Brennpunkte besitzt. Ist die Fläche reell, so gibt 
es 2 MO (oder MO) reelle Brennpunkte. Also: 


Satz 67. Die auf einer reellen Minimalfläche liegenden 
ebenen Kurven haben 2MO reelle Brennpunkte; diese 
Zahl ist mit 2 zu dividieren, wenn die Fläche eine Doppel- 
fläche ist. 


59. Es gibt eine andere bemerkenswerte Methode zur Bestimmung 
der Ordnung eines Tangentenkegels. Ich werde dieselbe in aller Kürze 
entwickeln, obgleich ich noch nicht alle mit derselben verbundenen 
Schwierigkeiten erledigt habe. 

Ich schneide einen Tangentenkegel mit einem Kegel, der dieselbe 
Spitze besitzt und. welcher dabei den Kugelkreis enthält. Die Ordnung 
des Tangentenkegels ist gleich der Zahl der gemeinsamen Erzeugenden, 
dividiert durch 2. Es gibt zweierlei soleher Erzeugender: diejenigen, die 
durch die Punkte P;, IT, gehen, und diejenigen, deren Berührungspunkt 
im endlichen Raume liegt. Ich werde eine Methode entwickeln zur Be- 
stimmung der letzteren. 

Betrachtet man in den Gleichungen: 


s=-AM+ Al) +EAM, 
n= Bi)+B()+eB), 
= CM +CTM)+sl’(t) 
t, v als gegebene Parameter, & als eine variable Größe, so erhält man 


alle Punkte 8, n, & auf einer Tangente einer Minimalkurve c. Betrachtet 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd.II,1 14 
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man dagegen &, n, & als gegeben, so bestimmen unsere Gleichungen alle 
durch diesen Punkt gehenden Tangenten an Kurven der Schar c. 

Ich führe drei neue Größen x’, y', 2’ ein, und ersetze meine drei 
Gleichungen durch die sechs folgenden äquivalenten: 


1) !=AM)+:4All), Y=Bl)+EeB(l), F=Cl)+E0’(t), [a2 
2) «=&— Ale), y=n— Bı(r), = — Cıle). 
Die drei Gleichungen (1) bestimmen alle Punkte auf der Developpablen 


einer Minimalkurve c. Die Gleichungen (2) bestimmen eine Minimalkurve, 
die zu den Kurven der Schar % kollinear verwandt ist. 


Die Anzahl derim endlichen Raume gelegenen Schnitt- 
punkte zwischen der Kurve (2) und der Developpablen (1) 
ist gleich der Anzahl derjenigen Tangenten, die durch den 
Punkt &,n,& gehen, und welche dabei eine Kurve e be- 
rühren. 


In dieser Weise bestimmt man diejenigen gemeinsamen Erzeugenden 
der besprochenen Kegel, deren Berührungspunkte im endlichen Raume 
liegen. Hierzu fügt man die nach den Punkten P, und IT, hinlaufenden 
Geraden, welche ebenfalls gemeinsame Erzeugende sind. Hierbei lasse ich 
jedoch unentschieden, wie man die Multiplizität dieser letzten 
Geraden als gemeinsamer Erzeugender unserer Kegel bestimmt.!) 


$ 15. Die parabolische Kurve und die Doppeldeveloppable 
einer Minimalfläche. 


60. Die beiden auf einer Minimalfläche gelegenen Scharen Minimal- 
kurven ce und % bestimmen nach dem Vorangehenden ($ 2) eine gemein- 
same Umhüllungskurve &. Diese Kurve ist eo ipso der Ort derjenigen 
Punkte, in denen die beiden Minimalrichtungen zusammenfallen. Und also 
enthält diejenige Developpable, die unsere Fläche längs & berührt, den 
imaginären Kugelkreis. Also ist & nach einer Bemerkung von Darboux 
eine auf der Fläche gelegene Krümmungsliniee Daß & zugleich eine 
Haupttangentenkurve ist, beweist man folgendermaßen. 

Ist überhaupt eine Fläche und ein Linienkomplex gegeben, so ist der 
Ort aller Punkte, deren Komplexkegel die Fläche berührt, immer dann 
eine Haupttangentenkurve, wenn die Berührungserzeugende den besproche- 
nen Ort berührt. Dieser Satz, angewandt auf eine Minimalfläche und den 
Inbegriff aller Minimalgeraden, gibt: 





1) Die gesuchte Zahl hängt offenbar nur ab von der Art des konischen Punktes 
P, oder II,. 
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Satz 68. Die Umhüllungskurve aller auf einer Minimal- 
fläche gelegenen Minimalkurven ist eine Haupttangenten- 
kurve und zugleich eine Krümmungslinie der Fläche. 


Wenn unsere Minimalfläche keine Doppelfläche ist, so ist die Kurve & 
eine Rückkehrkurve der Fläche. Folglich ist sie zugleich ein Teil der 
parabolischen Kurve. Ist dagegen die Fläche eine Doppelfläche, so ist & 
keine Rückkehrkurve, und auch keine parabolische Kurve. 

Um überhaupt die im endlichen Raume gelegene parabolische [413 
Kurve einer Minimalfläche zu bestimmen, stellen wir nach den in Num- 
mer 3 gegebenen Regeln die Differentialgleichung der Haupttangenten- 
kurven auf. Man erhält die Gleichung: 


(s — 0% (F" (ds? — D’’(0)do?) = 0, 
oder durch Wegwerfung des Faktors (s — 0)?: 
_ F"(Jds— 0"()de=0. 
Sollen daher die beiden Haupttangenten zusammenfallen, so muß eine der 
Gleichungen: P(s)=0, F”(s)=o, 
D’(e)=0, D’()=o- 


bestehen. Wenn daher eine Minimalkurve etwa aus der Schar ec eine 
Spitze oder Inflexionstangente besitzt, so ist die durch einen solchen 
Punkt gehende Minimalkurve k immer ein Teil der parabolischen Kurve. 


Also: 


Satz 69. Die parabolische Kurve einer Minimalfläche 
besteht außer aus den unendlich entfernten Geraden der 
Fläche nur aus Minimalkurven. 


Die unendlich entfernten Geraden gehören immer der parabolischen 
Kurve an. 


61. Es ist leicht nachzuweisen, daß die Doppeldeveloppable einer 
Minimalfläche, die keine Doppelfläche ist, im allgemeinen zerfällt. 

Ich nehme eine Doppeltangentialebene, und ziehe durch den ersten 
Berührungspunkt die beiden Tangenten £ und r, die den Kugelkreis 
treffen, und ebenso durch den zweiten Berührungspunkt die entsprechen- 
den Tangenten {, und z,. Alsdann ist t etwa mit {,, und r mit r, parallel. 
Dies vorausgesetzt, sind zwei Fälle denkbar. Entweder berühren ? und tı 
Minimalkurven, die derselben Schar angehören. Oder auch berühren ? und 
tı Minimalkurven, die nicht derselben Schar angehören. Infolgedessen zer- 
fallen die Doppeltangentialebenen einer Minimalfläche im allgemeinen in 


zwei Scharen, deren jede eine Developpable erzeugt. Also: 
14* 
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Satz 0. Die Doppeldeveloppable einer Minimalfläche, 
die keine Doppelflächeist, zerfällt im allgemeinenin zwei 
Teile. 


Ich werde zeigen, wie man die beiden Teile der Doppeldeveloppablen 
analytisch bestimmt. Seien: 


ds = 2s F’(s)ds+ 26 ®"(o)do, 

dz= (1—-s)F”(s)ds+ (1— 0°) ®"”(o)de, 

dy=i(l+ Ss) F"(s)ds+ i(1+ 0%) ®”(o)do 
die Differentialgleichungen einer Minimalfläche. Die Relation: 


dz— pdz—qdy=(0 
gibt: [414 
2s—- rl —-iel1+S)=0, 
20—p(1—-0) —ig1+0)=0, 
woraus: 
EBEFFR SpA 


.8+6? ist) 


Erinnern wir uns nun, daß sich die Punktkoordinaten 2, x, y folgender- 





maßen ausdrücken: 
= If JFOl)+ IHN D® (oe), 
= Ip) FÜ (s)+ I’ gp()0® (0), 
y- Zu) FO) + Dul)0% le), 


wo F“ die drei Differentialquotienten F”’(s), F’(s) und F(s) darstellt, 
so finden wir zur Bestimmung der Größe: 


2 Pr —qy=w 


eine Gleichung von der Form: 
We. Sy (s, 6) 2 (8) u. Su (6, $) DM) (6), 


die wir als Gleichung der Fläche in Ebenenkoordinaten 
betrachten. 


Soll nun unsere Fläche Doppeltangentialebenen der ersten Art be- 
sitzen, so ist es notwendig, daß jedenfalls die eine der Größen F(s) und | 
®(6) eine mehrdeutige Funktion des betreffenden Arguments ist.') Laß 
mich mit F}(s) und Fy(s) zwei Werte von F(s) bezeichnen, die dem- 





1) Ist daher M=1, so existiert keine Doppeldeveloppable der ersten Art. 
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selben Argumente s entsprechen. Ebenso seien ®,(6) und ®,(6) zwei 
Werte von ®(6), die demselben 6 entsprechen. Alsdann werden die 
Doppeltangentialebenen der ersten Art bestimmt durch die beiden Glei- 
chungen: 


w= Sys, 0) Fils) + Ix(6, s) DW (0), 
Mr »rile; 6) 3” (s) + Zu(e, s)Dy’ (0), 


und also genügen sie zugleich der Gleichung: 
w— Il )H(FR + FD) + Ina, )4(00 +09), 


die eine neue Minimalfläche bestimmt. Hiermit ist eine neue Minimal- 
fläche gefunden, die in die Doppeldeveloppable der ersten Art einge- 
schrieben ist. 

Die Doppeltangentialebenen der zweiten Art sind bestimmt durch 
die beiden Gleichungen: 


w or (s, 6) FÜ (s) +2 > 1:(6,5) d@ (6), [415 
= Iu(6 )F®(o) + 2246, 0) 09 (5) 
und genügen daher zugleich der a 
<= Il HHFO+ DS) + Irl, )EFO) +20), 


die eine neue Minimalfläche, und zwar eine Doppelfläche bestimmt. 

Die Doppeldeveloppable der zweiten Art ist daher einer gewissen 
Doppelfläche umgeschrieben. So zum Beispiel kann in die Doppeldevelop- 
pable zweiter Art einer Enneperschen Minimalfläche eine Henneberg- 
sche Minimalfläche eingeschrieben werden.) 


62. Indem ich schließe, füge ich noch einige Bemerkungen über die 
Singularitäten einer Minimalfläche hinzu. 

Geht durch einen im endlichen Raume gelegenen Punkt einer Mini- 
malfläche mehr als eine Minimalkurve der einen Schar, so gehört dieser 
Punkt einer auf der Fläche gelegenen Doppelkurve an. 

Geht durch einen im endlichen Raume gelegenen Punkt nur eine 
Minimalkurve aus jeder Schar, und ist dabei der betreffende Punkt kein 





1) Die beiden im Texte besprochenen Flächen berühren einander nach einer 
Minimalkurve, die auf der Enneperschen Fläche die Umhüllungskurve aller 
Minimalkurven ist. Diese Bemerkung dehnt sich auf beliebige Minimalflächen aus. 
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singulärer Punkt der besprochenen Kurven, so ist derselbe auch kein 
singulärer Punkt der Fläche (vorausgesetzt, daß der Punkt nicht auf der 
Umhüllungskurve aller Minimalkurven gelegen ist). Ist unser Punkt ein 
Doppelpunkt oder eine Spitze der einen Kurve, so ist die zweite eine 
Doppelkurve oder Rückkehrkurve der Fläche. 

Soll daher eine Minimalfläche im endlichen Raume gelegene konische 
Punkte besitzen, so müssen alle Minimalkurven der Fläche durch den- 
selben Punkt gehen. Man sieht so unmittelbar, daß der Tangentenkegel 
eines solchen konischen Punktes, wie Geiser bemerkt hat!), den Kugel- 
kreis enthält. 


$ 16. Berichtigung eines Fehlers. 


63. In einer früheren Abhandlung in Bd. II der norwegischen Zeitschrift 
„Archiv for Mathematik og Naturvidenskab“ [Bd. I d. Ausg., Abh. XVII] 
beschäftigte ich mich mit ähnlichen Untersuchungen wie die in dieser 
Arbeit dargestellten. Durch eine Ungenauigkeit kam ich in jener Abhand- 
lung zu dem falschen Schlusse, daß alle algebraischen Doppelflächen 
imaginär seien, während ich die Existenz der periodischen reellen Doppel- 
flächen richtig erkannte. Dieser Irrtum veranlaßte einige falsche Resultate. 
So behauptete ich zum Beispiel, daß die Klasse einer reellen Minimal- [416 
fläche immer größer als fünf sein müßte; während meine Untersuchungen 
eigentlich nur zeigten, daß eine Minimalfläche, deren Klasse kleiner als 
sechs wäre, eine Doppelfläche sein müßte. Meine Abhandlung gab eine 
richtige Bestimmung aller Doppelflächen dritter, vierter, fünfter Klasse 
und so weiter; wie gesagt, behauptete ich aber irrtümlicherweise, daß diese 
Flächen sämtlich imaginär seien. 

Erst im September 1877 erfuhr ich, daß Herr Henneberg schon 
im Jahre 1875 eine reelle Minimalfläche fünfter Klasse entdeckt hatte. 
. Ich bemerkte dann sogleich meinen Irrtum, und sah zugleich, daß die 
Klasse einer reellen Doppelfläche größer als vier sein müßte. Hierüber 
gab ich der Gesellschaft der Wissenschaften in Christiania Nachricht in 
einer kleinen Note, die zugleich einige weitere Resultate enthielt. [D. Ausg. 
Ba. I, Abh. XVII] 

Nachträglich erfahre ich durch eine briefliche Mitteilung Henne- 
bergs, daß er schon früher in einer Vorlesung den Satz bewiesen 
hatte, daß die Klasse einer reellen Minimalfläche größer als vier sein muß. 
Man vergleiche seine elegante Abhandlung im neunten Bande der Annali 
di matematica. Meine Untersuchungen gehen indes weiter. So zum Beispiel 





1) Math. Annalen Ba. II, S. 534. 
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bestimmen sie alle reellen Minimalflächen, deren Klassenzahl eine be- 
liebige vorgelegte Primzahl ist. 


64. Bei dieser Gelegenheit erlaube ich mir, einige weitere Unterschiede 
zwischen meinen und Herrn Hennebergs Resultaten zu besprechen. 

Herr Henneber g findet, daß die Ordnung seiner reellen Minimal- 
fläche fünfter Klasse gleich siebzehn ist, während nach mir alle reellen 
Minimalflächen fünfter Klasse von fünfzehnter Ordnung sind. Nach meiner 
allgemeinen Theorie der unendlich entfernten Punkte einer Minimalfläche 
muß die Hennebergsche Fläche drei unendlich entfernte Gerade ent- 
halten, unter denen eine reell ist, während die beiden anderen den Kugel- 
kreis in den Schnittpunkten der ersten Linie berühren. Henneberg 
findet aber, daß seine Fläche fünf unendlich entfernte Gerade enthält. 

Endlich scheint mir, daß Henneberg das Geschlecht seiner Fläche 
unrichtig bestimmt. Es besteht nämlich überhaupt der Satz, daß das Ge- 
schlecht einer jeden Minimalfläche, deren erzeugende Minimalkurven vom 
Geschlechte Null sind, gleich Null ist.!) 

In diesen Punkten, die allerdings in Hennebergs wertvoller Arbeit 
nur eine untergeordnete Wichtigkeit haben, während sie in meinen Unter- 
suchungen eine wesentlichere Rolle spielen, scheint mir Henneberg 
sich geirrt zu haben. 


Christiania, 20. Juni 1878. 


Ila. 
Selbstanzeigen von II. 


1. Königsberger und Zeuner, Repertorium Bd. II, S. 409410, Leipzig 1879. 
Die Selbstanzeige bezieht sich zugleich auf Abh. XVII von Bd. Id. Ausg. 


Nimmt man zwei Raumkurven c und %k, die einen Punkt p gemein 
haben, und verschiebt c parallel mit sich selbst derart, daß p die Kurve k 
durchläuft, so kann die erzeugte Fläche zugleich durch Translations- 
bewegung der Kurve % erzeugt werden. Sie enthält daher oo! Kurven ec 
und zugleich oo! Kurven k. In jedem Punkte der Fläche liegen die beiden 
Haupttangenten harmonisch hinsichtlich der hindurchgehenden Kurven ec 
und %. Jede solche Fläche besitzt die Gleichungsform 


z=Al)+Ald), y=-BO+B), 2=Cl)+CG(). 
Setzt man insbesondere voraus, daß 


dA? +dB?+d0?=0=dA?+dB?+dO! 





1) Dieser Satz besteht auch, wenn die Fläche eine Doppelfläche ist. 
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ist, so ist die Fläche nach Monge eine Minimalfläche. Sind die Kurven 
c und k kongruent und zugleich gleichgestellt, so bilden die beiden be- 
sprochenen Kurvenscharen eine irreduktible Schar. Eine solche Minimal- 
fläche nennt der Verfasser eine Doppelfläche. 

Ausgehend von diesen geometrischen Betrachtungen sucht der Ver- 
fasser eine allgemeine projektivische Theorie der algebraischen Minimal- 
flächen zu entwickeln. Unter seinen Resultaten mögen hier nur die 
folgenden genannt werden. 

Sei A der Rang der Kurve c, und M die Multiplizität des Kugelkreises 
auf der Developpablen von c, und seien R’ und M’ die entsprechenden 
Zahlen der Kurve k. 

Alsdann ist die Klasse C der erzeugten Minimalfläche gleich 


M(R— M)+ M(R'— I). 
Ist die Fläche eine Doppelfläche, so ist [410 
C=M(R—M); 
ist sie reell und keine Doppelfläche, so kommt 
C=2M(R—-M). 
Die Zahlen M und R befriedigen die Relationen 
R—-MZ3, MZR-M. 


Vermöge dieser Formeln ist es nun häufig leicht, alle Minimalflächen 
von gegebener Klasse zu bestimmen. 

Soll zum Beispiel C=3 sein, so muß Ü= M(R—- M),M=1, 
R=4 sein. Die entsprechende Minimalfläche ist eine Cayleysche Linien- 
fläche dritter Ordnung und dritter Klasse, die jedoch immer imaginär ist. 
Soll überhaupt die Klasse einer reellen Minimalfläche eine Primzahl sein, 
so ist M=1 und Ü= R—1. Die entsprechenden Flächen werden sämt- 
lich bestimmt. Soll die Klasse dividiert mit 2 eine Primzahl sein, so ist 
C=2M(R—M) M=1. Auch diese [Flächen] sind in jedem einzelnen 
Falle leicht zu bestimmen. 

Ist die Ordnung von ce und % beziehungsweise gleich 0 und o, so ist 
die Ordnung der Fläche gleich o@ — 0, wo o nach einer bemerkenswerten 
Regel zu berechnen ist. Die Zahl o ist immer gleich Null, wenn e und k 
keinen gemeinsamen unendlich entfernten Punkt haben. Es gibt keine 
reelle Minimalfläche, deren Ordnung gleich 2, 3, 4, 5, 7, 8 ist. Dagegen 
bleibt es unentschieden, ob es reelle Flächen sechster Ordnung gibt. Ist 
dies der Fall, so ist die Klasse einer jeden solchen Fläche gleich 9. 

Der Schnitt mit der unendlich entfernten Ebene besteht nur aus ge- 
raden Linien, die man erhält, wenn man die unendlich entfernten Punkte 
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der Kurve ce mit den entsprechenden Punkten der Kurve k durch Gerade 
verbindet. Die Ordnung einer umgeschriebenen Zylinderfläche ist gleich 


Mo-+ M'’o. 


Die Multiplizität der unendlich entfernten Ebene als Tangentenebene ist 


gleich 
M'(R—2M) + M(R'—2M’). 


2. Bulletin des Seienees math6matiques, Bd. XIV (II. Ser., Bd. III), 2. Abt., 
S. 186—187; Paris, November 1879. 


Die Selbstanzeige bezieht sich zugleich auf die Abh. XVII von Bd. I d. Ausg. 


Si l’on prend deux courbes dans l’espace c et k, ayant un point com- 
mun 9, et que l’on transporte ce parallelement ä elle-m&me de maniere 
qu’elle parcoure la courbe k, la surface engendree peut aussi &tre produite 
par un mouvement de translation de k. Elle contient done oo! courbes c 
et oo! courbes k. Par chaque point de la surface passe une courbe de 
chacune des deux series. Les tangentes correspondantes de ces deux courbes 
sont situees harmoniquement par rapport aux deux tangentes principales 
qui passent par ce m&me point. Toute surface de cette espece est represen- 
tee par des equations de la forme 


<=A()+Ale, y=Bi)+ Be, z2=Ct) +). 
Si l’on suppose, en particulier, que l’on ait 
daA?+adaB?+dl?=-0=dA?+dB? +dl, 


la surface sera, d’apres Monge, une surface minimum. Si les deux courbes 
c et k sont superposables et semblablement placees, les deux series de 
courbes formeront une serie irreductible. L’auteur appelle une telle surface 
une surface double. | 

En partant de ces considerations geometriques, l’auteur cherche ä 
developper une theorie projective generale des surfaces minima algebriques. 
Parmi les resultats qu'il a obtenus, nous eiterons iei les suivants. Soient 
Rt le rang de la courbe ec, M le degr& de multiplieite du cerele spherique 
sur la developpable de c, et R’, M’ les nombres correspondants relatifs ä 
la courbe k. Alors la elasse Ü de la surface minimum engendree sera 


al 
Mr, M(R—- M+M(R-—M'). 
Si la surface est une surface double, on aura 


C=M(R—M). 
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Les nombres R et M satisfont aux relations 

R—-MZ3, R-M=SM. 
Ä Vaide de ces formules il est souvent facile de determiner toutes les 


surfaces minima d’une classe donnee. 
Si l’on doit avoir, par exemple, C= 3, il faudra alors que l’on ait 


C=M(R—-M), M=1, R=4. 


La surface minimum correspondante est une surface gauche de Cayley, 
de troisieme ordre et de troisieme classe, qui est cependant toujours ima- 


ginaire. 
Sı CO doit &tre egal & un nombre premier queleonque, alors [187 
er C=M(R—-M), M=1. 


Les surfaces correspondantes peuvent ötre indiquees dans chaque cas 
partieulier. Si 5 ( doit &tre egal ä un nombre premier, on aura 


C=2M(R—-M), M=1. 


Dans ce cas aussi, il est toujours possible d’indiquer les surfaces corre- 
spondantes. 

Si les ordres de ce et de k sont respectivement egaux ä 0 etä o, 
l'ordre de la surface sera egal ä 0@— go, oü E peut se calculer par une 
regle simple. Si c et k n’ont aucun point commun ä l’infini, o sera egal 
& zero. Il n’existe pas de surface minimum reelle dont l’ordre soit egal ä 
l’un des nombres 2, 3, 4, 5, 7, 8. La somme de l’ordre et de la classe 
d’une surface minimum reelle est toujours plus grande que 14. 

L’interseetion avec le plan de l’infini se compose de lignes droites, 
que l'on obtient en joignant les points & l’infini de la courbe c avee les 
points correspondants de la courbe k. L’ordre d’une surface cylindrigue 
eirconscrite est egal a M& + M’o. La multiplieit6 du plan de l’infini 
comme plan tangent est egale ä 


M(R—-2M)+ M(R'—2M)). 
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II. Metrische Untersuchungen über algebraische Minimalflächen. 
Math. Ann. Bd. XV, Heft 3, 4, $. 465—506. Ausgeg. 22. 10. 1879. 


Björling bestimmte zuerst diejenige Minimalfläche, die eine vor- 
gelegte Developpable nach einer vorgelegten Kurve berührt. Später gab 
Bonnet eine selbständige Lösung des Björlingschen Problems. Hier- 
mit war, wie Bonnet ausdrücklich bemerkt, insbesondere auch die Be- 
stimmung derjenigen Minimalfläche, die eine vorgelegte Kurve als Krüm- 
mungslinie, Haupttangentenkurve oder geodätische Kurve enthält, geleistet. 
Endlich gab auch Weierstrass eine schöne und strenge Erledigung 
des besprochenen Problems, indem er sich auf den Fall einer reellen 
Developpablen und einer reellen Berührungskurve beschränkte Er 
zeigte, daß es dann immer eine und nur eine reelle Minimalfläche gibt, 
die die gestellten Forderungen erfüllt. ?) 

Unter den verschiedenen expliziten Formeln, die zur Erledigung des 
Björlingschen Problems dienen, sind die folgenden von Schwarz her- 
rührenden oft besonders zweckmäßig: 


U=-x+i/(Zdy—-Yanz), 
V=y+tif(Xda—-Zadx), 
W=2+i/(Ydx—Xay), 
@= BU, y=RV, s=RW. 
Hier sind x, y, z die Koordinaten der vorgelegten reellen Kurve, X, Y, Z 
die Richtungskosinus der längs dieser Kurve gegebenen Tangentenebenen; 
R bezeichnet den reellen Teil der komplexen Größen U, V, W; x, y, z 


sind die Koordinaten der Punkte der bestimmten Fläche. Diese [466 
Formeln dehnen sich ohne große Änderung auf den Fall aus, daß x, y, z, 





1) Vergleiche die erste Abhandlung in Bd. XIV, S. 331—416 [hier Abh. II]. 
2) Aus einem Zitate sehe ich, daß sich auch Mathet mit dem Björling- 
schen Probleme beschäftigt hat. 
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X, Y, Z imaginär sind, wie in $ 1 der nachstehenden Abhandlung gezeigt 
wird. In diesem allgemeinen Falle bleibt aber der soeben genannte Satz 
von Weierstrass nicht mehr gültig. 

Im Jahre 1872 wurde den mathematischen Schülern des Züricher 
Polytechnikums folgende Aufgabe gestellt: 

„Eine Minimalfläche ist durch die Bedingung analytisch zu bestim- 
men, daß eine vorgeschriebene ebene Kurve eine kürzeste Linie derselben 
sein soll.“ 

Nun ist diese Aufgabe allerdings, wie Bonnet längst bemerkt hat, 
nur ein sehr spezieller Fall des Björlingschen Problems, dessen allge- 
meine Lösung man kennt. Nichtsdestoweniger sind die von Henneberg 
und Herzog gegebenen Beantwortungen des speziellen Problems be- 
merkenswert. Und insbesondere sind die beiden folgenden Sätze, die von 
Henneberg herrühren, sehr schön: 

I. Enthält eine reelle Minimalfläche eine reelle ebene geodätische 
Kurve, so ist die Fläche nur dann algebraisch, wenn die Kurve die Evo- 
lute einer ebenen algebraischen Kurve ist. 

U. Der orthogonale Querschnitt eines jeden um eine reelle algebra- 
ische Minimalfläche umgeschriebenen reellen Zylinders ist die Evolute 
einer ebenen algebraischen Kurve. 

Ich habe mir die allgemeine Aufgabe gestellt, zu untersuchen, ob in 
eine vorgelegte algebraische Developpable algebraische Minimalflächen 
eingeschrieben werden können. Ich frage ferner, wie man in jedem ein- 
zelnen Falle sämtliche eingeschriebene algebraische Minimalflächen fin- 
det. Nun ist es mir allerdings nicht gelungen, diese beiden Probleme voll- 
ständig zu erledigen. Doch habe ich eine Reihe allgemeiner Resultate, die 
mir wichtig scheinen, gefunden, wie ich in der nachstehenden Abhandlung 
zeigen werde. 

Wenn die vorgelegte Developpable ein beliebiger algebraischer Kegel 
ist, so gibt es immer 00” eingeschriebene algebraische Minimalflächen, die 
durch eine elegante Konstruktion bestimmt werden. In jede um eine 
algebraische Minimalfläche umgeschriebene Developpable können oo“ 
algebraische Minimalflächen eingeschrieben werden. Auch diese Flächen 
lassen sich durch eine gemeinsame Konstruktion bestimmen. Beispiele 
solcher Developpablen sind einerseits alle Developpablen, deren Ebenen 
Normalebenen einer beliebigen algebraischen Raumkurve sind, anderer- 
seits alle Developpablen, deren Ebenen eine feste Gerade unter konstantem 
Winkel schneiden. | 

(Diejenigen Nummern der nachstehenden Abhandlung, die eingeklam- 
mert sind, mag der Leser zunächst überspringen.) 


Inhalt der Abhandlung. — $ 1 Bl 


Den Schluß meiner Abhandlung bilden einige Noten. In der ersten 
Note bestimme ich alle reellen Minimalflächen, deren Klassenzahl, divi- 
diert durch 2, eine vorgelegte Primzahl ist. In der zweiten Note gebe ich 
Formeln zur Bestimmung der Klasse einer algebraischen Minimalfläche, [467 
die eine ebene geodätische Kurve enthält. Endlich in der dritten Note 
bestimme ich jede Minimalfläche, die auf oo! mit ihr ähnliche Flächen ab- 
gewickelt werden kann.!) 

In meiner nächsten (dritten) Abhandlung über Minimalflächen be- 
stimme ich alle reellen und imaginären Minimalflächen, die durch Trans- 
lationsbewegung einer reellen oder imaginären Kurve erzeugt werden 
können. Gleichzeitig bestimme ich jede Minimalfläche, die durch unendlich 
viele lineare Transformationen wiederum in eine Minimalfläche übergeführt 
wird. Dabei brauchen diese Transformationen keineswegs den imaginären 
Kugelkreis invariant zu lassen. 


In weiteren Abhandlungen gedenke ich, eine vollständige Transfor- 
mationstbeorie der partiellen Differentialgleichung der Minimalflächen zu 
entwickeln. Diese Theorie subsumiert sich unter umfassende Unter- 
suchungen, die ich über die Transformationstheorie der allgemeinen 


Gleichung: 
rt—®+Ar+Bs+C0t+D=0 


angestellt habe. Zugleich werde ich einen interessanten Zusammenhang 
der Theorie der Minimalflächen mit der Theorie des linearen Linien- 
komplexes und mit der Theorie des tetraedralen Linienkomplexes nach- 
weisen. 


$1. Bestimmung derjenigen Minimalfläche, die eine gegebene Developpable 
nach einer gegebenen Kurve berührt. 


Nach Weierstrass gibt es immer eine und nur eine (reelle) Mini- 
malfläche, die eine vorgelegte reelle Developpable nach einer gegebenen 
reellen Kurve berührt. Dies bleibt nicht mehr immer wahr, wenn die ge- 
gebene Developpable, oder die gegebene Kurve imaginär ist. Für das 
folgende ist es mir notwendig, zuerst die hiermit angedeutete kleine 
Lücke in der analytischen Theorie der Minimalflächen auszufüllen. ?) 


1) Diese Flächen gestatten eine Gruppe Bareiet Transformationen, die den 
Kugelkreis invariant lassen. 

2) Auch Björling und Bonnet sind, soviel mir bekannt, auf die betreffen- 
den Ausnahmefälle nicht eingegangen. 
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1. Indem wir die developpablen Minimalflächen, die den Kugelkreis 
enthalten, vorläufig ausschließen, können wir bekanntlich die Gleichungen 
einer jeden Minimalfläche auf die Form bringen: 


<= U d)+UM), y=-NÜ)+YG), 2=Wilt) + We), 
wo: 
(1) aU?+dV+daW?=0, AU? +daV2+dW?=0 


ist. Soll diese Fläche die gegebene Kurve x, y, z enthalten, so muß [468 
es möglich sein, eine solche Relation zwischen t und r anzunehmen, daß: 


(2) x=U, +0, J=Vıt+P/,, z2=Wı+W 


wird. Soll andererseits die Fläche längs der gegebenen Kurve die ge- 
gebenen Richtungskosinus X, Y, Z besitzen, so ist hierzu notwendig und 
hinreichend, daß die Gleichung: 


Xdz+Ydy+Zde=0, 
oder die beiden äquivalenten Gleichungen: 
3) XaU, +YaVı, +ZaW,=0, XdUd; + YaV, +ZdW,=0 


bestehen. | 

Unser Problem wird daher analytisch formuliert durch die ver- 
einigten Gleichungen (1), (2), (3). Wie man sieht, befriedigen sowohl die 
Größen U,, Vı, Wı, wie die Größen Ü,, V,, W, die Gleichungen: 


dU:+dV? +d4M?=0, 
XaBıYar ı ZaW&0, 
(dx— dU® +(dy—- AV) + (da- dW)=0, 


die im allgemeinen jene Größen vollständig bestimmen. Man erhält zuerst 
die äquivalenten Gleichungen: 


dV? +4 +aW:=0, 
(4) XdaU+YdV+ZaW=0, 
2(dxdU+dydaV+dzdW)= d? = dX? +dy?+dz, 
aus denen folgt: 
Zds® — 2(Zdy — Yaz)dV = 2(Zax— Xdı)dU, 
Xds? — 2(Xdy— Yax)dV = 2(Xdz — Zdx)dW, 
und: | 
[5 2as® — (Zay — Yazyav] +[, Xas— (Xay— Yax)av] + 
 +(Zax— Xdrarn=0, 
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oder durch Ausführung, indem man die Identität: 


Xdz+Ydy+Zdz=0 
berücksichtigt: 


ds? |(X?+Y? + Z2)(AV?— dyaP) + 2 ds(Z°+ x3)=0. 


Jetzt setzen wir voraus: einerseits, daß die vorgelegte Kurve nicht die 
Gleichung ds? = (0) erfüllt, andererseits, daß der Ausdruck X? + Y? + Z2 
von Null verschieden ist, geometrisch ausgesprochen, daß die längs der 
Kurve x, y, z gegebenen Tangentenebenen nicht sämtlich den Kugel- [469 
kreis berühren. Wir können daher mit ds? dividieren und darnach 
X?+Y?+ Z? gleich 1 setzen. Dies gibt: 


daVv®—dy.dV + 7ds(Z2+ X)=0, 
woraus folgt: 
| 2dV =dy-+i(Xdz— Zax). 


Durch analoge Rechnungen findet man die Größen dU und dW. 
Die Gleichungen (4) werden daher in allgemeinster Weise befriedigt, in- 
dem man setzt: 
2dU=dx+i(Zdy— Ydz), 
2dV =dy+i(Xdz— Zdx), 
2dW=dı+i(Ydax— Xay), 


wo man entweder überall das Zeichen + oder überall das Zeichen — zu 
nehmen hat. Nimmt man das eine Zeichen, so erhält man die Größen 
dU,), dV, und dW,; nimmt man das andere Zeichen, so erhält man die 
Größen dT,, dV,, dW,. Durch Quadratur findet man darnach die 
Größen U,, Vı, Wı; U;, V,, W; selbst. 

Denkt man sich die bekannten Größen x, y, z, X, Y, Z als Funk- 
tionen eines Parameters u gegeben, so sind hiermit die Werte der Größen 
Un, ..., W, längs der gegebenen Kurve als Funktionen von u ge- 
funden. Und dies genügt zur Erledigung unseres Problems. Man setze in 
der Tat: 


5) 2=U(m) +U:(m), y=Vılm) + Va(u), = Wim) + W; (Us), 


und fasse dabei «, und % als unabhängige Variabeln auf. Alsdann 
definieren unsere Gleichungen eine Minimalfläche, die die gestellten For- 
derungen erfüllt. 

Nimmt man daher eine beliebige (reelle oder imagi- 
näre) Developpable, die jedoch den Kugelkreis nicht ent- 
hält, und wählt eine beliebige auf derselben gelegene 
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Kurve, die die Gleichung ds®= 0 nicht befriedigt, so gibt 


es immer eine und nur eine Minimalfläche, die jene Deve- 
loppable nach der gewählten Kurve berührt. 


(2. Ich werde jetzt voraussetzen, daß die vorgelegte Kurve die Glei- 
chung ds?—=0 befriedigt, während der Ausdruck X?+Y?+ Z? von 
Null verschieden ist. Alsdann lehren die Sätze 3 und 9 meiner ersten Ab- 
handlung über Minimalflächen (Math. Ann. Bd. XIV, S. 336 und 338 [hier 
Abh. II, S. 127 und 130]), daß sämtliche längs der vorgelegten Kurve 
gegebene Tangentenebenen durch einen gemeinsamen Punkt des Kugel- 
kreises hindurchgehen müssen. Ist dies der Fall, so gibt es unbeschränkt 
viele Minimalflächen, die die gestellten Forderungen erfüllen.) Man 
findet dieselben, indem man die vorgelegte Minimalkurve nach den [470 
Regeln meiner [ersten] Abhandlung mit einer ganz beliebigen zweiten 
Minimalkurve in passender Weise verbindet. 

Sei andererseits: 


ds — 0, „KU Fi 730, 


In diesem Falle gibt es nach den Entwickelungen meiner soeben zitierten 
Abhandlung ebenfalls unbeschränkt viele Minimalflächen, die unsere For- 
derungen erfüllen. Läßt man in der Tat eine ganz beliebige Minimalkurve 
längs der vorgelegten Minimalkurve in Translationsbewegung gleiten, 
so erzeugt die bewegliche Kurve immer eine Minimalfläche, die die ge- 
stellten Forderungen erfüllt. 

Wir haben also nur noch die Hypothese: 


d220, +7? +Z=0 


zu betrachten. Da eine Developpable, die gleichzeitig um den Kugelkreis 
und eine Minimalfläche von der Gleichungsform (5) umgeschrieben ist, 
die betreffende Minimalfläche immer nach einer Minimalkurve berührt, so 
schließen wir, daß unsere Hypothese durch diejenige Developpable, die 
gleichzeitig um die vorgelegte Kurve x, y, z und den Kugelkreis ge- 
schrieben ist, und nur durch diese Developpable befriedigt wird. 


3. Zugefügt möge hier der Vollständigkeit wegen noch das folgende 
werden. 

Im Vorangehenden ist, können wir sagen, eine Minimalfläche durch 
eine kontinuierliche Schar von oo! auf der Fläche liegenden Flächen- 
elementen bestimmt worden. Dabei setzten wir ausdrücklich voraus, daß 





1) Betrachtet man eine jede Minimalkurve als eine Mintmalfläche, was bei 
einer dualistischen Auffassung erlaubt ist, so müssen die Entwickelungen des Textes 
modifiziert werden. 
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diese Flächenelemente nicht durch einen gemeinsamen Punkt gehen. Es 
liegt nahe, zu fragen, ob sich eine Minimalfläche auch durch oo! durch 
einen gemeinsamen Punkt gehende Flächenelemente bestimmen läßt. Dieser 
Punkt wäre dann ein Doppelpunkt mit gegebenem Tangentenkegel. 

Die soeben aufgeworfene Frage ist mit Nein zu beantworten. Denn 
nach einer Bemerkung von Geiser muß der Tangentenkegel eines auf 
einer Minimalfläche gelegenen Doppelpunktes immer den Kugelkreis ent- 
halten. Es gibt andererseits unbeschränkt viele Minimalflächen mit einem 
solchen konischen Punkte, und es wäre leicht, dieselben sämtlich zu be- 
stimmen.!)} 


4. Ich will nun annehmen, daß eine algebraische Minimalfläche: 
x. = U, + U;(?), yYy=Vı+V,;, z2=W,ı+W, [471 


in eine algebraische Developpable eingeschrieben ist. Alsdann können 
wir bekanntlich voraussetzen, daß U,, V,, W,, U, V,, W; algebra- 
ische Funktionen beziehungsweise von £ und r sind. Die Berührungs- 
kurve, deren Punkte die Koordinaten x, y, z besitzen mögen, wird dann 
bestimmt durch eine gewisse algebraische Relation zwischen £ und r. 
Also sind X, y, z algebraische Funktionen von { (oder von r). Ist daher 
X keine Konstante, so ist eine jede der Größen Di, 0, WW, emo 
algebraische Funktion von x. Diese Bemerkung wird uns später nütz- 
lich sein. 


$ 2. Algebraische Minimalflächen mit einer ebenen Krümmungslinie. 


In diesem Paragraphen beschäftige ich mich mit algebraischen Mini- 
malflächen, die einander unter konstantem Winkel schneiden. Dabei setze 
ich zunächst voraus, daß die eine Fläche eine Ebene ist. Alsdann hat die 
zweite Fläche eine ebene Krümmungslinie. 


3. Ich suche die Minimalflächen, die eine vorgelegte krumme Linie 
als Krümmungslinie enthalten. Dabei setze ich voraus, daß diese Kurve 
in einer Ebene liegt, und daß diese Ebene den Kugelkreis nicht berührt. 
Die gesuchten Flächen schneiden die Ebene nach einem bekannten Satze 
unter konstantem Winkel. Und daher lehren die Entwickelungen des vor- 
angehenden Paragraphen, daß es einfach unendlich viele Flächen gibt, die 
die gestellten Forderungen erfüllen. 





1) Bewegt man eine beliebige Minimalkurve derart, daß sie immer durch 
einen festen Punkt hindurchgeht, so beschreibt sie immer eine Minimalfläche mit 
einem konischen Punkte der verlangten Art. Und in dieser Weise werden alle der- 
artigen Flächen beschrieben. 

Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. II,1 15 
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Da die vorgelegte Ebene den Kugelkreis nicht berührt, kann ich 
durch eine zweckmäßige (reelle oder imaginäre) Bewegung immer errei- 
chen, daß jene Ebene mit der Ebene z= 0 eines Cartesischen Koordi- 
natensystems zusammenfällt. Alsdann wird die vorgelegte Kurve definiert 
durch zwei Gleichungen von der Form: 


_—iENEN 
Und da die Tangentenebene längs dieser Kurve einen konstanten Winkel 
mit der z-Achse bilden soll, können wir setzen: 
Z=y=(Const, Xdax+Ydy=(, 
worang, wenn wir die Bogenlänge der Kurve x,y mit s bezeichnen: 


dx: Ay uU „Yax—Xdy 
fi et ae re Bi 1—y? 











Also werden die Minimalkurven der gesuchten Fläche bestimmt (Nr. 1) 
durch die Gleichungen: 

2U=X-+tiyy, 

2/ =yTiyx, 

2W= + isyi—y. 

Soll nun die Fläche algebraisch sein, so ist (Math. Ann. Bd. XIV, [472 
S. 345, Satz 20 [hier Abh. II, S. 137]) erforderlich und hinreichend, daß 
sich U, V und W (welches Vorzeichen wir auch wählen mögen) als 
algebraische Funktionen einer Hilfsgröße t ausdrücken lassen. Und also 
werden sowohl x und y wie s algebraische Funktionen von {. Was wieder 
zeigt, daß die Kurve x, y die Evolute einer algebraischen ebenen Kurve 
sein muß, da ja s eine algebraische Funktion von X oder y sein soll. 
Dies gibt: 

Satz 1. Schneidet eine Minimalfläche eine Ebene unter 
konstantem Winkel, so ist die Fläche algebraisch, wenn 
die Durchsehnittskurve, die eo ipso eine Krümmungslinie 
der Fläche ist, die Evolute einer ebenen algebraischen 
Kurveist, sonst nicht. 


Dieser Satz ist eine erste Verallgemeinerung des ersten Henneberg- 
schen Satzes (vergleiche die Einleitung). Denn eine ebene geodätische 
Kurve ist an sich eine Krümmungslinie, während eine ebene Krümmungs- 
linie im allgemeinen keine geodätische Kurve ist. _ 

6. Der Satz 1 hängt genau zusammen mit einem allgemeineren Satze, 
den ich hier entwickeln werde, da derselbe im folgenden gelegentlich an- 
gewandt wird. 


8 2. Nr. 5, 6. Algebraische Minimalflächen mit ebener Krümmungslinie 297 


Ich will überhaupt annehmen, daß zwei algebraische Minimalflächen 
einander unter konstantem Winkel schneiden, und seien x, y, z die Koor- 
dinaten eines laufenden Punktes der Schnittkurve. Ich bezeichne mit 
X}, Yı, Zı die Richtungskosinus der Tangentenebene der einen Fläche 
längs der Kurve x, y, z, und ebenso mit X,, Y,, Z, die entsprechenden 
Größen der zweiten Fläche. Da nun die beiden Flächen algebraisch sind, 
so lassen sich die Größen X, y, z als algebraische Funktionen einer Hilfs- 
größe t ausdrücken. Andererseits müssen sowohl die Integrale ($ 1, Schluß): 


fAdy—Yıdz), [(Xıda— Ads), [(Ydx— X,ay), 
wie die entsprechenden Integrale: 
SZdy—Yıdaz), [(Xdz—2,dx), [(Ydx— X,ay) 
algebraische Funktionen von £ sein. 
Ich setze: | 
1X, +h,X=8, AYı+ 9, = n, „Athd=8 


und bemerke, daß sich die Konstanten A,, A, derart bestimmen lassen, daß 
&, n, & die Richtungskosinus einer Ebene werden. Es ist in der Tat: 


BIP +EUR HN+ ZZ), 
ferner ist nach Voraussetzung: 
XıX + YıY2 + ZZ = k= Const. 
Man braucht daher nur: [473 


zu setzen, um das gewünschte Resultat zu erreichen. Hierbei wird A, be- 
stimmt als Funktion der Größe 4,, die selbst unbestimmt bleibt. 
Andererseits ist klar, daß die drei Integrale: 


Steay—naz), Sleda— tax), [mdx—Eay) 


sämtlich algebraische Funktionen von ? sind. Und also geben unsere Ent- 
wickelungen den folgenden bemerkenswerten Satz: 


Satz 2. Schneiden zwei algebraische Minimalflächen 
einander unter konstantem Winkel, so gibt es einfach un- 
endlich viele algebraische Minimalflächen, die durch die 
Schnittkurve hindurchgehen und einander dabei gegen- 
seitig unter konstantem Winkel schneiden. 


Aus diesem Satze, verbunden mit dem ersten Hennebergschen 
Satze, folgt mein Satz 1, den ich soeben direkt bewiesen habe, als Korollar. 


15* 
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$ 3. Algebraische Minimalflächen, die eine Zylinderfläche nach einer 
geodätischen Kurve berühren oder schneiden. 


7. Sei vorgelegt eine Zylinderfläche, deren unendlich entfernte Spitze 
jedoch nicht auf dem Kugelkreise liegen darf.!) Ich suche die Minimal- 
fläche, die die Zylinderfläche nach einer beliebigen geodätischen Kurve 
berührt. 

Durch eine (reelle oder imaginäre) Bewegung läßt sich immer er- 
reichen, daß die Erzeugenden des Zylinders mit der z2-Achse eines Car- 
tesischen Koordinatensystems parallel werden, sodaß der Zylinder durch 
eine Relation von der Form: 

p(a,y) = 0 
dargestellt wird. Der Kürze wegen setze ich: 
d®+dfP=ds, 


sodaß s die Bogenlänge des orthogonalen Querschnittes der Zylinderfläche 
darstellt. 
Suche ich nun die Minimalfläche, die den Zylinder nach einer be- 
liebigen Kurve x, y, z berührt, so muß ich (Nr. 1) setzen: 
Z=0, Xax+Yay=(0, 
woraus: 


1. SR 5 SR 1 ER > PT 
= De er N re 





Und also werden die Minimalkurven der gesuchten Minimalfläche [474 
bestimmt (Nr. 1) durch die Gleichungen: 


2U=xFi/Yda, 
(7) 2/ =y+ i/Xaz, 
2W=2-+]1s. 


Soll diese Minimalfläche algebraisch sein, so muß sowohl der Zylinder 
p(x,y)= 0, wie die Berührungskurve x, y, z algebraisch sein. Endlich 
sahen wir in $ 1 (Schluß), daß W eine algebraische Funktion von Z sein 
muß. Also wird s eine algebraische Funktion von z und zugleich eine al- 
gebraische Funktion von X oder y. Hiermit ist nachgewiesen, daß der 
Querschnitt eines jeden um eine algebraische Minimalfläche umgeschriebenen 
Zylinders die Evolute einer ebenen algebraischen Kurve sein muß, wie der 
zweite Hennebergsche Satz lehrt. 





1) Eine Zylinderfläche, deren Erzeugende sämtlich den Kugelkreis in dem- 
selben Punkte schneiden, ist eine Minimalfläche. 
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Diese notwendige Forderung ist indes keineswegs hinreichend, weil 
überdies die beiden Integrale [Yaz, [Xdz algebraisch sein müssen. Ich 
werde später zeigen, wie man die allgemeinste Kurve x, y, z findet, die 
diese Forderungen erfüllt. Hier beschränke ich mich auf das Folgende. 

Ich werde annehmen, daß die Kurve X, y,z eine geodätische Kurve 
des Zylinders ist. Alsdann besteht eine Relation von der Form: 


z=ks (k = Const.), 
und also kommt (6), (7): 


2U=XFikx=(1Fik)x, 
2V/ =yFiky=(l1Fik)y, 
2W=ks+is =(k+i)s, 


= 


sodaß die gesuchte Minimalfläche algebraisch wird. Dies gibt: 


Satz 3. Die Minimalfläche, die einen Zylinder nach einer 
geodätischen Kurve!) berührt, istalgebraisch, wenn der 
Querschnitt des Zylinders die Evolute einer ebenen alge- 
braischen Kurveist, sonst nicht. 


Dieser Satz kann übrigens auch folgendermaßen ausgesprochen werden: 


Die Minimalfläche, dieeinen Zylindernacheiner (nicht 
ebenen) geodätischen Kurve berührt, ist algebraisch, wenn 
die Kurve selbst algebraisch ist. 


8. Ich suche jetzt die Minimalfläche, die eine geodätische Kurve einer 
Zylinderfläche als Haupttangentenkurve enthält. 

Seien wie früher x, y,z die Koordinaten einer geodätischen Kurve 
eines Zylinders, und sei s die Bogenlänge des orthogonalen Querschnitts, 
und z=ks. Bezeichne ich dann mit X, Y, Z die Richtungskosinus [475 
einer Oskulationsebene der Kurve, so finde ich durch elementare Über- 
legungen, daß: | 

x ko ya B 
ds yi + RK? ds yı + K2 yı + k2 
ist. Und also kommt (Nr. 1): 
2U=xFiyyl+tR, 
2V/ =y+ixVyi+rR, 
2W=z 





1) Ist die vorgelegte geodätische Kurve selbst eine Minimalkurve und also 
k=-i, so reduziert sich die gesuchte Fläche auf die vorgelegte Minimalkurve. 
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Ist daher die Kurve X, y, zZ algebraisch, so ist dasselbe der Fall mit der 
gesuchten Minimalfläche, 

Die gefundene Minimalfläche schneidet den Zylinder nid also zu- 
gleich die in der vorangehenden Nummer betrachtete Minimalfläche ortho- 
gonal. Also erhalten wir durch Anwendung von Satz 2 den folgenden Satz: 


Satz 4. Ist der Querschnitt eines Zylinders die Evolute 
einer ebenen algebraischen Kurve, so gibt es einfach un- 
endlich viele algebraische Minimalflächen, die einander 
nach einer beliebigen geodätischen Kurve des Zylinders 
schneiden. Je zwei Flächen schneiden einander dabei unter 
konstantem Winkel. 


9. Ich nehme eine beliebige Raumkurve ©, deren Oskulationsebenen 
einen festen (jedoch nicht rechten) Winkel mit einer Geraden Z bilden. 
Alsdann ist © geodätische Kurve auf einem Zylinder, dessen Erzeugende 
mit Z parallel sind. Soll daher die Minimalfläche, auf der © Haupttangenten- 
kurve ist, algebraisch sein, so ist hierzu notwendig und hinreichend, daß 
der Querschnitt des Zylinders die Evolute einer algebraischen Kurve ist, 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, daß die Kurve © algebraisch ist. 
Dies gibt 

Satz5. Enthälteine MinimalflächeeineHaupttangenten- 
kurve, deren Oskulationsebenen [einen] konstanten [nicht 
rechten] Winkel mit einer festen Geraden bilden, so ist die 
Fläche algebraisch, wenn die Kurve algebraisch ist; sonst 
nicht. 


84. Über eine Transformation der Minimalflächen, 
die die Biegung als speziellen Fall umfaßt. 


(10. Sei vorgelegt die Minimalfläche: 
= GÜÖ+TE), y=N()+PVel), »= Wild) + Wile). 
Ich führe die Minimalkurve: 
<=U,, y=Vı, 2=Wı 
durch eine orthogonale Transformation in eine neue Lage: [476 
z=U,, y=Vı, 2=Wı 
über. Ebenso führe ich die Minimalkurve: 


2—=0D,, y=V., 2=MW; 
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durch eine andere orthogonale Transformation in die Lage: 
z=Us,. y=Pı,.2=W; 

über. Ich bilde die Minimalfläche: 

x = Uı(t) + Use), y=Vılt) + Vale), 2= Wil) + Wale) 
und betrachte dieselbe als die Transformierte der ursprünglichen Fläche. 
Dabei betrachte ich zwei solche Punkte dieser Flächen, die zu demselben 
Wertsysteme £, r gehören, als einander entsprechend. 

Die hiermit definierte allgemeine Kategorie von Transformationen, 
unter denen bis jetzt nur spezielle Fälle betrachtet sind, verdient, wenn 
ich nicht irre, allgemein untersucht zu werden. Hier beschränke ich mich 


auf einige Bemerkungen, die, wenn es sich darum handelt, die einfachsten 
algebraischen Minimalflächen zu studieren, nicht ohne Interesse sind. 


Satz 6. Ist sowohl die ursprüngliche wie die transfor- 
mierte Fläche eine Doppelfläche, so haben beide Flächen 
dieselbe Klasse. Ebenso, wenn beide keine Doppelflächen 
sind. Ist dagegen die eine und nur die eine Doppelfläche, 
soistihre Klasse nur halb so groß wie diejenige der andern 
Fläche. 

Ist die ursprüngliche Fläche reell, und sind dabei die beiden ortho- 
gonalen Transformationen konjugiertimaginäre Operationen, so ist auch 
die neue Fläche reell. 

Sind die beiden orthogonalen Transformationen Ähnlichkeitstransfor- 
mationen, so sind die Tangentenebenen in je zwei entsprechenden Punkten 
parallel. 

Sind die beiden orthogonalen Transformationen konjugiertimaginäre 
Ähnlichkeitstransformationen: 


x =(a+teiü)r, y=l(a+tei)y, !=(a-+ei)a, 


— a ai)2, 


” ” 


x"=(a—ei)z, Y„"=(a—ei)y, 2 


und ist dabei a + «a? gleich 1, so ist das Bogenelement der neuen Fläche 
gleich dem entsprechenden Bogenelemente der ursprünglichen Fläche.?) 


Daher nennt man eine solche Transformation eine Biegung. 
Die Theorie der Biegung der Minimalflächen rührt von Bonnet her.) 


ll. Die Bemerkungen der letzten Nummer finden eine inter- [477 
essante, wenn auch partikuläre Anwendung auf die in den vorangehenden 
Paragraphen betrachteten Flächenfamilien. 





1) Dabei braucht die vorgelegte Fläche keineswegs reell zu sein. 
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Die Minimalkurven der Minimalflächen, die eine vorgelegte ebene 
Kurve z=0, g(x,y)=0 als Krümmungslinie enthalten, werden nach 
dem Vorangehenden bestimmt durch die Formeln: 


8) 2U=xH+iyy, 2V/=yFiyxs, 2W=+is\1 —p. 


Setzt man insbesondere y = (0, so erhält man die Minimalfläche mit den 
Minimalkurven: 


(9) 2, =x, 2 =y, 2M= His, 


die die vorgelegte Kurve als geodätische Kurve enthält. Nun aber ist klar, 
daß die Minimalkurven (8) aus den Minimalkurven (9) durch je eine imagi- 
näre orthogonale Transformation hervorgehen. 


Also hat die Minimalfläche, die eine gewisse ebene 
Evolute als Krümmungslinie enthält, dieselbe Klasse wie 
die Minimalfläche, diejene Evolute als geodätische Kurve 
enthält, dabei vorausgesetzt, daß entweder beide Flächen 
Doppelflächen, oder auch, daß keine unterihnen Doppel- 
flächeist. Ist nur die eine Fläche Doppelfläche, so istihre 
Klasse nur halb so groß. 


Jetzt betrachte ich den Zylinder (x, y) = 0, eine geodätische Kurve 
desselben, und die nach dieser Kurve berührende Minimalfläche, deren 
Minimalkurven nach Nummer 7 durch die Gleichungen: 


2U,=(1Fih)x, 29, =(1Fihy, 2M,=(k+0s 


bestimmt werden. Auch diese Minimalkurven gehen aus den Minimal- 
kurven (9) durch je eine orthogonale Transformation hervor. 


Die Minimalfläche, dieeinen Zylinder nach einer nicht 
ebenen geodätischen Kurve berührt, geht durch Biegung, 
verbunden mit einer Ähnlichkeitstransformation, über in 
die Minimalfläche, die den orthogonalen Querschnitt des 
Zylinders als ebene geodätische Kurve enthält. 


Endlich sahen wir, daß die Minimalkurven der Minimalfläche, auf 
der die besprochene geodätische Kurve Haupttangentenkurve ist, durch 
die Gleichungen: 


2, =xFiyyVil+k, 2%, =y+ixyi+R, 2W,=ks 


bestimmt werden. Auch diese Minimalkurven gehen aus den Kurven (9) 
durch je eine orthogonale Transformation hervor. Dasselbe gilt für die 
einfach unendlich vielen Minimalflächen, die einander (Satz 4) nach unserer 
geodätischen Kurve unter konstantem Winkel schneiden. 
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Also haben die im Satze 4 betrachteten, einfach unend- 
lich vielen algebraischen Minimalflächen im allgemeinen 
dieselbe Klasse Und zwar bleibt diese Klassenzahl in- 
variant, wenn man von einer geodätischen Kurve des vor- 
gelegten Zylinders zu einer anderen solchen Kurve über- 
geht. | 

Zu einem Zylinder, dessen Querschnitt die Evolute einer ebenen 
algebraischen Kurve ist, gehören somit dreifach unendlich viele 
algebraische Minimalflächen, die im allgemeinen dieselbe [478 
Klasse besitzen. 

Wenn man zum Beispiel auf die Hennebergsche Minimalfläche 
fünfter Klasse die angegebenen Operationen ausführt, so erhält man 
oo% reelle Minimalflächen zehnter Klasse. 


12. Man nehme eine beliebige reelle ebene Kurve mit Mittelpunkt. 
Deren Evolute besitzt dann ebenfalls einen Mittelpunkt, und läßt sich 
daher darstellen durch die beiden äquivalenten Gleichungen: 


i p(X,yY)=0, p(— X, —Y)=0. 
Die Minimalkurven der Minimalfläche, die diese Evolute als geodätische 
Kurve enthält, werden bekanntlich bestimmt durch die Gleichungen: 


(10) 2U=x, 2V/=y, 2W=H+is. 


Die Minimalkurven der Bonnetschen Biegungsfläche werden bestimmt 
durch: | 
(11) DU 27: ıy, ZU, 28 


Bestimmen nun die Gleichungen (10), wie ich annehmen werde, eine irre- 
duktible Minimalkurve, so entspricht jedem Punkte x, y, + is auf dieser 
Kurve ein anderer Punkt mit den Koordinaten — x, — y, + ts. Infolge- 
dessen ist die durch die Gleichungen (11) dargestellte Kurve sich selbst 
konjugiert, da jedem Punkte ix, iy, — s ein anderer Punkt — ix, — ıy, 
— s zugeordnet ist. 

Infolgedessen sind die beiden genannten Flächen Doppelflächen und 
haben somit dieselbe Klasse.) 


$5. Die Minimalfläche, die die Evolute einer algebraischen Raumkurve 
nach dem Orte der Krümmungsmittelpunkte berührt, ist algebraisch. 


Die Normalebenen einer Raumkurve umhüllen bekanntlich eine 
Developpable, die ich der Kürze wegen die Evolute der Raumkurve 
nennen werde. In diesem Paragraphen bestimme ich einfach unendlich 
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viele algebraische Minimalflächen, die in die Evolute einer algebraischen 
Raumkurve eingeschrieben sind. Alle diese Flächen sind ähnlich mit den 
Biegungsflächen einer beliebig unter ihnen gewählten Fläche. 


13. Seien &,%y,2 die Koordinaten eines Punktes einer algebraischen 
Raumkurve. Die Koordinaten &,, Y,, 2 des Krümmungsmittelpunktes sind 
bekanntlich bestimmt durch die Gleichungen: 


ge" 


% ri Fr ar + y"2 + zr2? 





” 





NY m 


g" 


kı =3 
1 + qem2 - y"? + zer? , 





wo die Bogenlänge s der Raumkurve als unabhängige Variable be- [479 
nutzt ist. Die Tangentenebene der Evolute in einem Krümmungsmittel- 
punkte besitzt die Richtungskosinus 2’, y', 2’. Daher werden die Minimal- 
kurven der Minimalfläche, die die Evolute nach dem Orte der Krümmungs- 


mittelpunkte berührt, bestimmt durch die Formeln: 
2U=nmnHtifedy —yda), 
2V/ =y+ if(a' da, — 2’daı), 


2W= 2, +i/lydm — a'dyı). 
Man findet: 


er ‚ ’ y" 3 2" 
2U=nmH+i 3) (z .d m Lyr gm y'.d ar ty a): 


oder, wenn man die Integration ausführt und darnach die analogen Aus- 
drücke der Größen V und W hinzufügt: 





ge ur y" De y'z" 




















2 U =, 4 ger? _ y"? 1 zr2 + Um En y"2 -- z2 ) 
Er y" a  e a’ 

2V SH, Y «h ge? + y" + gm? ıh Gm + y = gm ) 
ER g" } y'ac" SR ey Ä 

2 W= EZ “ ge? Eu y"? + ze + m + y" + gm? 


Diese Formeln zeigen, daß die gesuchte Minimalfläche algebraisch ist. 
Also: 

Satz 7. Die Minimalfläche, die die Evolute einer alge- 
braischen Raumkurvenach dem Orte der Krümmungsmittel- 
punkte berührt, ist algebraisch. 
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14. Alle auf der Evolute gelegenen Punkte &,n,& werden bekannt- 
lich erhalten, wenn man in den Formeln: 





ger u 2 er I a y’ z" 
gem? == y”® + gr? + PL + y"2 — gr) 
y" En zu Zr z’och 


N o- Y 1: ge? + y”? E= gm? Fr har pr + z"2? 


#2 














z" 7 y'x" — a y" 
get? En y"2 4 gr? ge? -r y": + za ’ 


der Größe k sukzessiv alle möglichen Werte erteilt. Gibt man dagegen k 
einen bestimmten Wert, so erhält man eine auf der Evolute gelegene 
Kurve. Die Minimalkurven der nach dieser Kurve berührenden Minimal- 
fläche werden bestimmt durch die Formeln: 


2U, =:+ifedn— yde), 
29, = ntif(adg — di), 
2W,=t+if(yd& — a’dn), 


woraus durch Ausführung: 


Derr 








2U,-(1Fil)(e+ on +i Yo ): [480 











ge? Es y"2 u zz? get? E= Yr +32 „MR 
eo : z y" x 2" — 2 ar 
(12) j 2V, ge (1 Tr ik) (v us "2 + a + 2"? +? za I + yrz- — a 
\ 2 W,= ee (1 -— ik) (2 + Z -- = +2 »N2 en D BE 


Hiermit ist nachgewiesen, daß diese Minimalfläche algebraisch ist, welchen 
Wert auch die Konstante k haben mag. Also: 


Satz 8. In die Evolute einer algebraischen Raumkurve 
kann man jedenfalls einfach unendlich viele algebraische 
Minimalflächen einschreiben. 


In späteren Paragraphen zeige ich, daß es 00“ algebraische Minimal- 
flächen gibt, die in unsere Evolute eingeschrieben sind. 


(15. Wie man sieht, bestehen Relationen von der Form: 


Infolgedessen geht die in Nummer 13 betrachtete Minimalfläche durch 
Biegungen, jede verbunden mit einer reellen Ähnlichkeitstransformation 
in die Flächen der Nummer 14 über. 
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Die Berührungskurven 8, n,& dieser letzten Flächen können folgender- 
maßen geometrisch definiert werden: Durch die Tangenten der vorgelegten 
Kurve x, y, 2 legen wir Ebenen, die mit den entsprechenden Oskulations- 
ebenen [einen] konstanten Winkel bilden. Jede solche Ebene schneidet 
die entsprechende Krümmungsachse in einem Punkte, der sicher auf der 
Evolute liegt. Der Inbegriff der hiermit erhaltenen Punkte ist eine Kurve 


556 


$ 6. Jede algebraische Minimalfläche ist eingeschrieben in o* Evoluten 
von algebraischen Raumkurven. 


Die Entwickelungen des vorangehenden Paragraphen führen zu der 
Frage: Wie viele algebraische Raumkurven gibt es, in deren Evolute eine 
vorgelegte algebraische Minimalfläche eingeschrieben ist? Mit dieser Frage 
werde ich mich jetzt beschäftigen. 


16. Sei: 
= Ult) + Urlr), y = Vilt) + Ver), 2= Wilt) + Wir) 

eine vorgelegte Minimalfläche. Ich setze: 
U’+4A=U, W-A=T,, [481 
V’+B= I, V?—B=V,, 
W’+C0=W, W—-(C0=WMW,, 

wo A, B und Ü arbiträre Konstanten bezeichnen sollen. Alsdann defi- 

nieren die Gleichungen: 

z=U,+UD,, y=Vı +, 2=Wı+W 


wiederum die vorgelegte Minimalfläche. 
Ich führe drei neue Größen &,n, & ein, indem ich setze: 














(13) dU, av, a WW ;° 
Ze Fe u ER 
4U, AU. SR, 


hierdurch werden die Parameter £ und r durch eine Relation verbunden. 
Die variablen Größen &, n, & interpretiere ich als die Koordinaten der 
Punkte einer algebraischen Raumkurve. Ich werde zeigen, daß die vor- 
gelegte Minimalfläche in die Evolute dieser Kurve eingeschrieben ist. 





1) Wickelt man die Evolute in eine Ebene ab, so wird die Kurve &, n, & die 
schiefe Fußpunktkurve eines gewissen Punktes hinsichtlich derjenigen Kurve, in 
welche die Rückkehrkante übergegangen ist. 
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Es ist: | 
dauU? +dV?+d4W?=0=dU2+dV?2+dW}, 


also kommt: 
G-20%° +1m-29 +6-2M}=0, 
(14) (E-2U)dU; + m—2V)dV, + &-2W)aw;=0 
(@=1,2), 
und durch Differentiation der Gleichungen (14), indem man die übrigen 
Relationen berücksichtigt: 
daU8+aV,y+aWi=-0=dUd,E+aAV;y+dW;F, 
(E-2U)E +2 Pı)y + E-2WIE-0=- (2 )EH+--- 
Durch Differentiation dieser letzten Gleichungen kommt: 
6-20) +(m-2N)"+E-2W)I HEHE) =0, 
6—-20,)8+(m-2N;,)" + E-2M) + Er?) =0. 


Wir wählen die Bogenlänge der Kurve 5, n, & zur unabhängigen Variablen. 
Alsdann wird: 


A a a 
Infolgedessen werden die Gleichungen: 
(20% +(n-2V% +(£-2W): 0 
(15) 6-20)8° +(n-2N)"+&-2W)E =0, 
(E-20)8’+ (n—2 9)” + -2W)®+1=0 


sowohl durch U,, V,, Wı, wie durch U,, V,, W, befriedigt. Die drei [482 
letzten Gleichungen geben durch Auflösung: 











h 3 £r £ m" en, 
At rm tigen 
9YV = n” ö PR £ ” 
a N eb gr2 1 n"°+ gr2 & a n"2 + gr2 )) 
© £ n’&" — & we 
Wit mtr 


Diese Gleichungen zeigen in der Tat (Nr. 13), daß die vorgelegte Minimal- 
fläche in die Evolute der Raumkurve &, 7, & eingeschrieben ist. Und da 
diese Kurve von den drei arbiträren Parametern A, B, C abhängt, er- 
halten wir den Satz: 
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Satz 9. Jede algebraische Minimalfläche berührt drei- 
fach unendlich viele Evoluten algebraischer Raumkurven, 
[jede] nach dem Orte der Krümmungsmittelpunkte!) 


Zerfällt die Raumkurve 8, n,&, so nennt man bekanntlich jeden Teil 
derselben Fokalkurve der übrigen Teile. Dies gibt den Satz: 


Satz 10. Berührt eine Minimalfläche die Evolute einer 
Raumkurve nach dem Orte der Krüämmungsmittelpunkte, 
so steht siein demselben Verhältnis zu den Evoluten.aaller 
Fokalkurven. 


17. Ich betrachte wiederum eine beliebige algebraische Minimalfläche: 
(16) = U: (t) - U%(r), y vr u rs. = W? + WW». 
Ich setze: 


"Erup +4)=U, *+*up — =D, 











m Er yo +B) Ss V,, a "(v9 =) er Ya; 


m NW 





"Er wa+0)=W, "E"(W9-0)= W,, 


wo A, B,C und n:m arbiträre Konstanten bezeichnen sollen. Alsdann 
definieren die Gleichungen: 








ae 
m N” 
9 mtn Kr m+n Pr, 
m N 
nt en 
wiederum die vorgelegte Minimalfläche. 
Sodann führe ich drei Variable &, n, & ein, indem ich setze: [483 
un a 
40, ar a 
E—U, 2 n—V; 3 £—W, K 
PER ee | A 


hierdurch werden die Parameter {’und r durch eine Relation verbunden. 
Außerdem ist: 


daU? +dV}?+ aWw = 0 daU%2+ AV: + aW2. 





1) Vergleiche hierzu Satz 12. 
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Also erhält man, indem man ganz wie in der vorangehenden Nummer 
verfährt, die Formeln: . 


gr 4 n" aa ne gr 




















Ü= & r Er - pr2 gr: = a mL nt | gr? ’ 
ee n" i Pr ger 
V= N eh &n2 + n"?+ gr2 ech, gr2 1 n"? + gr2 , 

wert p 4: a8" — En" 


&r2 + n"®+ gr2 gr2 + n"?+ gr2 ’ 


wo das eine Zeichen die Größen U), V;, W;, das zweite Zeichen die Größen 
ÜU,, V,, W; liefert. 
Es gibt nun immer eine Konstante %, die die beiden Relationen: 





1 e 
== Sl en ik), 


m+n 


(17) 





N 1 y 
ne + ik) 


befriedigt. Also ist unsere Minimalfläche ($ 5, Nr. 14) eingeschrieben in 
die Evolute der Raumkurve 8, n, &. Und da diese Kurve vier arbiträre 
Parameter, A, B, C, m:n enthält, erhalten wir den Satz: 


Satz 11. Jede algebraische Minimalfläche ist jedenfalls 
in vierfach unendlich viele Evoluten algebraischer Raum- 
kurven eingeschrieben. | 


Ich will insbesondere annehmen, daß die Minimalfläche (16) reell ist, 
und dementsprechend setzen: 


A=ia, B=ib, C=ic, m=u+tvi, n=u-—-vi, 
wo a,b,c, u und v reelle Konstanten bezeichnen. Alsdann kommt (17): 
k=—L, 


und folglich ist die Kurve &, n, & reell, das heißt, sie wird bestimmt durch 
reelle Gleichungen. 


Jede’ reelle algebraische Minimalfläche ist daher ein- 
geschrieben in oo* Evoluten von reellen algebraischen 
Raumkurven. | 


Auch bei den Entwickelungen dieser Nummer ist zu bemerken, daß 
die Raumkurve &,n,& in mehrere Kurven, deren jede Fokalkurve zu den 
übrigen ist, zerfallen kann. 
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$ 7. Synthetische Betrachtungen. [484 


(Ich werde kurz zeigen, wie ich die interessanten Theorien der letzten 
Paragraphen ursprünglich fand. 


18. Seien: 
(18) I, = a U,(t), Y= 2 Y.(), = 2W,;(t) 
und: 
(19) er U,(r), »=2 V,(r), = 2W;(r) 


die Gleichungen zweier algebraischer Minimalkurven. Ich verbinde einen 
beliebigen Punkt x), yı, 2 mit einem beliebigen Punkte &,, Y3, 25 und 
suche den Mittelpunkt: 


= zart), y-3lıtm), ?=r(at%) 
dieser beiden Punkte. Der Ort dieser Mittelpunkte: 
(20) «=U,+U,, y=Vıt Va, 2=Wı+M 


ist bekanntlich eine Minimalfläche (Math. Ann. Bd. XIV, S.334 u.337 [hier 
Abh. OH, 8. 125 u. 129]). 

Zu bemerken ist hierbei, daß die Tangentenebene der Fläche zwei 
Gerade enthält, die mit den entsprechenden Tangenten der Kurven (18) 
und (19) parallel sind. Konstruiert man daher die um diese beiden Kurven 
umgeschriebene Developpable D, so berührt diese die Minimalfläche nach 
einer gewissen Kurve S. 

Ich werde zeigen, daß die Developpable die Evolute einer algebra- 
ischen Raumkurve, und daß 5 der Ort der Krümmungsmittelpunkte ist. 

Man konstruiere in der Tat die beiden Developpablen, deren Rück- 
kehrkanten die Minimalkurven (18) und (19) sind. Diese Flächen schneiden 
einander nach einer Raumkurve C, deren Evolute bekanntlich eben D ist. 
Dabei ist die Kurve S der Ort der Krümmungsmittelpunkte. 

Hiermit erkennen wir also wie früher, daß die Minimalfläche (20) in 
die Evolute der Kurve (/ eingeschrieben ist. Und da die Gleichungen unserer 
Minimalfläche auch folgendermaßen geschrieben werden können: 


== (U +4)+(%,—4), 
y-(h+B)+M-—D, 
e=(W, +0) +(M-—-(C), 


wo A, B, C arbiträre Konstanten sind, so sehen wir, daß unsere Minimal- 
fläche dreifach unendlich viele Evoluten algebraischer Raumkurven, [jede] 
nach dem Orte der Krümmungsmittelpunkte berührt. 
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Es ist möglich, diesen schon früher bewiesenen Satz zu vervoll- 
ständigen. [485 
Soll in der Tat die Minimalfläche (20) die Evolute einer Raumkurve (” 
nach dem Orte der Krümmungsmittelpunkte berühren, so müssen nach dem 
Vorangehenden die auf der Minimalfläche gelegenen Minimalkurven mit 
denjenigen beiden Minimalkurven, deren Developpable dureh ©” hindurch- 
gehen, ähnlich und gleichgestellt sein. Und dabei muß das Ähnlichkeits- 
verhältnis gleich 1:2 sein. Hieraus aber fließt, daß es nicht mehr als drei- 
fach unendlich viele Kurven (’ gibt, die die gestellten Forderungen erfüllen. 


Satz 12. Jede [algebraische] Minimalfläche berührt 
und aueh nieht mehr Evoluten vonalgebraischenRaumkurven, 
ljede]lnach dem Orte der Krümmungsmittelpunkte. 


Ist insbesondere die vorgelegte Fläche reell, so können wir annehmen, 
daß U, und U,, V, und V,, W, und W, konjugierte Funktionen ihrer 
Argumente sind. Setzen wir daher: 


Hero, Beib, Cie, 


wo a, b und ce beliebige reelle Größen sind, so erhalten wir oo? umge- 
schriebene Evoluten, deren jede durch eine reelle Gleichung dargestellt wird. 

Zerfällt die Schnittkurve zwischen den Developpablen der Minimal- 
kurven (18) und (19), so ist jede Teilkurve Fokalkurve zu den übrigen 
Teilen. Alsdann zerfällt eo ipso die, umgeschriebene Evolute in die Evo- 
luten der gegenseitigen: Fokalkurven. 

Man nehme zum Beispiel eine Raumkurve mit einer Symmetrieebene, 
die wir zur y, 2-Ebene wählen. Es ist dann klar, wenn wir voraussetzen, 
daß die Developpable, die gleichzeitig um die Kurve und den Kugelkreis 
umgeschrieben ist, irreduktibel ist, daß ihre Gleichung eben die Größe x 
nur als Quadrat enthält. Und da die Developpable die y, 2-Ebene weder 
berührt, noch orthogonal schneidet, so ist die betreffende Schnittkurve eine 
Doppelkurve der Developpablen. 


Nimmt mandahereine Raumkurvemiteiner Symmetrie- 
ebene und konstruiert diejenige Minimalfläche, die deren 
Evolute nach dem Orte der Krümmungsmittelpunkte be- 
rührt, so hat diese Fläche immer dann eine ebene geodä- 
tischeKurveinder Symmetrieebene, wenn dieumdieRaum- 
kurve und den Kugelkreis umgeschriebene Developpable 
irreduktibel ist. 


Ist zum Beispiel die vorgelegte Kurve eine Parabel, so erkennen wir, 
daß die Minimalfläche, die die Evolute dieser Parabel als ebene geodätische 


Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. II, 1 16 
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Kurve enthält, zugleich die Evolute der Fokalparabel als ebene geodätische 
Kurve enthält. (Vergleiche Hennebergs früher zitierte Arbeit.) 

Andererseits ist klar, daß die Minimalfläche, die die Evolute einer 
Ellipse oder Hyperbel als ebene geodätische Kurve enthält, zugleich die 
Evoluten der beiden Fokalkegelschnitte als ebene geodätische Kurven 
enthält. 

An dieser Stelle scheint es mir nützlich, den folgenden Satz, der [486 
an und für sich ziemlich selbstverständlich ist, der übrigens im Voran- 
gehenden schon als bekannt vorausgesetzt worden ist, ausdrücklich aus- 
zusprechen: 


Satz 13. Enthält eine Developpable zwei algebraische 
Minimalkurven (oder eine solche, die alle Erzeugenden 
zweifach schneidet), so ist die Developpable die Evolute 
einer algebraischen Raumkurve, nämlich der Schnittkurve 
zwischen den Developpablen der beiden Minimalkurven. 


19. Seien wiederum: 


u u, u N, 4 w, 
und: | 
nn 0, m - 7, .- MW; 


zwei Minimalkurven. Alsdann bestimmen die Gleichungen: 


m Rn 
a mer 


mM N 
Ymnhimen 
Mm N 
nr etnen Nm 
wie auch die Konstanten m und » gewählt werden, immer eine Minimal- 
fläche. Konstruiert man nun diejenige Developpable, die gleichzeitig um 
jene beiden Minimalkurven umgeschrieben ist, so erkennt man wie in der 
vorangehenden Nummer, daß die Minimalfläche in diese Developpable ein- 
geschrieben ist. Und andererseits lehrt der vorangehende Satz, daß die 
Developpable die Evolute einer algebraischen Raumkurve ist. Hiermit 
haben wir eine synthetische Begründung der Sätze 8 und 11 erhalten.) 
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$ 8. Bestimmung aller algebraischen Minimalflächen, die in einen 
algebraischen Kegel eingeschrieben sind. 


Der zweite Hennebergsche Satz lehrt, daß sich nicht in jeden 
algebraischen Zylinder algebraische Minimalflächen einschreiben lassen. 
Es liegt somit nah, zu vermuten, daß sich auch nicht in jeden algebra- 
ischen Kegel algebraische Minimalflächen einschreiben lassen. Merkwür- 
digerweise stellt sich die Sache anders. Ich werde in der Tat jetzt zeigen, 
daß sich in jeden algebraischen Kegel, dessen Spitze im endlichen Raume 
liegt, und welcher dabei keine infinitesimale Kugel ist, unbeschränkt viele 
(00”) algebraische Minimalflächen einschreiben lassen. Gleichzeitig bestimme 
ich alle diese Flächen. 

20. Sind x, y, z die Koordinaten der Punkte einer algebraischen 
_ Raumkurve, so werden die Minimalkurven der Minimalfläche, die die Evo- 
lute nach dem Orte der Krümmungsmittelpunkte berührt, bestimmt [487 
durch die früher gefundenen Formeln: 


acht & 2 'yn — y Izu 














2 U= x um zen? + yr? + gt? +? gem 2 + yr? + zu 2 =nH ıX2, 
ER y" ; x zu mu, RN: 3% 2 

2/ = Y + zum 2 E y"2+ ze 2 SE, v ze 2 = y"? + zu ie: U Ya, 
ae K ! 2 ” j 

2W =z+- +V a = 4412. 


ae u de men 


Die Minimalkurven der Bonnetschen Biegungsfläche werden be- 
kanntlich bestimmt durch die Gleichungen: 


2U, = —-+im, 2, = —-yHtiy, 2W, = —- 2» +i2. 


Hierbei ist die Kurve x,,,,2, der vorgelegten in die Kurve — x,, —Ys, — 2a 
der neuen Fläche übergegangen. Die Tangentenebenen der neuen Fläche 
längs dieser Kurve besitzen die Richtungskosinus x’, y', z’, das heißt, die- 
selben Richtungskosinus wie die entsprechenden Tangentenebenen der vor- 
gelegten Fläche. 

Wir werden zeigen, daß die besprochenen Tangentenebenen der neuen 
Fläche durch einen gemeinsamen Punkt, nämlich den Koordinatenanfangs- 
punkt, gehen. Dies geht unmittelbar daraus hervor, daß die Gleichung: 


+ yYyt22=0, 
wie man durch Ausführung findet, identisch besteht. So folgt: 


Satz 14. Berührt eine Minimalfläche die Evolute einer 


Raumkurve längs des Ortes der Krümmungsmittelpunkte, 
16* 


\ 
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so ist die Bonnetsche Biegungsfläche eingeschrieben in 
einen Kegel, dessen Tangentenebenen mit den Tangenten- 
ebenen der Evolute parallel sind. Die Distanz der Kegel- 
spitze von einem beliebigen Punkte #,,%,2; der Berührungs- 
kurveist gleichdem Krümmungsradiusderursprünglichen 
Raumkurvein demjenigen Punkte, dessen Tangente auf der 
betreffenden Tangentenebene der Biegungsfläche senk- 
recht steht. 


Der letzte Teil dieses Satzes beruht darauf, daß die Gleichung: 
1 

a? + yr> + z"2 ’ 

wie man durch Ausführung zeigt, identisch stattfindet. 

Früher fanden wir, daß jede (algebraische) Minimalfläche 0° Evoluten 
von (algebraischen) Raumkurven, jede nach dem Orte der Krümmungs- 
mittelpunkte berührt. Den betreffenden Berührungskurven entsprechen dabei 
auf der Bonnetschen Biegungsfläche die 00° Kurven, nach denen diese 
Fläche von ihren Tangentenkegeln berührt wird. Und da die Beziehung 
zwischen den beiden Minimalflächen eine gegenseitige ist, folgt, daß auch 
die Berührungskurven der ursprünglichen Fläche mit ihren Tangenten- 
kegeln diejenigen Kurven der Biegungsfläche liefern, nach denen diese [488 
von umgeschriebenen Evoluten |und zwar von jeder] nach dem Orte der 
Krümmungsmittelpunkte berührt wird. 

21. Ist nun gegeben ein beliebiger algebraischer Kegel: 


2) 


tn rr— 





der jedoch keine infinitesimale Kugel sein darf, so findet man folgender- 
maßen vermöge des letzten Satzes unbeschränkt viele algebraische Minimal- 
flächen, die in ihn eingeschrieben sind. 


Ich setze: HR 
(5 rn. nn 
und interpretiere dabei mit Plücker die Größen £, u, v als Koordinaten 
der allgemeinen Ebene: 
Int up +Va—1=0. 
Sodann füge ich eine arbiträre algebraische Relation zwischen Z, u, v: 
p(lt,u,v)=0 
hinzu. Alsdann bestimmen die vereinigten Gleichungen f=0, p =0 die 


Öskulationsebenen einer algebraischen Raumkurve, deren Binormalen mit 
den Erzeugenden des vorgelegten Kegels parallel sind. 
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Sodann nehme ich auf jeder Erzeugenden einen Punkt p, dessen Distanz 
vom Koordinatenanfangspunkte, das heißt von der Kegelspitze, gleich dem 
entsprechenden Krümmungsradius der Raumkurve ist. Der Inbegriff der 
Punkte p bildet eine Kurve, und diejenige Minimalfläche, die den Kegel 
nach dieser Kurve berührt, ist nach den Entwickelungen der vorangehenden 
Nummer die Biegungsfläche einer algebraischen Minimalfläche und infolge- 
dessen selbst algebraisch. Also: 


Satz 15. Es gibt unendlichfach unendlich viele algebra- 
ischeMinimalflächen, dieineinen beliebigenalgebraischen 
Kegel eingeschrieben sind. 

Um eine solche Fläche zu finden, nimmt man eine be- 
liebigealgebraische Raumkurve, deren Binormalen mitden 
Erzeugenden des vorgelegten Kegels parallel sind. Auf 
jeder Erzeugenden bestimmt man denjenigen Punktp, dessen 
Distanz von der Kegelspitze gleich dem entsprechenden 
Krümmungsradius der Raumkurveiist. Diejenige Minimal- 
fläche, die den Kegel nach dem Orte der Punkte p berührt, 
istalgebraisch. 


Ist der vorgelegte Kegel insbesondere reell, so ist es immer möglich, 
eine solche reelle Gleichung p(£,u,v) = 0 zu wählen, daß die Gleichungen 
f=0, 9=0 die Oskulationsebenen einer reellen Raumkurve bestimmen. 
Alsdann gibt die Methode des vorangehenden Satzes eine algebraische 
Minimalfläche, die den vorgelegten Kegel nach einer reellen Kurve berührt, 
das heißt, eine reelle eingeschriebene [algebraische] Minimalfläche. 


22. Der letzte Satz erhält dadurch eine noch größere Wichtigkeit, daß 
die angegebene Konstruktion sämtliche algebraische Minimal- [189 
flächen liefert, die in den vorgelegten Kegel eingeschrieben sind. 

Seien in der Tat: 


b=m, =, = 


die Gleichungen der Berührungskurve zwischen dem vorgelegten Kegel 
und einer beliebigen eingeschriebenen algebraischen Minimalfläche. Die 
Richtungskosinus X, Y, Z der Tangentenebene des Kegels, dessen Spitze 
im Anfangspunkte liegen mag, sind bestimmt durch die Gleichungen: 


X +Yy+Z2a=0, Kan +Yay+Zdz=0, 
woraus: 
3 n- 34 Z 
Ya a | a | 23 X 
dy, ds, | dze, da, 
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Diese Formeln zeigen, daß die vorgelegte eingeschriebene Minimalfläche 
erhalten wird, wenn die Operationen der vorangehenden Nummer auf die 
Raumkurve &, y, z angewendet werden. Dies gibt: 


Satz 16. Die Operationen der vorangehenden Nummer 
liefern alle algebraischen Minimalflächen, die in einen 
vorgelegten algebraischen Kegel eingeschrieben sind. 

Insbesondere findet man alle reellen algebraischen Minimalflächen, 
die sich in einen reellen algebraischen Kegel f—= O0 einschreiben lassen, 
wenn man, wie am Schlusse der vorangehenden Nummer geschehen, zu 
der reellen Gleichung f(t:v, u:v) = 0 eine arbiträre reelle Gleichung 
p‘t,u, v) = O hinzufügt. 


$9. Über die in eine algebraische Developpable 
eingeschriebenen algebraischen Minimalflächen. 


In diesem Paragraphen zeige ich, daß in jede um eine algebraische 
Minimalfläche umgeschriebene Developpable unbeschränkt viele (o0”) al- 
gebraische Minimalflächen eingeschrieben werden können. Ich gebe ferner 
eine bemerkenswerte Konstruktion dieser eingeschriebenen Flächen. 


23. Sei t ein Parameter, dessen verschiedene Werte den verschie- 
denen Erzeugenden einer algebraischen Developpablen zugeordnet sind, 
und seien X, Y, Z die Richtungskosinus der Tangentenebenen der Deve- 
loppablen. Da eine Developpable nur oo! Tangentenebenen besitzt, und da 
jede Ebene längs einer Erzeugenden berührt, so sind X, Y, Z Funktionen 
von t, und von ? allein. 

Seien &,, 71, & die Koordinaten der Punkte, in denen eine vorgelegte 
algebraische Minimalfläche die Developpable berührt. Ebenso seien 
&:, na, & die Punktkoordinaten der Berührungskurve unserer Develop- 
pablen mit einer beliebigen anderen Minimalfläche. Dabei sind sowohl 
&, 91, &, wie &,, Ns, & Funktionen von £. 

Unsere Voraussetzung, daß die erste Minimalfläche algebraisch sein 
soll, kommt darauf hinaus, daß die drei Integrale: 


/(Zdan—Yat), [(Xdı — Zah), /ras — Xdn,) [492 


algebraische Funktionen von £ sind. Und die Forderung, daß auch die 
‚zweite Fläche algebraisch sein soll, kommt darauf hinaus, daß auch die 
drei Integrale: 


Szday -Yab),; MHXas — Zah), fra Xan) 
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algebraische Funktionen von t sein sollen. Diese Forderung ist aber, 
wenn wir: 

hm, mM-hı-n, &-ı=2 
setzen, und darnach 2%, Ya, 22 als unbekannte Größen anstatt &,, N2, &s 
einführen, mit der Forderung äquivalent, daß die drei Integrale: 


28 NZ Las, NA 202), (Yan --Xäy) 


algebraische Funktionen von £ sein sollen. 
Es ist: 
Xabı + Yan + Zas =0, 


Xd, + Yam + Zd = 0, 
woraus folgt: 
Xdy + Yday+ Zdz=0. 


Es ist ferner: 
X&—5)+ Y!m-mW)+Z&-)=0, 
da &— &, Ne— N, &— &ı mit den Richtungskosinus der Erzeugenden 


proportional sind. Also kommt: 

X + Yy +Za=0. 
Endlich sind die Richtungskosinus der Erzeugenden durch eine |algebra- 
ische] Relation: 





le 


verbunden), und daher sind die Verhältnisse der Größen x, Ys, 2, durch 
die entsprechende Gleichung: 
da = 


...ı, 
verbunden. 


Hiermit gewinnt unser Problem die folgende Gestalt: 

Man soll drei Größen &X3, Ys, 22, deren Verhältnisse durch eine vor- 
gelegte algebraische Relation f = 0 verknüpft sind, in allgemeinster Weise 
als algebraische Funktionen einer Hilfsgröße bestimmen derart, daß die 
drei Integrale (28), in denen X, Y, Z durch die Gleichungen: 

X +/ya +Za =0, 
dx, 4 Ydy, r Zdz2, aa Ö, 
a 


bestimmt sind, algebraische Funktionen der Hilfsgröße werden. 





1) Wäre die Developpable eine Zylinderfläche, so gäbe es zwei solche Rela- 
tionen. Diesen Ausnahmefall schließen wir daher vorläufig aus. 
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Nach den Entwickelungen des letzten Paragraphen kann dieses [493 
letzte Problem auch folgendermaßen formuliert werden: 

Vorgelegt ist ein algebraischer Kegel: 

2 Ya 
AT 

Man soll in allgemeinster Weise eine auf diesem Kegel gelegene Kurve 
%g, Yo, 2 bestimmen derart, daß die nach dieser Kurve berührende Mini- 
malfläche algebraisch ist. 

Und da diese letzte Aufgabe eben in dem letzten Paragraphen er- 
ledigt wurde, so ist auch die in diesem Paragraphen gestellte Aufgabe als 
erledigt zu betrachten. Dies gibt den folgenden merkwürdigen Satz: 


Satz 17. Ist eine algebraische Developpable und eine 
eingeschriebene algebraische Minimalfläche vorgelegt, 
so findet man folgendermaßen beliebig viele (00°) einge- 
schriebene algebraische Minimalflächen. 

Man nimmt eine algebraische Raumkurve, deren Bi- 
normalen mit den Erzeugenden der Developpablen par- 
allel sind. Sodann bestimmt man auf jeder Erzeugenden 
einen Punkt p, dessen Distanz von dem Berührungspunkte 
der Erzeugenden mit der vorgelegten Minimalfläche dem 
entsprechenden Krümmungsradius der Raumkurve gleich 
ist. Diejenige Minimalfläche, die die Developpable nach 
dem Orte der Punkte p berührt, ist algebraisch, und in 
dieser Weise werden alle eingeschriebenen algebraischen 
Minimalflächen erhalten. 

Ist insbesondere die vorgelegte Developpable und die vorgelegte ein- 
geschriebene Minimalfläche reell, so lehrt der vorangehende Satz beliebig 
viele und sogar alle eingeschriebenen reellen algebraischen Minimalflächen 
finden. 


24. Früher zeigte ich ($ 5, Nr. 13), daß in die Evolute einer algebra- 
ischen Raumkurve eine algebraische Minimalfläche eingeschrieben werden 
kann. Hieraus ergibt sich nach dem Vorangehenden der Satz: 


Satz 18. In die Evolute einer algebraischen Raumkurve 
C kann man immer unendlichfach unendlichviele (00°) al- 
gebraische Minimalflächen einschreiben. 

Um eine solche Fläche zu finden, benutzt man nach dem Satze 17 
als Hilfskurve eine beliebige Raumkurve, deren Tangenten beziehungs- 
weise mit den Tangenten der Kurve C parallel sind. Wählt man insbe- 
sondere zur Hilfskurve eine mit C ähnliche und gleichgestellte Kurve, 


$ 9. Nr. 23—25. Algebraische Minimalflächen eingeschr. in algebr. Devel. 251 


so erhält man die in Nummer 14 betrachteten eingeschriebenen Minimal- 
flächen. 

Ist eine Developpable die Evolute einer algebraischen Raumkurve, 
so enthält sie ($ 7) zwei algebraische Minimalkurven. Enthält auf der 
anderen Seite eine Developpable zwei algebraische Minimalkurven, so ist 
sie die Evolute einer algebraischen Raumkurve. Infolgedessen kann der 
letzte Satz auch folgendermaßen formuliert werden: 


Satz 19. Enthält eine Developpable zwei algebra- [494 
ische Minimalkurven, so gibtes unendlichfach unendlich- 
viele algebraische Minimalflächen, diein dieDeveloppable 
eingeschrieben sind. 

- Erinnert man sich jetzt, daß eine Minimalkurve, als Ebenengebilde 
aufgefaßt, eine Minimalfläche ist, so erkennt man einerseits, daß der letzte 
Satz eine unmittelbare Konsequenz von Satz 17 ist, andererseits, daß man 
den allgemeineren Satz aussprechen kann: 


Satz 20. Enthält eine algebraische Developpable eine 
algebraische Minimalkurve, so gibt es oo” eingeschriebene 
algebraische Minimalflächen. 

Bei dieser Gelegenheit möchte ich auch den folgenden Satz aus 
sprechen: 


Satz 21. In eine algebraische Developpable, deren Ebe- 
nen eine feste Ebene unter konstantem Winkel (jedoch 
nicht senkrecht) schneiden, kann man immer o* algebra- 
ische Minimalflächen einschreiben. 


Denn die Rückkehrkurve ist geodätische Kurve auf einer Zylinder- 
fläche (Nr. 9), und daher ist die Minimalfläche, auf der diese Rückkehr- 
kurve Haupttangentenkurve ist, algebraisch. Hiermit kennen wir eine in 
die vorgelegte Developpable eingeschriebene algebraische Minimalfläche, 
und also ist unser Satz richtig. 

Dieser Beweis hat keinen Sinn, wenn die Ebenen der vorgelegten 
Developpablen die feste Ebene senkrecht schneiden. Und in diesem Falle 
ist unser Satz, wie der zweite Hennebergsche Satz uns lehrt, auch 
nicht mehr richtig. 


25. Die vorangehenden Entwickelungen dieses Paragraphen bleiben 
nicht mehr gültig, wenn die vorgelegte Developpable eine Zylinderfläche 
ist. Wir behandeln nunmehr diesen Ausnahmefall. 

Ist g(x,y) = (0 die Gleichung einer vorgelegten Zylinderfläche, so 
' werden die Minimalkurven jeder eingeschriebenen Minimalfläche bestimmt 
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durch Gleichungen von der Form: 


2U=X+ii, 2V/=y+in, 2W=2+it. 


Und da: 

daU?+dV?+dW’=0 
ist, folgt: 

dxdö+dydn+dzdt=0 
(29) - yan & ’ 


da?’ +daP?+da?— (E+d?+dd)=0. 
Bezeichnen wir andererseits die Richtungskosinus der Tangentenebenen 


des Zylinders wie gewöhnlich mit X, Y, Z, so ist: 
| XAaUt ray +2 0 20, 


woraus: 


Xax+ Yay-0, Xat+ Fay=o: 


Wenn wir daher voraussetzen, daß sich der vorgelegte Zylinder nicht 
auf eine Gerade reduziert, und daß daher dx und dy nicht beide [495 
gleich Null sind, so können wir setzen: 


ds=odx, dn=ody, 
dz=Ads=AyVdx®+dy?, d&=uds, 





wo die Funktionen 0, A, u im allgemeinen endliche Werte haben. 
Durch Substitution in (29) kommt: 


ds’(0 + Au)=0, 
| a - + 0, 
woraus, da ds nicht verschwindet: 
e+iu=0, 1- +2 — =. 
Ist nun AZ 0, so kommt: 
P=— 7, 1+M)@—-)=0, 
wo wir zunächst annehmen werden, daß: 
22 — go? 


ist. In diesem Falle kommt, wenn wir die Bogenlänge der Kurve &, 7 
mit 6 bezeichnen: 


2U=XxX+i, 2V/=y+in, 2W=sHtis. 
Nimmt man zweitens an, daß: 
2?+1=0 


ist, so wird A=it und 2 =is. 
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Es bleibt somit nur die Hypothese A= (0 zu diskutieren. Alsdann 


wirdo=0: 
2U=- 3,721 =, 2W =+3s, 


was dem Hennebergschen Falle einer ebenen geodätischen Kurve 
entspricht. 
Hiermit ist der folgende allgemeine Satz gefunden: 


Satz 22. Ist der Querschnitt eines Zylinders 9(x,y)=0 
die Evolute einer ebenen algebraischen Kurve, so findet 
man folgendermaßen alle eingeschriebenen [algebraischen] 
Minimalflächen. | 

Man nimmt eine andere Evolute y(&,n)= 0 einer ebenen 
algebraischen Kurve und betrachtet je zwei solche Punkte 
der beiden Evoluten, die parallele Tangenten haben, als 
zusammengehörend. Bezeichnet man sodann die Bogen- 
länge der Kurvey = (0 mit 6 und konstruiert die Kurve: 


ER al, RO, 


so ist diejenige Minimalfläche, die den Zylinder nach 
dieser Kurve berührt, immer algebraisch. 


Die allgemeine Methode der Nummer 23 bleibt also noch gültig, 
wenn die vorgelegte Developpable eine Zylinderfläche ist. 

Zugefügt möge endlich noch sein, daß sich der Satz 22 derart [496 
formulieren läßt, daß derselbe gültig bleibt, wenn sich die vorgelegte 
Zylinderfläche auf eine gerade Linie reduziert. 


$ 10. Synthetische Betrachtungen. 


(Auch die Theorie des letzten Paragraphen fand ich ursprünglich 
durch synthetische Betrachtungen, die ich hier kurz reproduzieren werde, 
da sie an und für sich Interesse darbieten. | 

26. Legendre gab zuerst der partiellen Differentialgleichung der 
Minimalflächen durch Einführung von Ebenenkoordinaten: 


2 PL 7 Ye, 4 
eine lineare Form. Hieraus folgt sogleich, wie Weierstraß zuerst 


explizite bemerkt hat, daß die Auffindung zweier (reeller) Minimal- 
flächen: 
w=F(p,g) und: w=@(p,g) 


die Bestimmung von einfach unendlich vielen solchen Flächen: 


w=F+1® . (2 = Const.) 


254 III. Beiträge zur Theorie der Minimalfl. II. Metrische Untersuch. Ann. XV, 1879 


leistet; sind dabei die vorgelegten Flächen algebraisch, so werden auch 
die derivierten Flächen algebraisch. 

Eine solche Konstruktion von neuen Minimalflächen vermöge zweier 
gegebener Flächen wird geliefert durch den folgenden Satz, den ich viel- 
leicht zuerst in dieser Form aufgestellt habe: 


Gleitet eine Minimalfläche in Translationsbewegung 
längs einer festen Minimalfläche, so beschreibt jeder mit 
der beweglichen Fläche fest verbundene Punkt wiederum 
eine Minimalfläche. 

Diese Form der Konstruktion ist deswegen wichtig, weil sie unmittel- 
bar eine ausgedehnte Kategorie von Berührungstransformationen liefert, 
die Minimalflächen in Minimalflächen überführen.?) 

Man führe in der Tat auf eine vorgelegte (algebraische) Minimalfläche: 


f(x, y, 2) = 0 


und einen mit derselben fest verbundenen Punkt "=0, y=0, !=0 
alle möglichen Translationen aus. Alsdann erhält die Fläche 00° Lagen: 


feta, y+b2+c.=0, 
und gleichzeitig erhält der Punkt &', y’, 2’ die Lagen: 


! 


"=—-a, Y=-—b, !=-—.e. 


Daher wird das Entsprechen zwischen den verschiedenen Lagen der [497 
Fläche und des Punktes durch die Gleichung: 


fe 2, y- 9, 2 -2)-0 


bestimmt. Aber diese Gleichung definiert eine Berührungstransformation. 
Wenn insbesondere der Punkt x’, y,z’ eine Minimalfläche durchläuft, so 
umhüllt die entsprechende Fläche nach unserem Satze eine Minimalfläche. 
Die aufgestellte Berührungstransformation besitzt daher wirklich die 
Eigenschaft, Minimalflächen in Minimalflächen überzuführen. 

Hieraus folgt insbesondere, was übrigens schon aus der Form der 
partiellen Differentialgleichung der Minimalflächen hervorgeht, daß die 
Punkte des Raumes, als Ebenengebilde aufgefaßt, Minimalflächen sind. 

Man erkennt ferner, daß jede Ebene in eine parallele Ebene übergeht, 
und daß infolgedessen jede Developpable in eine Developpable mit par- 
allelen Ebenen umgewandelt wird. 





1) In meiner vierten Abhandlung über Minimalflächen bestimme ich sämtliche 
Berührungstransformationen, die alle Minimalflächen in Minimalflächen umwandeln. 
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27. Dies vorausgesetzt, nehme man einen beliebigen algebraischen 
Kegel und sämtliche algebraische Minimalflächen, die nach $ 8!) in 
diesen Kegel eingeschrieben sind, und führe sodann unsere Berührungs- 
transformation, die nach unserer Voraussetzung algebraisch ist, aus. Hier- 
bei geht der Kegel in eine algebraische Developpable mit parallelen 
Ebenen über; die in den Kegel eingeschriebenen algebraischen Minimal- 
flächen liefern algebraische Minimalflächen, die in die Developpable ein- 
geschrieben sind. 

Hiermit erkennen wir sogleich, daß es möglich ist, beliebig viele 
algebraische Developpable, in die sich 00“ algebraische Minimalflächen ein- 
schreiben lassen, anzugeben. Die vorangehenden Entwiekelungen führen 
indes weiter. 

Sei in der Tat eine algebraische Developpable mit einer eingeschrie- 
benen algebraischen Minimalfläche gegeben. Ich behaupte, daß es oo” al- 
gebraische Minimalflächen gibt, die in die Developpable eingeschrieben sind. 

Zum Beweise führe ich diejenige Berührungstransformation der früher 
besprochenen Art aus, bei welcher die vorgelegte Minimalfläche in einen 
beliebig gewählten Punkt p übergeht. Hierbei wird die vorgelegte Develop- 
pable eine um den Punkt p umgeschriebene Developpable, das heißt, ein 
Kegel, dessen Spitze eben p ist. In diesen Kegel lassen sich jetzt oo“ 
algebraische Minimalflächen, die sich sämtlich angeben lassen, einschreiben. 
Führt man daher die inverse Transformation aus, so erhält man oo” alge- 
braische Minimalflächen, die in die ursprünglich vorgelegte Developpable 
eingeschrieben sind. Und es ist andererseits klar, daß man in dieser Weise 
sämtliche in unsere Developpable eingeschriebene algebraische Mini- [498 
malflächen wirklich erhält. ?) 

Die Betrachtungen dieses Paragraphen bilden eine Methode, vermöge 
deren Sätze über Minimalflächen in neue Sätze über Minimalflächen über- 
geführt werden können.) 





1) Auch die Theorien des Paragraphen 8 ließen sich in einfacher Weise aus 
synthetischen Betrachtungen herleiten, worauf ich jedoch in dieser Abhandlung 
nicht eingehen werde. 

2) Wenn man hierzu die Bemerkung hinzufügt, daß unsere Berührungstrans- 
formation eine jede Ebene und eine in derselben gelegene Figur in eine parallele 
Ebene und eine kongruente Figur überführt, so erhält man den Satz 17. 
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$ 11. Enthält jede um eine algebraische Minimalfläche umgeschriebene 
algebraische Developpable eine algebraische Minimalkurve? 


Die Entwickelungen des Paragraphen 9 sind geeignet, auf die Vermu- 
tung zu führen, daß jede um eine algebraische Minimalfläche umgeschrie- 
bene algebraische Developpable eine algebraische Minimalkurve enthält. 
Wäre diese Vermutung richtig, so ließe sich leicht nachweisen, daß jede 
um eine reelle algebraische Minimalfläche umgeschriebene Developpable 
die Evolute einer algebraischen Raumkurve sein müßte. Der Zweck dieses 
Paragraphen ist, die hiermit aufgeworfene interessante Frage zu beant- 
worten.?) 


28. Ich stelle mir überhaupt die Aufgabe, die auf unserer umge- 
schriebenen Developpablen gelegenen Minimalkurven zu bestimmen. 

Ich bezeichne mit x, y, 2 die laufenden Punktkoordinaten der 
Berührungskurve, mit 2’, y', 2’ die laufenden Punktkoordinaten der um- 
geschriebenen Developpablen, mit A, u,» die Richtungskosinus der Er- 
zeugenden der Developpablen, mit X, Y, Z die Richtungskosinus der Ebenen 
der Developpablen, mit oe den Abstand eines Punktes &, y, z von einem 
auf der hindurchgehenden Erzeugenden liegenden Punkte x’, y', z’, mit dp 
den Winkel zwischen zwei benachbarten Erzeugenden. 

Das Bogenelement: 





aS’= Var? +ay?+de? 
ist bestimmt durch die Gleichung: 
daS?= [de + (Adz + udy+vdz)’ + 
+ led + yasi — (Ada + udy+vde)), 
de +dP+de=dS? 





wo: 


gesetzt ist. Die auf unserer Developpablen gelegenen Minimalkurven sind 
daher bestimmt durch die lineare Differentialgleichung: 





do+(ldx+udy+vde)t+iodg+iVydS?— (Adx+udy+rvdz®=0, 


die wir jetzt durch Einführung von zweckmäßigen unabhängigen [499 
Variabeln auf eine bemerkenswerte Form bringen werden. 





1) Die Schnittkurve einer Fläche mit der unendlich entfernten Ebene ist 
immer eine Minimalkurve. Von derselben wird jedoch im Texte abgesehen. 
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29. Unsere Minimalfläche ist durch die Formeln gegeben: 
de= (1—-sS)F”(s)ds+ (1—0°)D"”(o)do, 
dy=ill + S)F"(s)ds— i(l + 0°) D”(o)do, 
de = 2sF"(s)ds-+ 26®"(0)do; 
ferner ist: | 
Xax + Ydy+Zdz=0, 
EEE Zi el, 
daher findet man: 


BE. 08 so—1 
er eh Fuer, m 7? 





und: 
nA+r. ar 
1—Z’ 1—Z 

Längs der Berührungskurve sind s und o verbunden durch eine Re- 
lation, die 6 als Funktion von s bestimmt. Gibt man daher s einen be- 
stimmten Wert, so erhält man einen bestimmten Punkt &,y,z der Be- 
rührungskurve, und zugleich eine bestimmte hindurchgehende Erzeugende. 
Gibt man darnach o einen bestimmten Wert, so erhältman einen bestimmten 
Punkt &', y’, 2’ auf jener Erzeugenden. Daher kann man x, y', 2’ als Funk- 
tionen von s und o auffassen; und da nach dem Vorangehenden &, y, 2; 
A,u,v; X, Y, Z; dp Funktionen von s und ds sind, so können wir die 
Größen s und o als unabhängige Variable in die Differentialgleichung der 
gesuchten Minimalkurven einführen. 

















Es ist: 
2% (1—0)ds+(1—s?)do 
43 = (1 + so)? ; 
.—Al+6)ds+(1+33)do 
en (IF so) 
ns 26ds + 2sdo 
, =“ RZ (1L+s0)% 
erner ist: 


AX+uY +1Z =(0, 
AdX+udY+vdZ=0, 
Miet, 
; ( —1)ds + (1—s?)do 
2(1+so)Ydsdo ’ 
. A+)ds+(+3s)do 
2(1+so)VYdsdo 
; — 20ds + 2sdo 


2(1+s0)yYdsdo 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. II,1 17 


also kommt: 








u = 


Hi 
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Durch Einsetzung findet man: [500 


8 F'"'ds? &'’'do? 
Ad + ndy + vd = 1 an n 


aS?’= de? + Ay +d2=4(1+so)’F"&"dsdeo, 
U er, 
Ydsdo 











VdaS’— (Adı+ udy+vd)’= + 
Es bleibt übrig, die Größe: 
dp = V(udi — Adu)? + (vdu — udv)? + (Adv — vdA)? 


zu berechnen. Es ist: 


udA—Adu vdu—udv _ ee dp 
Z a X x ae 














und: 


udiA — Adu = syn la + so)d(1og V/ %% 1 ds — sde} ; 


also kommt: 





| d dus 
dgo=+ \a(tog = N Bose a e) : 


Durch Einsetzung der gefundenen Werte erhält die Differential- 
gleichung der gesuchten Minimalkurven die folgende Gestalt: 


do ds — sdo ‚itss > 








woraus durch Multiplikation mit Ydo:ds: 


do do ‚ sds—sdo x 
aleVä°) +0 E78 Ess, — 2i(1+so)F d=0, 





oder, wenn man og Vdo: ds = u setzt: 





— 2i(1+so)F"ds = 0.!) 


- 30. Die im Anfange dieses Paragraphen gestellte Frage kommt nun 
darauf hinaus, ob die gefundene Differentialgleichung immer dann eine 
algebraische Partikularlösung besitzt, wenn 6 und F algebraische Funk- 
tionen von s sind. Zur Entscheidung dieser Frage genügt es, das folgende 
Beispiel zu betrachten. 





1) In diesem Paragraphen sind an mehreren Stellen zweideutige Zeichen 
vorgekommen. Ich bin auf die Zeichenbestimmung nicht eingegangen, da es keinen 
wesentlichen Einfluß auf die Rechnungen des Textes haben würde, wenn man die 
Zeichen anders gewählt hätte. 
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Ich will voraussetzen, daß die Ebenen der umgeschriebenen Develop- 
pablen [einen] konstanten Winkel mit der z- Achse bilden, daß also: 





s6 —= Const. [501 
ist; und es sei: 
Fo) = (L = Const.). 
Alsdann nimmt unsere Differentialgleichung die Form an: 
ds Bbds 
du -ı ER - G—a% nen 0, 


‘ wobei & und B Konstanten sind. Setze ich nun zum Beispiel <= 3, so 
besitzt das allgemeine Integral die Form: 


u= Ds"? log(s— a) + A(s), 


wobei A eine algebraische Funktion von s und der Integrationskonstanten 
bezeichnet, während D nur von B und a abhängt und dabei im allgemeinen 
von Null verschieden ist. In diesem Falle existiert somit keine algebraische 
Partikularlösung. 


Die Evoluten von algebraischen Raumkurven sind so- 
mit nicht dieeinzigenDeveloppablen, in die sich eine, und 
infolgedessen oo* algebraische Minimalflächen einschrei- 
ben lassen. 


Note 1. Bestimmung aller reellen Minimalflächen, 
deren Klassenzahl dividiert durch 2 eine Primzahl ist. 


31. In meiner ersten Abhandlung über Minimalflächen (Bd. XIV [hier 
Abh. II]) bestimmte ich alle [reellen] Minimalflächen, deren Klassenzahl 
eine Primzahl ist. Ich werde jetzt alle [reellen] Minimalflächen, deren 
Klassenzahl dividiert durch 2 eine vorgelegte Primzahl ist, hestimmen. 

Die Klasse einer reellen Minimalfläche, die keine Doppelfläche ist, 
wird nach der zitierten Abhandlung gegeben durch die Formel: 


2M(R—M), 
wo R den Rang einer auf der Fläche gelegenen Minimalkurve bezeichnet, 


während M die Multiplizität des Kugelkreises auf der Developpablen einer 
solchen Minimalkurve darstellt. Die Klasse einer Doppelfläche ist gleich: 


M(R— M). 
Ich werde zeigen, daß eine Relation von der Form: 


M(R— M)=2P., 


7° 
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wo P eine Primzahl ist, nicht bestehen kann. Wir wissen nämlich, daß: 


R—-M33 

ist. Also käme entweder: 

M=2, R=2+J, 
oder: 

M=1, R=2P+J1, 
sodaß der Rang eine ungerade Zahl sein müßte. Wenn aber eine ima- [502 
ginäre Developpable sich selbst konjugiertimaginär ist, so muß ihr Rang 
eine grade Zahl sein. Die Annahme M(R— M)=2P führt somit auf 
Widerspruch. | 

32. Wir müssen daher: 

2M(R—-M)=2P 

setzen. Also kommt: 
| M(R—-M)=P, 

woraus bekanntlich folgt, daß: 

M=Ir Hz RAN 


ist. Und es ist leicht, wie ich in meiner vorigen Abhandlung zeigte, die 
allgemeinste Minimalkurve, die der Annahme M=1, R=P-+1 ent- 
spricht, anzugeben. 

Die in dieser Weise gefundenen Flächen erfüllen die gestellten For- 
derungen, wenn sie nicht zufälligerweise Doppelflächen sind; in welchem 
Falle ihre Klasse gleich P, und nicht gleich 2 P wäre. Meine früher ge- 
gebenen Regeln erlauben, für jeden Wert von P unter den gefundenen 
Flächen alle Doppelflächen auszuscheiden. Dies gibt: 

Ist die Klasse einer reellen Minimalfläche gleich 2P, 
wo Peine Primzahl bezeichnet, so ist: 

2P=2M(R—-M) 
und infolgedessen M=1, R=P+1. Die der Annahme 
M=1,R=P-+1 entsprechenden Flächen, die sämtlich be- 
stimmt werden können, besitzen die Klassenzahl 2P, wenn 
sie nicht zufälligerweise Doppelflächen sind. In jedem 
einzelnen Falle ist es möglich, alle Doppelflächen auszu- 
scheiden. 


Note 2. Bestimmung der Klasse einer Minimalfläche 
mit einer ebenen geodätischen Kurve. 


33. Wir werden jetzt insbesondere Minimalflächen mit einer ebenen 


geodätischen Kurve E: 
e=0, fla,y) = 0 
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betrachten. Dabei setzen wir mit Henneberg voraus, daß E die Evo- 
lute einer reellen algebraischen Kurve Ü: 


2=(0, pla,y)=0 


ist. Sei 0, und c, die Ordnung und Klasse der Evolute; und sei & die Zahl 
der parallelen Tangenten, die an die Kurve Ü gezogen werden können. 

Wünscht man diejenige Minimalfläche, auf der E geodätische Kurve 
ist, zu bestimmen, so muß man die gleichzeitig um Ü und den Kugel- [503 
kreis umgeschriebene Developpable konstruieren. Die zugehörige Rück- 
kehrkurve ist ähnlich und gleichgestellt mit den auf der gesuchten Fläche 
gelegenen Minimalkurven. 


34. Dabei sind zwei Fälle denkbar, jenachdem diese Rückkehrkurve 
in Teile zerfällt oder nicht. Ist sie irreduktibel, so ist die gesuchte Fläche 
eine Doppelfläche und also ihre Klasse gleich: 

M(R—M); 
dabei ist R im allgemeinen gleich 2c, (siehe den Schluß dieser Note), 
während M immer gleich & ist. 

Man ziehe in der Tat die Tangente des Kugelkreises in einem Punkte x. 
Diese Tangente trifft die Ebene z= 0 im Punkte p. Durch p gehen & Tan- 
genten der Kurve C', deren Berührungspunkte q im endlichen Raume liegen. 
Die & Geraden zq sind die durch x gehenden Tangenten der früher be- 
sprochenen Rückkehrkurve. Also ist wirklich M = &. Unter der ge- 
machten Voraussetzung ist daher die Klasse der Minimalfläche gleich: 


(2, — E). 


35. Wir wollen jetzt voraussetzen, daß die Rückkehrkurve in zwei 
Teile zerfällt. Alsdann ist im allgemeinen: 


R=e 
und jedenfalls: 
M=+e. 


Also wird die Klasse der Fläche in diesem Falle gleich: 
2M(R—-M)=e(u— te). 


Wünscht man, die Ordnung der Fläche zu bestimmen, so ist es nütz- 
lich, zu bemerken, daß ‘die Ordnung der gesamten Rückkehrkurve gleich 
20, ist. Im übrigen kann ich auf die betreffenden Entwickelungen meiner 
ersten Arbeit über Minimalflächen verweisen. 

Die früher benutzten Formeln R=2c, und R=c, sind, wie man 
leicht verifiziert, richtig, wenn die Kurve C nicht durch die Kreispunkte 
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der Ebene z—= (0) hindurchgeht. Auch wenn C diese spezielle Lage hat, 
können jene Formeln richtig bleiben. Es hat keine Schwierigkeit, diese 
Ausnahmefälle zu erledigen. 


Note 3. Minimalflächen, die unendlich oft mit sich selbst ähnlich sind. 


36. Es ist bekannt, daß die Minimalfläche, auf der ein vorgelegter 
Kreis geodätische Kurve oder Krümmungslinie ist, selbst eine Rotations- 
fläche ist. Dies läßt sich a priori daraus schließen, daß der Inbegriff aller 
Flächenelemente, die den Kreis berühren und dabei die Ebene dieses 
Kreises unter konstantem Winkel schneiden, dieselbe Rotation wie [504 
der Kreis gestattet. 

Man nehme andererseits eine Schraubenlinie und oo! Flächenelemente, 
die diese Kurve berühren und welche dabei mit der entsprechenden Osku- 
lationsebene [einen] konstanten Winkel bilden. Der Inbegriff dieser Flächen- 
elemente gestattet dieselbe Schraubenbewegung wie die Kurve. Daher ist 
die Minimalfläche, die durch diese Elemente bestimmt wird, selbst eine 
Schraubenfläche. 


3%. Diese Schlußweise führt indes weiter. Man nehme in der Tat 
eine logarithmische Spirale r = Ae””? und oo! Flächenelemente, die diese 
Kurve berühren und welche dabei die Ebene derselben unter konstantem 
Winkel schneiden. Der Inbegriff dieser Elemente gestattet dieselben oo! 
Ähnlichkeitstransformationen wie die Kurve. Daher ist die Minimal- 
fläche, die eine logarithmische Spirale als geodätische 
Kurve oderals Krüämmungslinie enthält, unendlich oft mit 
sich selbst ähnlich. 

Führt man auf diese Fläche eine Biegung aus, so erhält man nach 
meinen früheren Entwickelungen Minimalflächen, die sich auch folgender- 
maßen definieren lassen: 

Man nehme einen Zylinder, dessen orthogonaler Querschnitt eine 
logarithmische Spirale ist, und lege durch eine beliebige geodätische Kurve 
desselben eine Minimalfläche, die den Zylinder unter konstantem Winkel 
schneidet. Alle in dieser Weise erhaltenen Minimalflächen 
sind unendlich oft mit sich selbst ähnlich. Und es gibt auch 
keine anderen Minimalflächen, die diese Eigenschaft besitzen. Dabei ist 
natürlich vorausgesetzt, daß man die Grenzfälle mitnimmt. 

Man erhält die in Rede stehenden Flächen, wenn man der Weier- 
straßischen Funktion F'(s) die Form: 

F(s) = (CO, + Ozi)smı + mai 


erteilt. 
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38. Die hiermit angedeutete Theorie subsumiert sich unter eine viel 
allgemeinere Theorie. 
Sei in der Tat das Bogenelement einer beliebigen Fläche durch 


die Gleichung: ds? = e”dyda 


gegeben. Alsdann werden die geodätischen Kurven dieser Fläche bestimmt 
dureh: d?y dw dy dw /(dy\? 
aa: dedz dy (22) i 

Ich verlange, daß diese Differentialgleichung eine infinitesimale Transfor- 
mation gestatten soll. Anders ausgesprochen, es soll möglich sein, jedem 
Punkte der Fläche eine solche benachbarte Lage zu geben, daß vermöge 
dieser Verschiebung jede geodätische Kurve in eine ebensolche Kurve über- 
geführt wird. Diese Forderung wird zum Beispiel erfüllt von jeder Rota- 
tions- oder Schraubenfläche, wie auch von jeder auf eine solche Fläche 
abwickelbaren Fläche, zugleich aber von jeder Fläche, die unendlich [505 
oft mit sich selbst ähnlich ist, wie auch von allen auf eine solche Fläche 
abwickelbaren Flächen. Es gibt aber noch weitere hierher gehörige 
Flächenfamilien, wie ich in einer Arbeit über diesen Gegenstand nach- 
gewiesen habe.!) 


39. Hier beschränke ich mich auf das Folgende. Ich suche die all- 
gemeinste reelle Minimalfläche, die in unendlich viele mit ihr ähnliche?) 
Flächen gebogen werden kann. Eine solche Fläche gestattet unendlich 
viele Transformationen in sich selbst, und zwar sind diese Umformungen 
konforme Transformationen, bei denen geodätische Kurven in ebensolche 
Kurven übergehen. Seien r und r’ die Krümmungsradien in einem Punkte 
der Fläche; und seien R und R’ die Krümmungsradien desjenigen Punktes, 
in den der gewählte Punkt durch eine solche Transformation übergeführt 
wird. Alsdann ist: 


ER Kar (K = Const.), 
R+R=r+r=0, 


woraus: 

MeHRr. ne nn, 
Hieraus folgt, daß das sphärische Bild der transformierten Figur mit dem 
sphärischen Bilde der ursprünglichen Figur kongruent ist. 





1) Klassifikation der Flächen nach der Transformationsgruppe ihrer geodätischen 
Kurven, Universitätsprogramm 1879, Christiania [d. Ausg. Bd. I, Abh. XXIV]. 

2) Ersetzt man das Wort „ähnlich“ durch „kongruent“, so reduziert sich unser 
Problem auf ein von Bour erledigtes Problem, welches Schwarz neuerdings in 
seinen Miszellen, Crelle, Bd. 80, in neuer Weise behandelt hat. 
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Definiert man nun, wie Weierstraß, das Bogenelement durch die 


Gleichung: | 
dS?—= (1 + so)’ F'’(s) ®”(o)dsdo 
und setzt dabei: 


s=c+Yyi, F"()=-XHiY, 
so erkennt man ohne Schwierigkeit, daß man: 
>. €, + Y?— (+ 29 un A 


setzen kann. Diese Funktionalgleichung genügt zur Bestimmung von X 


und Y. 
40. Setzt man in der Tat: 


log (+ Y’)= W=fla’+y?) + marctg(y:e), 





so ist: 
“Ww WW 0 
dx? dy? I, 
woraus: 
+@®+yp)f'=0 
und: 


f=nlog(&?+ y?) + Const. 
und endlich: [506 
X?4 Fa A? + ad ap (v:2) 


Setzt man andererseits Y: X = ®, so kommt: 








dd „dW 
eg 
d®d dW 
er re 
oder: 
ER. 009 — 2ny— mx 
2... (arctg ®) = er ae 
d 2nac — my 
2 d5 (arctg ®) = Ta 
woraus: 
2 arctg ® = 2n are tg = 5m log (2? + y?) + Const. 
Nun ist: 


» € +:/ = VX?+ YV2ei arctgP. 
also kommt: 
n—tmi (I m+ni)aretg(y: 
Ka  aae 
oder: 


X +iY= (G+ Ci) + TE Es 


Note 3. Nr. 39, 40. — IIIa. Selbstanzeigen von Ill 265 


sodaß wir nur die im Anfange dieser Note betrachteten Flächen wieder- 


finden.t) 
Christiania, 20. Juni 1879. 


Illa. 
Selbstanzeigen von III. 

1. Repertorium Bd. II, S. 410—411. Berlin 1879. [Die Selbstanzeige, die früher als 
die Abhandlung erschienen ist, bezieht sich zugleich auf Abh. XXI, XXII und XXIII 
von Bd. I d. Ausg.] 

Enthält eine Minimalfläche eine ebene Krümmungslinie?), so ist [411 
die Fläche algebraisch, wenn die Kurve die Evolute einer ebenen algebra- 
ischen Kurve ist, und nur in diesem Falle. Berührt eine Minimalfläche 
eine Zylinderfläche nach einer nicht ebenen geodätischen Kurve, so ist die 
Fläche nur dann algebraisch, wenn die Kurve selbst algebraisch ist. Die 
Minimalfläche, die die Evolute (Polarfläche) einer algebraischen Raum- 
kurve (nach dem Orte der Krümmungsmittelpunkte berührt, ist algebraisch. 
Eine solche Fläche ist zugleich eingeschrieben in die Evoluten der Fokal- 
kurven von C. Zu jeder algebraischen Minimalfläche gehören jedenfalls oo? 
algebraische Raumkurven, deren Evoluten um die Fläche umgeschrieben 
sind. Insbesondere gibt es oo? Evoluten, die [sie] nach dem Orte der Krüm- 
mungsmittelpunkte berührt. : 

Die Tangentenkegel einer Minimalfläche berühren dieselbe nach oo° 
Kurven. Diesen Kurven entsprechen auf der Bonnetschen Biegungs- 
fläche diejenigen 00% Kurven, nach denen die letzte Fläche die soeben be- 
sprochenen Evoluten algebraischer Raumkurven berührt. Jeder algebraische 
Kegel ist umschrieben um oo“ algebraische Minimalflächen, die durch eine 
gemeinsame elegante Konstruktion bestimmt werden. 

Nimmt man unter den Tangentenebenen einer algebraischen Minimal- 
fläche nach einem arbiträren algebraischen Gesetze einfach unendlich viele, 
so ist die hervorgehende Developpable immer um oo” algebraische Minimal- 
flächen umgeschrieben. Dieselben werden durch eine elegante Konstruktion 
bestimmt. Die Evolute einer algebraischen Raumkurve ist somit um oo” al- 
gebraische Minimalflächen umgeschrieben. 

Die allgemeinste Minimalfläche, die auf oo! mit ihr ähnliche Flächen 
abgewickelt werden kann, wird erhalten, wenn man die Weierstraßische 


Funktion F'(s) gleich: 
(CO, + Oi) sMı + ma? 





1) Es ist leicht, zugleich alle imaginären Minimalflächen, die die gestellte 
Forderung erfüllen, zu bestimmen. 

2) Setzt man hier statt „Krümmungslinie‘“‘ insbesondere „geodätische Kurve“, 
so erhält man einen von Henneberg herrührenden Satz. 
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setzt. Ist insbesondere m;—= 0), so erhält man bekanntlich die auf Rotations- 
flächen abwickelbaren Minimalflächen. 


2. Bull. Bd. XIV (II. Ser., Bd. III), Abt. 2, S. 189—190. Paris, November 1879. [Die 
Selbstanzeige, die früher erschienen ist als die Abhenälbng, bezieht sich sugleich 
auf Abh. XXI, XXII und XXIII von Bd. I d. Ausg.] 


M. Henneberg a fait voire qu’une surface minimum qui a une 
ligne geodesique plane ne peut ötre algebrique que si cette ligne est la 
developpee d’une courbe algebrique plane. Ce theoreme subsiste encore 
si l’on considere une ligne de courbure au lieu d’une ligne geodesique. 
Si une surface minimum est tangente & une surface ceylindrigue suivant 
une ligne geodesique non plane, la surface sera toujours algebrique si la 
ligne geodesique elle-m&me est algebrique. La surface minimum qui est 
tangente ä la surface developpee (surface polaire) d’une courbe gauche 
algebrique, suivant le lieu des centres de courbure, est algebrique. Une 
telle surface est en m&me temps inscrite dans les surfaces polaires de toutes 
les courbes focales de la courbe gauche donnee. A toute surface minimum 
algebrique correspondent, dans tous les cas, 00% courbes gauches algebriques 
dans les surfaces polaires desquelles la surface est inscerite. En partieulier, 
il existe oo? surfaces polaires qui lui sont tangentes suivant le lieu des 
centres de courbure. | 

Les cönes tangents ä une surface minimum algebrique la touchent 
suivant oo? courbes algebriques. 

A ces courbes correspondent, sur lasurface de flexiondeBonnet, 
les 0° courbes suivant lesquelles cette surface touche les surfaces polaires 
dont nous venons de parler. Tout eöne algebrique est tangent & oo” sur- [190 
faces minima algebriques, que l’on peut determiner par une m&me con- 
struction elegante. 

Si parmi les plans tangents ä une surface minimum algebrique on en 
choisit, suivant une loi algebrique arbitraire, un nombre simplement infini, 
on obtiendra toujours une developpable algebrique, dans laquelle on pourra 
inscrire 00” surfaces minima algebriques, qui seront susceptibles d’une 
construction elegante. Dans la surface polaire d’une courbe gauche alge- 
brique, il est toujours possible d’inserire oo” surfaces minima algebriques. 

La surface minimum la plus generale qui puisse ötre appliquee sur 
ool surfaces semblables ä elles s’obtiendra en posant 


F(s) BR (C, + Czi) mr Met . 


Si l’on a, en partieulier, m; —= 0, on obtiendra, comme on sait, les surfaces 
minima applicables sur les surfaces de revolution. S. L. 


IR 
Untersuchungen über geodätische Kurven. [357. 


Ann. Bd. XX, Heft 3, S. 357—454. Ausgegeben 31.8. 1882. 


In der nachstehenden Abhandlung behandle ich ein allgemeines Pro- 
blem, das sich auf die geodätischen Kurven der Flächen bezieht. Dasselbe 
steht in einem gewissen Zusammenhange mit einigen schönen Unter- 
suchungen von Beltrami (Annali di matematica Serie I, t. VII) und von 
Dini (Annali di matematica, Serie II, t. III), welche ich zunächst bespre- 
chen werde. 

Beltrami machte zuerst darauf aufmerksam, daß sich die geodäti- 
schen Kurven einer Fläche konstanter Krümmung immer darstellen lassen 
durch eine solche Gleichung zwischen den krummlinigen (Gaußischen) 
Koordinaten x, y und den beiden arbiträren Konstanten a und b, die linear 
hinsichtlich « und 5 ist und somit die Form: 


aX(a,y)+bYia,y)—1=0 


besitzt. Interpretiert man die Größen X, Y als Cartesische Punktkoordi- 
naten in einer Ebene, so erhält man eine Abbildung der Fläche auf die 
Ebene, bei der jeder Punkt x, y der Fläche dem Punkte X, Y der Ebene 
zugeordnet ist, und bei der die geodätischen Kurven der Fläche den ge- 
raden Linien der Ebene entsprechen. 

Beltrami fand ferner, daß die Flächen konstanter Krümmung die 
einzigen sind, die sich in dieser Weise auf eine Ebene abbilden lassen. 
Indem er nun bemerkte, daß die geraden Linien der Ebene gleichzeitig 
geodätische Kurven derselben sind, wurde er dazu geführt, das folgende 
allgemeine Problem zu stellen: 

Man soll in allgemeinster Weise zwei zusammengehörige Flächen 
finden, die nieht auf einander abwickelbar sind und welche sich nichts- 
destoweniger derart auf einander abbilden lassen, daß jedem Punkte der 
einen Fläche ein Punkt oder einige Punkte der zweiten zugeordnet sind, 
und dabei den geodätischen Kurven der ersten Fläche ebensolche Kurven 
der zweiten Fläche entsprechen. 
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Eben dieses anscheinend sehr schwierige Problem behandelt nun 
Dini in der eben zitierten ausgezeichneten Abhandlung und findet dabei 
den Satz, daß die Bogenelemente der beiden zusammengehörigen Flächen [358 
die analogen Formen: 


di = (pl +yYy) + Pıla—y)}dady, 
ds; = (vl +Yy)+ Y,(2— y)}daedy 


besitzen müssen; y, und #, sind hier arbiträre Funktionen ihrer Argu- 
mente, während Y, und %, durch einfache Rechnungen bestimmt werden. 

Bei dem Beweise dieses Satzes setzt Dini, wenn ich nicht irre, voraus, 
sowohl, daß die betreffenden Flächen reell sind, wie auch, daß die Abbil- 
dung durch reelle Gleichungen zwischen den Cartesischen Punktkoordi- 
naten der Flächen vermittelt wird. Läßt man alle derartigen Beschränkungen 
hinsichtlich der Realität fallen, so findet man noch weitere Resultate, wie 
ich in einer Note am Schlusse dieser Abhandlung (Note 1) zeigen werde. 

Indem ich mich jetzt zur Formulierung der Hauptprobleme dieser 
Arbeit wende, schicke ich die Bemerkung voraus, daß ich die Operation, 
bei der jeder Punkt einer Fläche in einen infinitesimal benachbarten Punkt 
derselben übergeführt wird, eineinfinitesimale Verschiebung der 
Fläche in sich nennen werde. Es ist einleuchtend, daß eine jede Fläche 
unbegrenzt viele infinitesimale Verschiebungen in sich gestattet. Dabei ist 
klar, daß eine solche Verschiebung im allgemeinen mit einer 
Dehnung verbunden sein wird. Nach einem von Bour herrührenden 
Satze sind die auf Rotationsflächen abwickelbaren Flächen die einzigen, 
die eine infinitesimale Verschiebung in sich ohne Dehnung gestatten. 


Ich suche zuerst die Form des Bogenelementes einer jeden 
Fläche, die derartin sich infinitesimal verschoben werden 
kann, daß dabei jede geodätische Kurve der Fläche in eine 
benachbarte geodätische Kurve derselben Fläche überge- 
führt wird. 

Jede Rotationsfläche, oder Schraubenfläche, wie überhaupt jede auf 
eine Rotationsfläche abwickelbare Fläche erfüllt diese Forderung, und zwar 
ist in diesem Falle die betreffende Verschiebung von keiner Dehnung be- 
gleitet. Ebenso wird unsere Forderung erfüllt von jeder Fläche, die unend- 
lich oft mit sich selbst ähnlich ist, wie auch von jeder auf eine solche 
Fläche abwickelbaren; dabei ist indes die Verschiebung der Fläche in sich 
von einer Dehnung begleitet. Es gibt, zeige ich, noch weitere Flächen- 
familien, die unsere Forderung erfüllen und welche wahrscheinlich zuerst 
von mir bemerkt worden sind. 
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Ich bestimme sodann das Bogenelement einer jeden Fläche, 
die mehrere infinitesimale Verschiebungenin sich gestattet, 
bei denen geodätische Kurven in ebensolcehe Kurven über- 
gehen. Unter den wichtigen Flächenfamilien, die ich in dieser Weise finde, 
verdient möglicherweise eine ganz besonders hervorgehoben zu werden: 
sie wird gebildet von den Zentraflächen aller Flächen, deren Haupt- [359 
krümmungshalbmesser in konstantem Verhältnisse stehen. 


Ich erhalte in dieser Weise eine rationelle Klassifikation aller Flächen, 
die eine infinitesimale Verschiebung in sich gestatten, bei der geodätische 
Kurven in ebensolche Kurven übergehen. Diese Klassifikation ist, wenn ich 
nicht irre, gänzlich verschieden von der von Christoffel (Abhandlungen 
der k. Akademie d. W. zu Berlin, 1868) gegebenen Einteilung der Flächen, 
welche ebenfalls auf das Verhalten der geodätischen Kurven begründet ist. 
In Christoffels schönen und umfassenden Untersuchungen spielen me- 
trische Betrachtungen eine wesentlichere Rolle als bei mir. Meine Klassi- 
fikation scheint insofern zweckmäßiger als die Christoffels, als es mir 
größtenteils gelungen ist, die Form des Bogenelementes derjenigen Flächen 
anzugeben, welche meinen verschiedenen Klassen und Unterklassen ange- 
hören.t) 

Um den Zusammenhang zwischen dem von Dini und dem von mir 
behandelten Probleme möglichst klar hervortreten zu lassen, sage ich mit 
Dini, daß zwei Flächen geodätisch auf einander abgebildet sind, wenn sie 
derart auf einander bezogen sind, daß jedem Punkte der einen Fläche ein 
Punkt der zweiten zugeordnet ist, und dabei den geodätischen Kurven der 
ersten Fläche ebensolche Kurven auf der zweiten Fläche entsprechen. In 
dieser Terminologie deckt sich das von Beltrami gestellte und von Dini 
behandelte Problem mit der allgemeinsten Bestimmung je zweier Flächen, 
die sich auf einander geodätisch abbilden lassen. Demgegenüber besteht das 
von mir im folgenden behandelte Problem in der Bestimmung einer 
jeden Fläche, die unendlich oft auf sich selbst geodätisch 
abgebildet werden kann. 

Am Schlusse der folgenden Abhandlung habe ich einige Noten hinzu- 
gefügt. 

In der ersten Note vervollständige ich Dinis soeben besprochene 
Untersuchungen, indem ich das Bogenelement aller imaginären wie reellen 





1) v. Mangoldt und Weingarten zeigten neuerdings, daß von den Chri- 
stoffelschen Klassen nur die allgemeine und diejenige, welche den Flächen kon- 
stanter Krümmung entspricht, existieren. Siehe Berichte der Freiburger Gesellschaft, 
beziehungsweise der Berliner Akademie von 1882. (Juni 1882.) 
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Flächen bestimme, welche eine durch imaginäre oder reelle Gleichungen 
vermittelte geodätische Abbildung auf eine andere Fläche gestatten. 

In der zweiten Note entwickele ich einige Sätze über die durch Diffe- 
rentiation auszuführende Bestimmung der geodätischen Kurven ') auf Flächen, 
welche den von mir aufgestellten Flächenklassen angehören. 

In der dritten Note bestimme ich alle möglichen Gleichungsformen 
der geodätischen Kurven für eine jede Fläche, die eine infinitesimale Ver- 
schiebung in sich von der früher besprochenen Art gestattet. [360 

In der vierten Note behandle ich die Frage nach der Form des Bogen- 


dien. ds? — Edw + 2 Fäudv + Gar? 
einer jeden Fläche, deren geodätische Kurven durch eine Gleichung von 


gegebener Form: OR rar 


bestimmt werden. Ich zeige, daß diese Frage im allgemeinen durch Diffe- 
rentiation, und jedenfalls durch Integration von gewöhnlichen Differential- 
gleichungen erledigt werden kann. 

Endlich in der fünften Note bestimme ich alle Minimalflächen, 
die eine infinitesimale Verschiebung der besprochenen Art in sich ge- 
statten. Außer den von Bour entdeckten Minimalflächen, die auf Rotations- 
flächen abwickelbar sind, finde ich nur die von mir bei einer früheren 
Gelegenheit besprochenen Minimalflächen, die unendlich oft mit sich selbst 
ähnlich sind. 

Die in der nachstehenden Abhandlung entwickelten Theorien stehen 
in genauem Zusammenhange mit meinen Untersuchungen über Transfor- 
mationsgruppen (Math. Ann. Bd.XVI [d. Ausg. Bd. VI, Abh. I]), die ich indes 
bei der Redaktion dieser Arbeit nicht als bekannt vorausgesetzt habe. Nur 
in meiner dritten Note habe ich es für zweckmäßig erachtet, mich auf die 
soeben zitierte Arbeit zu beziehen. ?) 





1) Diese Sätze stehen, wie ich später zeige, im Zusammenhange mit Jacobis 
und Liouvilles berühmten Untersuchungen über geodätische Kurven. 

2) In der Abhandlung: ‚Klassifikation der Flächen nach der Transformations- 
gruppe ihrer geodätischen Kurven“, die im Anfange des Jahres 1879 in Christiania 
als Universitätsprogramm erschien [d. Ausg. Bd.I, Abh. XXIV], habe ich schon ver- 
wandte Untersuchungen über geodätische Kurven veröffentlicht. Der Unterschied 
zwischen jener und meiner jetzigen Arbeit liegt einerseits darin, daß letztere mehrere 
neue Resultate enthält, indem unter anderm die erste, dritte, vierte und fünfte Note 
neu sind, dann aber darin, daß meine neue Arbeit einen wesentlich elementareren 
Charakter besitzt, insofern ich eine selbständige und einfache Begründung einiger 
Hilfssätze gebe, die ich in meinem Universitätsprogramme aus meiner Theorie der 
Transformationsgruppen entnommen hatte. 
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Der Zweck dieser Abhandlung ist einerseits, die Theorie der geodä- 
tischen Kurven zu fördern, andererseits an einem einfachen und wichtigen 
Beispiele eine allgemeine Untersuchungsmethode zu entwickeln, die sicher 
mit Erfolg auf viele Klassen von Differentialgleichungen angewandt wer- 
den kann. Wenn ich im übrigen die zugrundeliegenden Ideen in meiner 
Darstellung nicht stärker hervortreten lasse, so ist die Ursache nur die, 
daß ich das Verständnis meiner Arbeit nicht zu erschweren wagte. 


$ 1. Über Differentialgleichungen, die infinitesimale Transformationen 
gestatten. [361 


1. Die Operation, bei der das Größensystem x, y in das infinitesimal 
benachbarte System: 


s+6d2=XH+ &(a,y)dt, + öoy=y+nla,y)öt 


übergeführt wird, nenne ich eine infinitesimale Transformation 
derGrößenz,y, und als Symbol derselben benutze ich die Gleichungen: 


da = Ea,y)öt, dy=n(a,y)öt. 

Betrachten wir x und y als Gaußische Koordinaten der Punkte einer 
Fläche, so besteht die infinitesimale Transformation, wie wir sagen können, 
in einer infinitesimalen Verschiebung der Fläche in sich, bei 
der alle Punkte x, y die infinitesimalen Strecken dx, öy durchlaufen. Jede 
auf der Fläche gelegene Kurve erhält eine neue Lage, indem sie in eine benach- 
barte Kurve derselben Fläche übergeht, und hierbei wird im allgemeinen 
die Bogenlänge der betreffenden Kurve geändert. Die infinitesimale 
Verschiebung der Fläche in sich ist daher im allgemeinen 
mit einer Dehnung verbunden. 

Bei dem ersten Lesen der folgenden Entwickelungen dieses Paragraphen 
ist es möglicherweise zweckmäßig, die Größen x und y als Cartesische Ko- 
ordinaten eines Punktes in einer Ebene aufzufassen; unsere Betrachtungen 
bleiben indes noch gültig, wenn wir die allgemeinere geometrische Inter- 
pretation anwenden und x, y überhaupt als Gaußische Koordinaten der 
Punkte einer beliebigen Fläche betrachten. 

Zwei einander im Punkte &, y berührende Kurven gehen bei der in- 
finitesimalen Transformation: 


dr = s(z,y)öt, dy= n(z,y)öt 


in zwei benachbarte Kurven über, die einander ebenfalls berühren. Bei der 
Transformation geht daher jedes Linienelement x ‚Yy,y', wo: 
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gesetzt ist, in ein benachbartes Linienelement: @+d2,y+0dy,y+Jy 
über. Wir müssen das Inkrement Öy' berechnen. 
Es ist: 


iu #440 ae 
6 side de 5 








woraus durch Vertauschung der Symbole d und d: 
x 











I: 
öy_ ee dee 
ot > er dx? 
und durch Ausführung: [362 
öy' _ dn dn dis 205 
(1) Pe era rt 
2. Wir wollen jetzt eine gewöhnliche Differentialgleichung erster 
Ordnung: 
ä = (a, 9) 


mit ihren einfach unenrdlich vielen Integralkurven betrachten. Diese Glei- 

chung gestattet, sagen wir, dieinfinitesimale Transformation: 
dx = &(a,y)dt, öy=nla,y)öt, 

wenn jede Integralkurve durch die Transformation in eine 

infinitesimalbenachbartelIntegralkurveübergeführt wird. 

Hierzu ist notwendig und hinreichend), daß jedes Wertsystem x, y, y', 

das die Gleichung y’= v(z, y) erfüllt, durch die infinitesimale Transfor- 


mation in ein benachbartes Wertsystem 2 + 0x, y-+ dy, y’+ öy' über- 
geführt wird, das ebenfalls die Gleichung y’= % befriedigt, daß also die 


Gleichung: ee) 
dureh die Substitution: 
Öoz=8&6t, dy=ndt, dy=dbt 
und durch Benutzung der Relation: 
yY= vr, y) 
in eine Identität umgewandelt wird. Unser Verlangen führt somit auf die 
Bedingungsgleichung: 


(2) +) - w + = 5:4 


sodaß wir den folgenden Satz a können: 





1) Eingehender behandelte ich diese Theorie in den Mathem. Annalen Bd. XI, 
S. 487 ff. [1877. Diese Ausgabe Bd. IV, Abh. III, S. 187 ff] 
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Satz 1. Soll die Differentialgleichung Y=vy(z,y) diein- 
finitesimale Transformation dx =$&0t, döy=ndt gestatten, so 
ist hierzunotwendig und hinreichend, daß did Relation (2) 
identisch stattfindet. 

Um der soeben gefundenen Bedingungsgleichung eine elegantere und 
zweckmäßigere Form zu geben, setzen wir: 


tr AN), 


tn Bi) 


und ersetzen sodann unsere Gleichung durch Einführung einer Hilfsgröße 
A(&,y) durch die vereinigten Gleichungen: 


ds der Br 
Te 


d d d 
le a y Am B@)=1.V, [363 
die sich wiederum in die einzige Relation: 
A(B(f)) — B(A(f)) = AA(f) 


zusammenziehen lassen. Dies gibt: 


Satz 2. Soll die Differentialgleichung Y=y(z,y) die in- 
finitesimale Transformation dx =E&dt, döy=nöt gestatten, 
soist, wenn wir: 


af a 

arg Alf), Ei + mät= Bi) 

setzen, notwendig und hinreichend, daß eine Bedingungs- 
gleichung von der Form: 


A(B(f)) — B(A(f)) = Aa, WAR) 
stattfindet. 


3. Führen wir nunmehr die infinitesimale Transformation: 
92 =5la,y)öt, öy=nlz,y)dt 


auf beliebig viele Kurven aus, die drei konsekutive Punkte gemein haben, 
so erhalten wir benachbarte Kurven, die ebenfalls drei konsekutive Punkte 
gemein haben. Bei unserer infinitesimalen Transformation erhält daher 


die Größe: a 


Y7 dx da 
Sophus ii Gesammelte Abhandlungen. Bd. II, 1 18 
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einen infinitesimalen Zuwachs öy”, der nur von &, y, y', y" und Öt abhängt. 
Wir werden öy” berechnen. 


Es ist: 


Br ‚6 
Re N ee Treat Atem 


öt dt dz d.ı2 l 








oder durch Vertauschung der Symbole d und 6: 


dy' r 0x 
’ 


dt da? VER dar 








und durch Ausführung, indem man sich erinnert, daß die Größe = Ödy:dt 
eine Funktion von x, y, y’ ist, während & und n nur von x und y abhängen: 





öy" /(dn dg & dd, 
öt - (1 42559 zo) y ++ en 


Ich will jetzt eine beliebige Differentialgleichung zweiter Ordnung: 
= vi, Y; y‘) 


mit ihren zweifach unendlich vielen Integralkurven betrachten. Wir sagen, 
daß diese Differentialgleichung die infinitesimale Trans- 
formation dx = &öt, öy= nöt gestattet, wenn jede Integral- 
kurve durch die Transformation in eine benachbarte [364 
Integralkurve, oder auch in sich selbst übergeführt wird. 


Hierzu ist erforderlich und hinreichend, daß jedes Wertsystem x, y, y', y", 
das die Gleichung y’= v(x,y,y') erfüllt, durch die infinitesimale Trans- 
formation in ein benachbartes Wertsystem 2 +0dx,..., y"+ öy” über- 
geführt wird, das ebenfalls die Gleichung y"—= % befriedigt, daß also die 
Gleichung: 

yY+öy'= v(a+ör,y+öy,y'+öy) 


durch die sukzessive Ausführung der beiden Substitutionen: 


öz=&öt, öy=pnöt, dy=köt, dy’= Hl 
und: 


y"= v(z, Y; y‘) 


in eine Identität umgewandelt wird. Unser Verlangen führt somit auf die 
Relation: 


dn Li a je _ dy dw day 





sodaß wir den u Satz aufstellen können: 


$1. Nr. 3. Differentialgleichung 2. O., die eine inf. Transform. gestattet 275 


Satz 3. Solleine Differentialgleichung zweiter Ordnung 
y'=y(z2,y,y) die infinitesimale Transformation or 20 
öy= not gestatten, soist erforderlich und hinreichend, daß 
die Bedingungsgleichung (3) identisch stattfindet. 

Setzen wir: 


df ‚af a ı/f 
Fra I ay um Yan Ad (f), 


df df df u 
aa es hen, 
so kann Gleichung (3), wie jetzt gezeigt werden soll, auf die einfache Form: 
A (B(f))— B(Af)) = Aa, y,y)Ar, 


wo 4 eine geeignete Funktion von x, y, y' bezeichnet, gebracht werden. 
Die letzte Gleichung zerlegt sich nämlich in die drei folgenden: 





Be 
day 
,‚ dn og G 
(3°) { Frau u Sa 7 
de st de du dv dv | 
ta or Aa, 


unter denen die erste die Größe A bestimmt, die zweite durch Substitution 
der Werte von A (und &) in eine Identität übergeht, und endlich die dritte 
sich durch dieselbe Substitution in die Bedingungsgleichung (3) verwan- 
delt. Unser Satz 3 kann somit folgendermaßen ausgesprochen werden: 

Satz 4. Soll die Differentialgleichung y’=v(z,y,y') [365 
die infinitesimale Transformation dr — &dt, öy=nöt gestat- 
ten, soist, wenn wir: 


1 az r 
a, a | "Dr 


dy dy’ 
df BR, 


setzen, erforderlichundhinreichend, daßeine Relationvon 
der Form: 

A'B(f)) — B(A(f)) = Aa, y,y) Ar 
identisch stattfindet. 


Anstatt zu sagen, daß eine Differentialgleichung y’= v (x, y, y’) eine 
gewisse infinitesimale Transformation gestattet, ist es, wie ich beiläufig 
bemerke, zuweilen zweckmäßiger zu sagen, daß die Integralkurven 
jene Transformation gestatten. 

18* 
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Zu bemerken ist noch, daß r infinitesimale Transformationen: 
oz = &dt,ödy=nmdt;..;dr=E,dt,öy=n,öt 


als unabhängig aufzufassen sind, wenn es unmöglich ist, r solche [nicht 
sämtlich verschwindende] Konstanten c,,€,...,c, aufzufinden, daß die 
beiden Relationen: 


at t H- 0, 
amt &EMmt + NO 
gleichzeitig identisch bestehen. 


Erster Abschnitt. 


Formulierung zweier allgemeiner Probleme 
und Zerlegung derselben. 


4. Die geodätischen Kurven einer beliebigen Fläche sind die Integral- 
kurven einer gewöhnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung: 


y"= ver, Y; y') 

zwischen den Gaußischen Punktkoordinaten x, y der Fläche. Eine in- 
finitesimale Verschiebung der Fläche in sich findet in der eingeführten 
Terminologie ihren analytischen Ausdruck in einer infinitesimalen Trans- 
formation dx = &dt,öy=noöt der Größen x und y. Wird nun bei einer 
solchen infinitesimalen Verschiebung einer Fläche in sich jede geodätische 
Kurve in eine benachbarte geodätische Kurve derselben Fläche übergeführt, 
so heißt dies in der eingeführten Terminologie, daß die Differentialgleichung 
y'= u der geodätischen Kurven die betreffende infinitesimale Transfor- 
mation gestattet, oder anders ausgesprochen, daß die geodätischen Kurven 
unserer Fläche jene Transformation gestatten. 

Die Aufgabe, die Form des Bogenelementes einer jeden Fläche [366 
zu finden, die eine infinitesimale Verschiebung in sich zuläßt, bei der jede 
geodätische Kurve der Fläche in eine ebensolche Kurve übergeht, läßt sich 
hiernach auch folgendermaßen formulieren: 

Problem I. Es wird verlangt, dieForm des Bogenelementes 
einerjeden Fläche zu bestimmen, deren geodätische Kurven 
eineinfinitesimale Transformation gestatten. 

Dieses Problem zerlegt sich, wie wir am Schlusse dieses Paragraphen 
zeigen, naturgemäß in drei Unterprobleme. Denken wir uns das Bogen- 
element der gesuchten Fläche, wie bekanntlich erlaubt, auf die Form: 


d?— D(x,y)dzdy 


Abschn. I. Nr. 3—5. Formulierung eines Problems 977 


gebracht, so werden die betreffenden Unterprobleme charakterisiert durch 
die hinzutretende Forderung, daß unter den Größen: 
ER 
dy - 
keine, eine oder beide verschwinden sollen. 

Die Bemerkung, daß es Flächen gibt, zum Beispiel die Flächen kon- 
stanter Krümmung, die mehrere infinitesimale Verschiebungen in sich 
gestatten, bei denen geodätische Kurven in ebensolche Kurven übergehen, 
führt uns zur Aufstellung des folgenden allgemeinen Problems: 


Problem II. Man soll die Form des Bogenelementes einer 
jeden Fläche bestimmen, deren geodätische Kurven mehrere 
infinitesimale Transformationen gestatten. 


Auch dieses Problem zerlegt sich naturgemäß in eine Reihe von Unter- 
problemen, die wir sukzessiv in den Paragraphen 5—8 behandeln werden. 


5. Indem wir jetzt das Problem I angreifen, müssen wir zunächst 
nach Gauß die Differentialgleichung der geodätischen Kurven einer Fläche 
aufstellen. Dabei ist es zweckmäßig, nach Liouvilles!) Vorgange, das 
Bogenelement der betreffenden Fläche auf die Form: 


ds=YVF(z,yJdyd«=YF.y.dx 


gebracht zu denken. Dann sind die geodätischen Kurven bekanntlich be- 
stimmt durch die Gleichung: 


Er) 
oder durch die äquivalente Differentialgleichung: 


a(yFyy) _dalvFyy) _ 











dy dx dy' 0, 
die durch Ausführung die Form: 
PR 5 7): 2 De 2 07: 20 u u 
m dere Trage j Du 


annimmt. 
Um die folgenden Rechnungen zu vereinfachen, setzen wir: 


logf=w, 


und also wird: 
1 
ds=e? Yy.dx 


1) Siehe Liouvilles Ausgabe von Monges: Application de lanalyse ä 
la geometrie, Paris 1850, 8. 571. 
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unsere Form des Bogenelements, und: 


dw Eee dw 


er 9, 


die entsprechende Form der Differentialgleichung der geodätischen Kurven. 


6. Sollen daher die geodätischen Kurven einer Fläche, deren Bogen- 
element durch die Gleichung: 


das = e" dady 


bestimmt wird, die infinitesimale Transformation dz = &(z, y)öt, 
dy=n(z,y)dt gestatten, so ist, wenn wir wie früher in Gleichung (1) 
dy' dn N dn ds ’ ds en 
Een rt: Iren. 


und: 


_ dw E _ dw wi 


setzen, hierzu erforderlich und hinreichend (Satz 3), daß die Bedingungs- 
gleichung: 


an ds ‚d$ da d 
re rtz ern: 





Er Fi 


oder die .. - 


ee Ya ne ee 
et ae 
identisch stattfindet. 


Da &,») und w nur von x und y abhängen, rich sich die letzte 
Gleichung in die vier folgenden: 





en: a a in: . ae, = vn 58 














en _dnam_gG 

dx? dx dx ! 

da, dEdw | 

Ay Tayay 

a). Y ydy 
Pe 30 ER 
A dady Ar An Taady  Aady Aadae ° 
ar 1 dw d& dw dndw _ 

a 0, "ae Ayda  dAyay 


mit deren allgemeiner Integration wir uns jetzt beschäftigen werden. 
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Die, Behandlungsweise dieser vier Relationen wird eine wesent- [368 
lich verschiedene, jenachdem die beiden Größen: 


d& 
dy und 5 3: 


verschwinden oder von Null verschieden sind. 
Im nächsten Paragraphen erledigen wir den anscheinend speziellen 
Fall, der sich jedoch als der allgemeinste Fall ergibt, daß: 


an 
——(, a 


ist. Da x = Const. und y = Const. die beiden Integralgleichungen von 
ds? = (0 sind, so kann dieser Fall dadurch charakterisiert werden, daß die 
infinitesimale Transformation dx = &dt, öy=nöt eine konforme ist. 

In $ 3 erledigen wir sodann den Fall, daß die eine der beiden Größen 
d&ö:dy, dn:dx gleich Null, die andere von Null verschieden ist. 

Und endlich in $ 4 setzen wir voraus, daß diese Größen beide von 
Null verschieden sind. 

Sollen die geodätischen Kurven einer Fläche mehrere, etwa r, infini- 
tesimale Transformationen: 


02 2.01.04) — 701 (=1,2,...,r) 


gestatten, so muß die Zahl r, wie wir später zeigen, gleich 2, 3 oder 8 
sein. Dabei kann eine Reihe von Unterfällen eintreten, jenachdem die 
2r Größen: 


gleich Null oder teilweise von Null verschieden sind. Wir geben später 
eine rationelle und einfache Methode zur erschöpfenden Bestimmung aller 
möglichen Fälle. 


$ 2. Flächen, deren geodätische Kurven 
eine konforme infinitesimale Transformation gestatten. 


%. Bei der allgemeinen Integration der Gleichungen (4) erledigen wir 
zuerst und zwar in diesem Paragraphen den interessanten Fall, daß: 


aa u 


re re) 


ist, und daß infolgedessen die infinitesimale Transformation der geo- 
dätischen Kurven unserer Fläche eine konforme ist. 
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In diesem Falle sind die beiden ersten Gleichungen des Systems (4) 
an sich identisch erfüllt, während die beiden letzten in die folgenden [369 
übergehen: 














d2E dw dw dwds& _ 
Fre Pr rer dede 
d’n . dw @w  dwdn 
rt try) 


Diese Gleichungen lassen sich auch folgendermaßen schreiben: 
d.iak de Fam 
et 5 +75) er 
d/dn .dw du _ 
Dan +94) 0, 
und somit kommt durch Integration: 


de d d 
Frauke rad 10)} 


dn dw dw _ 
Fra 


und durch Subtraktion: 


(5) 


ds d 
Fear Ci em Fr + p(y) = B= Üonst,, 
sodaß sich die Gleichungen (5) durch die einzige Gleichung: 


d d dw dw 

(6) rntietnn 
ersetzen lassen. 

Hier können wiederum verschiedene Fälle eintreten, da & und 7 ent- 
weder gleich Null oder von Null verschieden sein werden. 

Ist sowohl & wie n von Null verschieden, so führen wir statt xundy 
zwei Funktionen dieser Größen: x’(z) und y’(y) als unabhängige Variable 
ein. Alsdann wird: 











setzt man daher: 


so wird & = 1 und ebenso 7’ = 1. In den Gleichungen (5) und (6) 
können wir daher ohne wesentliche Beschränkung: 


$=l, n=1 
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annehmen. Dies gibt: 


dw dw ‘ 
er a) Fe) a — Gonst: 


und: 


D u=e@-y)+as, #= eo(@—y), (570 


womit der Fall, daß &, 7 beide von Null verschieden sind, erledigt ist. 

Da & und n nicht gleichzeitig verschwinden dürfen, weil sonst unsere 
infinitesimale Transformation alle Punkte der Fläche invariant ließe, so 
ist nur noch der Fall zu behandeln, daß die eine der Größen & und n ver- 
schwindet, während die andere von Null verschieden ist. Sei zum Beispiel: 


Alsdann können wir immer durch Einführung einer zweckmäßigen Funktion 
von y als neuem % erreichen, daß n = 1 wird. In diesem Falle geben die 


Gleichungen (5): n 
dy =oy)-fa)-a 


und: 
w=ay+Xla), ® = Yly)X,la), 
sodaß die entsprechende Fläche, deren Bogenelement die Form: 
da®=Y(y)X,(@)dydz 
besitzt, developpabel sein muß und somit ein spezieller Fall der durch (7) 


bestimmten Flächen ist. 
Wir erhalten somit den Satz: 


Satz5. Sollendiegeodätischen Kurven einer Fläche eine 
konforme infinitesimale Transformation gestatten, so ist 
es erforderlich und hinreichend, daß ihr Bogenelement die 
Form: 

ds? = e"P(z — y)dydı, 


woaeine beliebige Konstante, ® eine arbiträre Funktion 
von z—y bezeichnet, erhalten kann. 


8. Die Gleichung (6) ist einer eleganten geometrischen Interpretation 
fähig, wie jetzt gezeigt werden soll. 


Wir führen unsere infinitesimale Transformation auf die Gleichung: 
ds?= e®dady 


aus, indem wir die Relation: 


Ö Ö 
3, (48°) = „(e"dıdy) 
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bilden. En aber ist: 


* (dedy) = d% "dy+d)da=d&dy+dnda, 
und also Br, : 


5 d dd 
(ld) =e aady(T +7, a su har tan): 


dx 
oder (6): [371 
— ds = Bds}, 
oder endlich: 
Me 2, (ds) = 4 Bas, 


was sich folgendermaßen aussprechen läßt: 


Satz 6. Gestatten die geodätischen Kurven einer Fläche 
eine konforme infinitesimale Transformation, so werden 
die Bogenlängen aller auf der Fläche gelegenen Kurven 
bei dieser Transformation nach konstantem Verhältnisse 
geändert.!) 

Wir wollen jetzt: 

DB 


setzen, was darauf hinauskommt, daß unsere Fläche eine Verschiebung in 
sich ohne Dehnung gestatten soll, und überdies, indem wir von den 
developpablen Flächen absehen, die Variablen x und y derart wählen, daß 
&£=1,n=1 wird. Alsdann ist (7): 

e— erde —Y) 
und (6): 


dw 
0-B-E+4% = a, 

1) Der im Texte aufgestellte Satz läßt sich leicht als Korollar aus einem von 
Dini angegebenen Satze (Ann. di Matem. Serie II, Bd. 3, S. 276) herleiten. Der- 
selbe wird folgendermaßen synthetisch erwiesen, und gleichzeitig auf n Dimensionen 
erweitert. Durch unsere infinitesimale Transformation werden alle durch einen Punkt 
gehenden geodätischen Kurven in eine ebensolche Kurvenschar übergeführt. Und 
da die Transformation konform sein soll, so geht jeder geodätische Kreis, der die 
vorgelegte Kurvenschar orthogonal schneidet, in einen geodätischen Kreis über. 
Hiermit ist unsere Behauptung erwiesen, und man erkennt nicht allein, daß sich 
unser Satz auf n Dimensionen erweitert, sondern zugleich, daß dies der Fall bleibt, 
wenn man das Wort „infinitesimale‘“ wegläßt. 

Kann daher eine Fläche eines n-fach ausgedehnten Raumes 
derart auf sich selbst (oderaufeineandere Fläche diesesRaumes) 
abgebildet werden, daß geodätischeKurveninebensolche Kurven 
übergehen, und ist dabei diese Abbildung konform, so werden 
alle Bogenlängen nach konstantem Verhältnisse geändert. 
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sodaß unser Bogenelement die für alle auf Rotationsflächen abwickelbaren 
Flächen charakteristische Form: 


d®—= B(r— y)daıdy 


besitzen muß. Dies gibt den folgenden Satz (siehe Bours Abhandlung 
im Journal de l’Eeole pol. t. XXII, 8. 79): 


Satz 7. Sollen die geodätischen Kurven einer Fläche 
eine infinitesimale Transformation gestatten, die von 
keiner Dehnung begleitet ist, so muß die Fläche auf eine 
Rotationsfläche abwickelbar sein.!) 


9. In früheren Arbeiten (zum Beispiel Math. Ann. Bd. V, S.204, [372 
1872 [hier Abh. I, 8. 65]) beschäftigte ich mich gelegentlich mit Flächen, 
die in unendlich vielen Weisen mit sich selbst ähnlich sind. Diese Flächen 
lassen sich auch dadurch charakterisieren, daß sie eine infinitesimale Trans- 
formation gestatten, die gleichzeitig linear und konform ist. Ich fand, daß 
nicht allein die Haupttangentenkurven ?), sondern auch die Krümmungs- 
linien derselben durch Quadratur bestimmt werden können. Ich zeigte 
ferner, daß die Bestimmung der geodätischen Kurven dieser Flächen nur 
die Integration einer Differentialgleichung erster Ordnung verlangt. 

Es ist unmittelbar einleuchtend, daß die geodätischen Kurven einer 
jeden Fläche, die auf eine Fläche der besprochenen Art abwickelbar ist, 
eine konforme infinitesimale Transformation Be Daher besitzt ihr 
Bogenelement die Form: 


d?= e"d(z — y)dady. 


Kodererikit: ist auch nicht schwer, zu erkennen, daß jede Fläche, 
deren Bogenelement diese Form besitzt, auf eine ae abwickelbar ist, 
die in unendlich vielen Weisen mit sich selbst ähnlich ist. Diesen letzten 
Satz gab zuerst Herr M. L&vy in einer interessanten Note in den Comptes 


Rendus der Pariser Akademie vom 18. November 1878.3) 





1) Kann eine Fläche ohne Dehnung in sich verschoben werden, so ist sie 
abwickelbar auf eine Rotationsfläche. Aus diesem längst bekannten Satze folgt der 
Satz des Textes natürlich unmittelbar als Korollar. 

2) Vergleiche hierzu Kleins und meine gemeinsame Abhandlung im vierten 
Bande, S. 84 dieser Zeitschrift [1871, d. Ausg. Bd. I, Abh. XIV, S. a. 

3) In einer anderen Note in den Comptes Rendus (t. LXXXVI, 8. 463—466) 
lehrt Herr L&vy entscheiden, ob eine quadratische Form von n a dx,, 
deren Koeffizienten Funktionen der Variablen x, sind, durch Transformation in 
eine andere solche Form übergehen kann, deren Koeffizienten nur noch n—k Va- 
riable enthalten. Sein hierauf bezüglicher Satz hängt genau zusammen mit einem 
allgemeinen Theoreme über permutable infinitesimale Transformationen in meiner 


984 IV. Untersuchungen über geodätische Kurven. Ann. XX, 1882 


$ 3. Die zweite Flächenklasse, 
deren geodätische Kurven eine infinitesimale Transformation gestatten. 


Wir bestimmen jetzt die Form des Bogenelementes: 
de? = e®dxdy 


einer jeden Fläche, deren geodätische Kurven eine infinitesimale Trans- 
formation von der Form: 


d2=E(a)dt, dyanla,y)dt 


gestatten, wobei wir ausdrücklich festsetzen, daß dn: dx von Null ver- 
schieden sein soll. Durch Einführung einer zweckmäßigen Funktion &’(x) 
als neuen x und einer zweckmäßigen Größe y’(y) als neuen y erreichen [373 
wir, daß die unbekannte Funktion e” keine arbiträre Funktion, sondern 
nur gewisse arbiträre Konstanten enthält. 


10. Die Bedingungsgleichungen (4) reduzieren sich unter den ge- 
machten Voraussetzungen auf die drei Gleichungen: 








| @n__ dw dn 
der a 000 x 
d’n d2& d2 w dw dwdn dwds 
Be late 
dan dw d? w dwdn 


(10) Wa 


wo Y eine von Null verschiedene Funktion von y bezeichnet. Ebenso gibt 
die dritte Gleichung des Systems (9): 


dn dw dw _ 
a tra Fr = f(#), 
wo f(x) eine gewisse Funktion von x bezeichnet. 


Um die zweite zu integrieren, bringen wir sie auf die Form: 


= dn- de dw dw 


u ae a en BE 


dy dx dx. nat ae 





Theorie der Transformationsgruppen. Das betreffende Theorem deutete ich 1872 
in den Verh. d. Gesellschaft d. W. zu Christiania an [d. Ausg. Bd III, Abh. I, 8. 2, 
Anm.]. 
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Nun aber gibt Gleichung (10): 


Also kommt: 
d | dn dSE „dw dw R | Br, 
de\"dy da de dy EL, 


und durch Integration: 
) dw 2% 
(11) u Fr Na tr). 


wo p von x unabhängig ist. 
Es ist möglich, eine solche Größe y’(y) als neues y einzuführen, daß 
Y gleich 1 wird. Es ist in der Tat: 














w wery 
e Far 
u aa, 
&. IT aydrT ayıı 
dn _ dy dn 
dz dy de’ 


und also kommt (10): 











TS Fr [874 
oder: 
dıy 2dn w’ 
2) Pe A 


Bestimmen wir daher y’ durch Integration der Gleichung: 


(12) day =) Y(y).dy, 


so kommt: 





Hieraus folgt ohne weitere Rechnung, daß man in den Gleichungen 
(10) und (11) ohne wesentliche Beschränkung Y = 1 setzen kann. Also 
wird die gesuchte Flächenklasse bestimmt durch die drei Gleichungen: 





an _ zw 
da 
d dw dw 
(13) tiert to) 
d ds dw dw ’ 
en NT EN), 


die wir noch einmal integrieren werden. 
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11. Durch Addition der beiden letzten Gleichungen kommt: 


d d 5 
(14) in td+ tn), 


und durch Integration, indem wir 5’ statt d&: dx schreiben: 


as | = fHö)ytaW)+F@), 
Ber HEWy+R). 

Nun aber ist (13, 2): 
(16) G-Ne+izetnge- ; 


also kommt durch Einsetzung der Werte von n und e®: 


—5f+E+m)lF+EN)y +] +65" +EN)y+F)+ 
++ Fr FE FE ER, 


oder: 
af +EN)y+F]) + +EN+E 5) +EN)y+F]+ 
+65" +5 )y+ FI HN HF HEN =, 
oder endlich: 


7, elf +) y+ FI) + YIRE- AN + EN) + SE + EN] + 


dy 
+P($—5f)+6EP’+ Fl +") =0, 
woraus durch Integration eine Gleichung von der Form: [375 
FH y+Fl=yPDle) +YyDıla) + Dole) 
hervorgeht. Hieraus folgt, daß x (y) jedenfalls die Form: 


ei) 


a(y)=ay+tca+ (+HENny+F 





besitzt. Dabei sind c, und cs Konstanten, während c(x) entweder gleich 
Null ist, oder zwei Relationen von der Form: 


ee RN EIER ONE SEN, 


c(&) c (x) 





erfüllt. Die Annahme, daß c(x) von Null verschieden ist, gibt somit (15): 
ber—=c(a)(Ly+M), 


was nur developpable Flächen liefert. Daher können wir, indem wir von 
den developpablen Flächen absehen: 


(y) ul CıY he (3, 
(17) 6n=ylf+8+a)+Fla)+6, 
ber=y(f+E’7)+F 
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setzen, und dabei annehmen, daß: 
& + £” Z 0 
ist. Überdies können wir durch Einführung einer zweckmäßigen Funktion 


von & als neuen x immer erreichen, daß: | 
f+$+a=t, f+&-1, a(y)=GYy+ 6, 
ber=y+Fl), 6n=yr+Fle) 


wird. 
Es handelt sich darum, die Funktion F(x) zu bestimmen. Durch 


Einführung der gefundenen Werte in (16) kommt die Gleichung: 
68° —-52r+6a)y+F)+6EF+zy+F=0, 
die sich in die beiden: 
6e=4r—6c, -—aF +65 HF =0 


zerlegt. Also wird: 
68 =22°—-ber+ x, 


und F(x) wird bestimmt durch die lineare Differentialgleichung: 
(18) 222 —6ca+)F—-asF + F=0, 
die das partikuläre Integral F = x besitzt. Da es für uns wesentlich nur 


auf die Bestimmung von F’(x) ankommt, differentiieren wir die letzte 
Gleichung und bilden so die unmittelbar integrable Gleichung: 


(19) 222 — 66x +x)F" + (32 — be)F’=0. 


Wir resumieren die vorangehenden Entwickelungen in folgendem 


Satze: 
Satz 8. Sollen die geodätischen Kurven einer Fläche [376 
eine infinitesimale Transformation von der Form: 


/dr 
62 =&(a)öt, dy-nka,y)öt (20) 


gestatten, so kann das Bogenelement der Fläche immer die 


Form: 


d®?=|y+F(z)]dxdy 
erhalten. Dabei wird F’ bestimmt durch die integrable 
Differentialgleichung: 
(18) (22° — 6cz+»)FF—azF+F=0. 
Die entsprechenden Werte von& undn sind: 


(20) g=22°—6exr+x%, n=zy+Fie). 
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Die hiermit definierten Flächenfamilien enthalten größtenteils nur 
imaginäre Flächen. Beschränkt man sich auf reelle Flächen, so erhält 
man, wie wir später zeigen, nur eine hierher gehörige Flächenfamilie, 
deren Bogenelement die Form: 


1 
(9 * „day, 


oder die äquivalente Form: 


(yz + 1)dedy 
besitzt. 


$4. Über die dritte Klasse von Flächen, 
deren geodätische Kurven eine infinitesimale Transformation gestatten. 


Jetzt suchen wir alle Flächen, deren geodätische Kurven eine infini- 
tesimale Transformation von der Form: 
02. E01. DU.— NO, a 


ag 
Erler 


20 


gestatten. Ich zeige, daß man immer die Koordinaten x und % derart 
wählen kann, daß e” die Liouvillesche Form: 


e=ya@+y)+Pl@—y) 
annimmt. Dabei sind die Größen y und #, deren jede nur von einem 
Argumente abhängt, bestimmt durch gewöhnliche Differentialgleichungen, 
die ich allerdings nicht integriere, während es mir jedoch gelingt, eine 
Reihe bemerkenswerter Lösungen derselben aufzufinden. 


12. Die Bedingungsgleichungen (4): 














GE RAN IM [377 
dx? dx dx 2 
De Bu. 
dy? dydy :.’ 
(4) : 
| en @E , dw dw dndw dEdw_ |) 
dedy da: de N dxdy dedy: : de dar 20 
2 _ En ;dw , du ‚gdtdw dndm_ 
A Ayda Ay dady 1 Ay dydz Aydy 


gestatten auch jetzt eine erste Integration. Die beiden ersten Gleichungen 
geben nämlich: 


dan... de 
21) Wire xai, 


wo X und Y, wie wir sogleich zeigen werden, ohne wesentliche Be- 
schränkung gleich 1 gesetzt werden können. | 
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Statt x und y führen wir neue unabhängige Variable x’(x) und y’(y) 
ein. Es ist: 











also kommt: 























d& dx d&’dy' dn _ ydy dn’da’ 
An Ai Ay? BE. I ay dx' dx’ 
oda dy 
dx dy’ 
und also nimmt Gleichung (21) die Form an: 
dx as’ dy' _ m ax dy dy dn’ da - 
dx’ dy' dy 27 77 dy " dy da de 
Wählt man daher die Größen &’ und y’ derart, daß: 
(21°) de =YX.da, dy=YY.dy, 
so kommt: 
de’ — gm _ dn’, 
dy' dar 


Daher können wir in (21) ohne wesentliche Beschränkung X=1-— Y 
setzen, woraus: 





dn ds 

> — U — _. 

(22) 7, € äy’ 

und durch Differentiation: 
den „dw _dndw MET „ew _dE dw 
dxdy dy dezdy’ dady ° dz dydz 


Hierdurch erhalten die beiden letzten Bedingungsgleichungen (4) [378 
die Form: 
ea: ER Er 
dal. dy de da NIT 
d | dö dn dw dw) 
dyl“ de day dar N) 


woraus durch Integration: 


(23) 
ds dn dw dw _ : 
TR Tr ed OR 
Die vereinigten Gleichungen (22) und (23) sind äquivalent mit den Glei- 
chungen (4). 
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Die Gleichungen (22) zeigen, daß wir: 





Be RE 2 
(23°) ri IT Pi, 


setzen können, und zwar ist hierdurch die Bestimmung unserer Flächen- 
klasse zurückgeführt auf die Bestimmung der Funktion UT. 
Dureh Subtraktion der Gleichungen (23) kommt: 


(rt, 
oder: 


(Fu) 


Folglich besitzt U die Form: 
U=ya+wy)+P@-y)+Xa)+YWYy), 


und dabei ist: | 
$sep+rV+HLX, 
(24) n=p—-P®+Y, 
e” ER po’(c-+y)— ® (x — Yy). 
Wir haben somit nur noch die vier Funktionen p, ®, X und Y, deren 
jede nur von einem Argumente abhängt, zu bestimmen. 


Zu diesem Zwecke substituieren wir die Werte (24) in (23), wodurch 
kommt: 


4(g" + ®”) + 5 2 Be 2. dei Ar 


HEHE" EHE -FFNIENERN Ze 
pr Dt SR Y p) 





(25) 
4(p" + ®") en er er 
(+ BL >. (p’" — a) ne (pt + 2 ("+ a) 1, ? 
A: p" — 5" =f(«), 








woraus durch Subtraktion: 


6Y"— 6X’ = Ay) — f(x) 
und: 
(26) 6Y"=Ay)+A, 6X’=fle) +A, 
wo A eine Konstante bezeichnet. Hierdurch reduzieren sich die beiden [379 
Bedingungsgleichungen (25) auf die einzige Gleichung: 
(27) 0 — A + 4(p"-+ ®”) Ba 9 er 


2 p' pn 26 DL (X + y pt — (Xre Y’) Bd" 
p" — &"r , 
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welche die vier Funktionen p(x + y), DP(x— y), X(x) und Y(y) be- 
stimmt. 

Um diese Bedingungsgleichung in allgemeinster Weise zu beiredien 
hätte man nach der gewöhnlichen Regel (vergleiche Abels Werke, Bd. I, 
S. 1 der neuen Ausgabe) so viele neue Gleichungen durch Differentiation 
zu bilden, daß es gelänge, zwei unter den vier unbekannten Funktionen 
zu eliminieren. Erteilt man darnach dem Argumente der einen unter den 
beiden zurückgebliebenen Funktionen einen konstanten Wert, so hat man 
eine gewöhnliche Differentialgleichung mit einer unabhängigen und einer 
abhängigen Variablen. Diese Methode führt indes, wie es scheint, zu sehr 
komplizierten Differentialgleichungen. Ich habe mich daher darauf be- 
schränken müssen, durch allerdings spezielle, aber rationelle Methoden, 
die ich später auseinandersetze, eine Reihe von Partikularlösungen, die ganz 
besonders interessant sind, zu bestimmen, 

In der nächsten Nummer finde ich einige solche Partikularlösungen, 
indem ich X’”= Y”= Const. setze; am Schlusse dieser Abhandlung 
‚(Note 2) zeige ich, daß die dieser letzten Annahme entsprechende Flächen- 
familie eine wohl begrenzte Unterabteilung meiner dritten Flächenklasse 
bildet. 

In den Paragraphen 7 und 8 bestimme ieh das Bogenelement aller 
Flächen, die nicht allein der dritten sondern gleichzeitig der zweiten oder 
der ersten Flächenklasse angehören. 


13. Eine ziemlich allgemeine Lösung von (27) erhält man, indem 
man setzt: 


X’=-TY'=«— Const, 
oder: 


X =or, P=oay; 
wobei wir die Integrationskonstanten ohne wesentliche on weg- 
BR haben. Hierdurch erhält (27) die Form: 

= (A — 20) (p"— ©”) + 4(p"? — ©"2) — 2’ gp"” +26'0" — 
iR “ n\ y)y"+al@— y)D” 

und zerlegt sich daher in die beiden Gleichungen: 
| B+(A— 2a) g" +49 29" — ale + y)g"=0, 
| B+(4— 20)®' + 40r 20 0" _ ae — y)O”=0, 
in denen B eine arbiträre Konstante bezeichnet. 


Um diese Gleichungen, welche dieselbe Form besitzen, zu integrieren, 
setzen wir: 


(28) 


p+tzela+ty)=y, PH+rzela— Jr, 
19* 
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woraus: [380 
(29) | B—-10A+20+(A— 6e)y" +4y?—2yy"=0, 
B—-+0A+202+(4—6o)P’+4PRr —- 2 pP" 0. 


Es handelt sich also darum, eine Gleichung von der Form: 


L+ My + 4yR— 299" = 0 
zu integrieren. 

Nach der gewöhnlichen Regel setzen wir W”=z, Yy"=u und be- 
trachten « als eine unbekannte Funktion von 2. Es ist w”’—= u(du:dz), 
und also kommt: 


L+Mu+4W=2euS* 








und: 
ds: 2udu %: udu 
z L+Mut4iw 2u—y)u— PP’ 
woraus: 
20-N = Ku p)7(u— B), 
oder: 


vP-N = Kl" — y)r(d" — BP, 
oder endlich: 
Ber u SE | 
(30) eK - NIEREN 
Um diese Gleichung zu integrieren, differentiieren wir sie hinsichtlich 


(+Y): 





ER " da” 
Di Ge, 


und finden so die Integralgleichung: 

_ (FW 
ab" 
welche die Größe %” als Funktion von + % bestimmt. Gleichzeitig finden 
wir %” als Funktion von 2 — y, und hiernach kommt durch Subtraktion: 


ev — p” Sr &" AR wi 2” 





zH+y dy”, 


womit die betreffende Flächenfamilie bestimmt ist. 

Dabei ist zu bemerken, daß die Konstante « ohne wesentliche Be- 
schränkung gleich Null gesetzt werden kann, da die Differenz p" — ®” 
ungeändert bleibt, wenn eine jede der Größen p” und ®" um eine Kon- 
stante vermehrt wird. 

Setzt man zum Beispiel L=0, M =—4, so erhält man die Flächen- 


familie: 
1 1 


= — 
cos? (2 + y) cos? (x — y) ’ 
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die wir später wiederfinden werden. Setzt man andererseits M = (0), das 
heißt 8=— y, so erhält man eine andere bemerkenswerte Flächen- [381 
familie, deren Bogenelement von elliptischen Funktionen (lemniskatischen 
Funktionen) abhängt. 

Zu bemerken ist, daß man eine beliebige Lösung %’ von (29, 1) mit 
einer beliebigen Lösung %#’ von (29, 2) verbinden kann. Insbesondere ist 
es erlaubt, &”—= K = Const. zu setzen, weil diese Annahme wirklich die 
letzte Gleichung (29) befriedigt. Die entsprechenden Flächen sind auf 
Rotationsflächen abwickelbar, deren geodätische Kurven [infolgedessen | zwei 
verschiedene infinitesimale Transformationen gestatten. Auf diese inter- 
essante Flächenfamilie kommen wir später wieder zurück. 


Zweiter Abschnitt. 


Flächen, deren geodätische Kurven 
mehrere infinitesimale Transformationen gestatten. 


Wenn eine gewöhnliche Differentialgleichung zwischen x und y meh- 
rere unabhängige infinitesimale Transformationen: 


de=&,(m,y)öh, Iıyanmla,y)dt; ..; da= dh, dyanröt, 


gestattet, so bestehen zwischen den &, und n, gewisse Differentialrelationen, 
die wir jetzt entwickeln werden, indem wir uns dabei auf den für uns 
allein wichtigen Fall beschränken, daß die betreffende Differentialgleichung 
von der zweiten Ordnung ist. Dabei benutzen wir den Ausdruck: 


Rd df 
(31) Bf=-&4,+ N qy 
als Symbol der infinitesimalen Transformation: 


Die Berechtigung dieser (von mir schon in einer Reihe von Abhand- 
lungen angewandten) Ausdrucksweise beruht darauf, daß bei Einführung 
neuer Variabeln x’ und y’ einerseits die infinitesimale Transformation die 
Form: 


0x = Bir.6t, oy= B.y .6t 
annimmt, andererseits der Ausdruck B;f die entsprechende Form: 


df 


‚4 nn. 
Bf = B.% 3 DB. y Ay 


erhält, was wieder heißt, daß &, und n, in der Gleichung (31) in derselben 
Weise transformiert werden, wie in den Gleichungen (32). 
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Wir fügen die Bemerkung hinzu, daß r infinitesimale Transforma- 
tionen B,f, Baf, ..., D,f nach unserer früher eingeführten Terminologie 
unabhängig sind, wenn keine lineare Relation von der Form: 


GaBıf+ GBsf-+ ...— Br Ö, 


mit konstanten [nicht sämtlich verschwindenden] Koeffizienten identisch 
stattfindet. 


14. Setzen wir: [382 
d 
f nn &, 2 N Fr EL en 


einige 


Lf=bg + mg, Beger 


und lassen dabei vorläufig die Größen &,, n, und &. beliebige Funk- 
tionen der drei Variabeln x, y, 2 bezeichnen, setzen wir ferner wie ge- 
wöhnlich: 


Li (L. (f )) — (L; (f )) = (L; L;), 
so lehrt die sogenannte Jacobische Identität, daß die Gleichung: 
((LL.) L;) 7 ((L,Ls) L,) E > ((LL,) L.) Br 


identisch stattfindet. Wir setzen dies Theorem, das in jedem nicht zu 
knappen Werke!) über partielle Differentialgleichungen 1. 0. bewiesen 
wird, als bekannt voraus. 


Vermöge dieses Satzes läßt sich nun zeigen, daß, wenn eine Differen- 
tialgleichung zweiter Ordnung: 


y"= Y(a,Yy,y') 


zwei vorgelegte infinitesimale Transformationen: 


Bf=&(, DR Gr Fi 71(%, Orr 


Bf=$ (2, we + Na (2, y zn 


zuläßt, sich eine dritte, von ihnen unabhängige oder abhängige infini- 
tesimale Transformation angeben läßt, welche von der Gleichung y” = % 
ebenfalls gestattet wird. 





1) Vergleiche zum Beispiel Imschenetzkys verdienstvolles Werk: Sur 
integration des &quations aux d6rivedes partielles du premier ordre, traduit par 
J. Hoüel, Grunerts Archiv Bd. 50, Greifswald 1869, 8. 326328. 
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Um dies zu beweisen, setzen wir: 
| PR 


B\f-= tm thg 


df df 
B, Thurn tag 
wobei wir die Ausdrücke: 
an; ‚(dm _ d&\ ‚nd ER: 
er er ER) 


wie in Nummer 1 zur Abkürzung mit &, bezeichnet haben. Sodann [383 
bilden wir die Jacobische Identität: 


(33) ((A’B}) B;) + (BB) A) + ((BA)B)= 0. 


Da die Gleichung y’’—= % die beiden infinitesimalen Transformationen B,f 
und 5,f gestatten soll, so bestehen (Satz 4) Relationen von der Form: 


AB)=h@y,y)Af, 
(AB) = au, y)At, 
und also kommt durch Substitution dieser Werte in (33): 
(34)  ((BIBDA) = (Bir, — Bih)Ar(f) = Al, y,y)Ar, 
Nun aber ist: | 
(BiB2) = (Bi — BGE + (Bm — Bm)I + 5 Big 
BANN -BEBNL BB - 7: . 
und dabei hängen die beiden Größen: 
| B&— Be, und: By, — Bm 


nur von x und y ab. Daher zeigt die Gleichung (34) nach dem Satze 4, 
daß die Differentialgleichung y’’ = y zugleich diejenige infinitesimale Trans- 
formation gestattet, deren Symbol ist: 


B, (B; (f))— B; (Bi (N) a (Bı A B,&) 2 Bi (B, 1. 7 Poaaee By) 7, 


Wenden wir daher wiederum den abgekürzten Ausdruck (B,B,) an, so 
können wir den folgenden fundamentalen Satz aussprechen: 

Satz 9. Gestattet die Differentialgleichung y’= y(x, y, y‘) 
die beiden infinitesimalen Transformationen B,f und B,f, 


r 
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so gestattet sieauch diejenige Transformation, deren Sym- 
bol (B,B,) ist.!) 


Ist nun die neue infinitesimale Transformation (B, B,), die wir kurz- 
weg mit D,f bezeichnen, von B,f und B,f unabhängig, so sind (B, B,) 
und (BD, B;) wiederum infinitesimale Transformationen, die möglicherweise 
von B,f, B,f und Byf unabhängig sind, und dabei jedenfalls die Gleichung 
y’—= y in sich überführen. In dieser Weise kann man nun weitergehen. 
Gestattet y’= y nur eine begrenzte Anzahl?) unabhängiger infini- [384 
tesimaler Transformationen, so muß man zuletzt zu einem Ausdrucke 
(B;B;) kommen, der sich als Summe der früher gefundenen B; f, multi- 
pliziert mit Konstanten ausdrückt. ‚Wir können daher den folgenden 
Satz aufstellen: 


Satz 10. Gestattet eine Differentialgleichung zweiter 
Ordnung r und nicht mehr unabhängige infinitesimale 
Transformationen B,f,..., B,f, so drückt sich jedes (B;B,) 
aus als Summe der B,f, multipliziert mit Konstanten; das 
heißt, es bestehen Zr(r —1) Relationen von der Form: 


207° 
(B; B}) = Dar BF. 


15. Unter den r infinitesimalen Transformationen Bf, welche eine 
vorgelegte Differentialgleichung y'’—= % gestattet, nehmen wir eine be- 
liebige heraus, etwa B,f; alsdann ist es, behaupten wir, immer möglich, 
r— 1 solche, nicht sämtlich verschwindende Konstanten As,..., A, zu 
wählen, daß die infinitesimale Transformation: 


bf= Bft. + A, D,f 


1) In meiner Theorie der Transformationsgruppen beweise ich den allge- 
meineren Satz, daß eine Transformationsgruppe, welche die beiden infinitesimalen 
Transformationen B,f und B,f enthält, immer die durch ihre Zusammensetzung 
entstandene Transformation (B, B,) enthält. Hier kann ich mich auf den im Texte 
bewiesenen Spezialfall meines Satzes beschränken. 


2) In meiner Theorie der Transformationsgruppen beweise ich, daß eine 
Differentialgleichung zwischen zwei Variabeln: 


Far; u; Yy, ya E0; 


[bei der u > 1 ist], nie eine unbegrenzte Anzahl unabhängiger infinitesimaler Trans- 
formationen gestattet. Hieraus folgt dann insbesondere, daß die geodätischen Kurven 
einer Fläche nur eine begrenzte Anzahl [unabhängiger] infinitesimaler Transfor- 
mationen gestatten können, 
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eine Relation von der Form: 


(BBB)=oBf+o,B,f (0; = Const.) 
befriedigt. 
Zum Beweise bilden wir die Gleichung: 


335,5 ARE 5 ES ee FENDR 
(B,B)= (B, SaüBıt) = Sa(B,B)= Sa Sau Bf 
®ı % ı 8 
:CREUEE ; 2a, 
Elf 2 he 
8 ® 
welche zeigt, daß unsere Forderung durch die r Relationen: 

Caıde + Gads ++ Cırıdr = 91, 
Ciogdg + Eidg + + Crradr = Os, 
Cı93 Ag + Ciss ds + °* + Cıradr = Os, 


Cjor Ag -f Cj3r Ag AA Cırr hr, = 04, 


ausgedrückt wird. Und da diese Gleichungen immer durch Werte der [385 
A, befriedigt werden, die nicht sämtlich verschwinden, so können wir, 
wie oben behauptet wurde, den folgenden Satz aufstellen: 


Satz 11. Stehen r unabhängigeinfinitesimale Transfor- 
mationen Bıf,..., D,f paarweisein der Beziehung: 


LET 
(B; B;) BAFPURE 


so ist es, wenn wir eine beliebige unter diesen Transfor- 
mationen, etwa B,f, wählen, immer möglich r— 1 solche 
Konstanten A,,...,4, zu bestimmen, daß der Ausdruck: 


Br=hBf+- + 1,B,f 
eine.Relation von der Form: 
(B,B)= wBf-+ o,Bıf 
befriedigt, wo ® und o, konstant sind. 


Und als Korollar fließt hieraus der folgende Satz, der für die Ent- 
wickelungen dieses Abschnittes die Grundlage bildet. 


Satz 12. Gestattet eine Differentialgleichung zweiter 
Ördnungy’=v(z,y,y) r unabhängige infinitesimale Trans- 
formationen Bif,..., b,f, so istesimmer möglich, einen Aus- 


d : 
A Bf=4Bf+:':+4B,f 
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mit konstanten Koeffizienten A, zu bilden, derzum Beispiel 
zu B,fin der durch die Gleichung: 


(B,B) = o»B(f) + ©,B,(f) (@, = Üonst.) 
ausgedrückten Beziehung steht. 


$ 5. Flächen, deren geodätische Kurven 
mehrere konforme infinitesimale Transformationen gestatten. 


16. Gestatten die geodätischen Kurven einer Fläche, deren Bogen- 
element die Form: ale 


besitzt, mehrere konforme infinitesimale Transformationen: 
df df 
Bf = Ela) 7, + my) 7 


so kann man nach dem Vorangehenden unter diesen immer zwei, etwa 
B,f und B,f, wählen, die durch eine Gleichung von der Form: 


B, (B;(f}) RE: B,(B, ‘(f)) = o,b,f+ @,.b;f 


verbunden sind. Dabei können wir von dem Falle absehen, daß die beiden 
Konstanten ®, und @, gleichzeitig verschwinden. Denn in diesem Falle 
beständen Relationen von der Form: 


[386 


sodaß die Größen &, und &, (und ebenso die Größen n, und nz) in kon- 
stantem Verhältnisse stehen würden: 


= ab, (a = Const.). 


Dann aber gestatteten die geodätischen Kurven unserer Fläche eine in- 
finitesimale Transformation: 


d d 
Bf—ab,f= (4 a + (Na — ag 


deren &, nämlich die Größe & — a&,, identisch verschwände, und dann 
wäre unsere Fläche (Nummer 7) developpabel. Wir können daher, indem 
wir von den developpablen Flächen absehen, immer ohne Beschränkung 
annehmen, daß zum Beispiel die Konstante @, von Null verschieden ist. 
Setzen wir dann: 


EB ; 1 
Bf = o,Bıf+ 0, Bf, Bf = Pf, 


so ist: 


(Bı Bs) — (B, B,) ou 0, Bıf + Bf = Bif. 
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Wenn daher die geodätischen Kurven einer nicht developpablen 
Fläche mehrere konforme infinitesimale Transformationen gestatten, so 
können wir immer unter diesen zwei wählen, etwa B}f und Bsf, oder 
kurz B,f und B,f, die in der Beziehung (B, B,) = B,f stehen. Dieses 
vorausgesetzt, können wir nach den Entwickelungen der Nummer 7 immer 
annehmen, daß die Variabeln x und y derart gewählt sind, daß &, =1, 
71 = 1 sind, und daß B,f infolgedessen die Form: 


af 


af 
Blatt 


annimmt, während e” die Form: 
e—=e"d(r — y) 


besitzt. Alsdann zerlegt sich die Gleichung (B,.B,) = B,f in die beiden: 


sodaß & und 7, die Werte , = 2 +a, m =y-+b besitzen. Überdies 
kann man durch Einführung von x + a als neuem x und von y + b als 
neuem erreichen, daß: 


&, =, MY 
wird. 


Es handelt sich also jetzt darum, das Bogenelement e® = e*" ®d (2 — y) 
in allgemeinster Weise zu bestimmen derart, daß die geodätischen Kurven 
der betreffenden Fläche außer der infinitesimalen Transformation df: dx 
+df:dy noch die Transformation z(df:dx) + y(df:dy) gestatten. 
Wir müssen also in die ee en 


ds 
tz De = =D [387 


die Werte &= x, n = y einsetzen, und finden so die Relation: 


d 
T vg, = B— 2 = m Const, 


Nun aber hat w die Form: 


w=ax+ log d(z — y), 
und also wird: 
“—y)Pk@—y) ( 
MR: +: TREE = m, 
sodaß @« gleich Null ist, während ® die Form A(x — y)” besitzt. Hier- 
durch erhalten wir den Satz: 
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Satz 13. Die Rotationsflächen, deren Bogenelement die 
Form: 


ds? = (x — y)"dzdy 


besitzt, und dieaufsieabwickelbaren Flächen sind dieein- 
zigen Flächen, deren geodätische Kurven mehrere kon- 
formeinfinitesimale Transformationen gestatten. 


Die hiermit definierte interessante Flächenfamilie gestattet eine sehr 
schöne geometrische Definition, wie ich in der letzten Nummer dieses 
Paragraphen im Anschlusse an bekannte Untersuchungen von Wein- 
garten und Dini zeigen werde. 


17. Jetzt fragen wir nach allen Flächen, deren geodätische Kurven 
mehr als zwei konforme Transformationen gestatten. 

Das Bogenelement der betreffenden Flächen hat nach dem Voran- 
gehenden jedenfalls die Form: 


ds?= (x — y)"dady. 


Zur näheren Bestimmung der Konstanten x substituieren wir in die 
Gleichung (6) den Wert e” = - — y)”, und erhalten so die Relation: 





ae + (& —.n) = B= Const. 


u —Y 
Durch sukzessive Differentiation derselben hinsichtlich x und y folgt die 
(Gleichung: 





oder, da die Annahme m = Ü) nur developpable Flächen liefert und somit 
ausgeschlossen werden kann, die äquivalente Gleichung: 


ds 
Er ,&-m=0, 
die mit der vorangehenden Gleichung er die Relation: 
m-+ 2 
ae ec: 
liefert. [388 


Ist nun m + 2 von Null verschieden, so haben & und n hinsichtlich 
x und y lineare Form: | 


E=axc+b, n=cey-+d. 


Bezeichnet man die betreffende infinitesimale Transformation: 


df df 
(+), + +07, 
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mit B;f und erinnert sich Be daß B,f und D,f die Form: 


Bf=r-, Bi-edl 


ray euer 


haben, so ergibt sich, daß die geodätischen Kurven unserer Fläche eine 
infinitesimale Transformation, nämlich: 


Bf—aBf—bBf, 


gestatten, deren & gleich Null ist. Die Annahme m + 220 liefert so- 
mit (Nummer 7) nur developpable Flächen. 

Es bleibt daher nur die Annahme m +2 =0, die bekanntlich auf 
die Flächen konstanter Krümmung führt. Dies gibt den Satz: 


Satz 14. Wenn die geodätischen Kurven einer Fläche 
mehr als zwei konforme infinitesimale Transformationen 
gestatten, so hat die Fläche konstante Krümmung. Ihr 
Bogenelement hat die Form: 


da2= (2 — y)"daxdy, 


und die dreizugehörigen konformen infinitesimalen Trans- 
formationen sind die folgenden: 
af , df „st af „af af 
PET era a a Sean, 

18. Die im vorangehenden betrachteten Flächen, deren geodätische 
Kurven zwei und nur zwei konforme infinitesimale Transformationen ge- 
statten, lassen sich in einer anderen merkwürdigen Weise definieren. 

Nach Weingartens bekannten Untersuchungen (Journal für die 
reine und angew. Math., Bd. 59) über Flächen, deren Krümmungshalb- 
messer 0, 0’ durch eine Relation: 


e = flo) 


verknüpft sind, können nämlich die Zentraflächen dieser letzten Flächen 
auf Rotationsflächen abgewickelt werden. Das Bogenelement der be- 
treffenden Zentraflächen besitzt in der Tat die für Rotationsflächen 


charakteristische Form: 
» do 


(35) den do ser de. 


Ich will nun mit Dini insbesondere annehmen, die Relation 0’ = f(e) 
sage aus, daß o und oe’ in konstantem Verhältnisse stehen, daß also: 


o=ko (k = Const.) [389 
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ist. In diesem speziellen Falle geht die Gleichung (35) über in: 


2 
de= do? + ol-k dv, 


oder in: 
©: 2 
ds? = ol - tz :dot + du | 
Setzen wir daher: 


or-Idotidv=d, er Ide—idv=dn 





oder: 
ER . 14 
ln ln =, 
so wird: 
2 
= 2 
2k—2\ & =; 
(36) ds? = (——) (E+m) Hakan, 


wobei die Fälle k=1 und k=0 ausgeschlossen sind. Setzt man hier 
2 
=1, Th EEE RUN 


und sieht dabei von einem unwesentlichen konstanten Faktor ab, so geht 
die Formel (36) über in die früher betrachtete Gleichung: 


de = (2 — y)"dady, 


wobei m alle möglichen endlichen konstanten Werte mit Ausnahme von 
— 2 annehmen kann. Hiermit ist der folgende schöne Satz erwiesen: 


Satz 15. Flächen, deren geodätische Kurven zwei und 
nur zwei konforme infinitesimale Transformationen ge- 
statten, lassen sich auch definieren als Zentraflächen von 
Flächen, deren Hauptkrümmungshalbmesser in konstantem 
Verhältnisse stehen. 


Wir zeigen später, daß die Annahme, daß k= — 2 und also m=1 
ist, ganz besonders bemerkenswert ist. In diesem Falle gestatten die geo- 
dätischen Kurven der betreffenden Zentrafläche außer den beiden schon 
besprochenen konformen infinitesimalen Transformationen noch eine dritte 
infinitesimale Transformation, die nicht konform ist. 
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$ 6. Flächen, diesowohl der ersten wie der zweiten Flächenklasse angehören. 


In diesem Paragraphen bestimmen wir das Bogenelement aller Flächen, 
deren geodätische Kurven zwei (oder noch mehr) infinitesimale Trans- 
formationen gestatten, unter denen eine die Form: 


af 
& (0) 5 i% En MW), 
aufweist, während eine andere die Form: [390 
df df /d 
& (X) eg 729, Y) 7, (2 0) 
besitzt. Die betreffenden Flächen gehören somit gleichzeitig unserer ersten 


und zweiten Flächenklasse an. 


19. Da die gesuchten Flächen der zweiten Flächenklasse angehören 
sollen, so können wir: | 


ee =y+9(r) 
setzen, und dabei muß es möglich sein, solche durch die Gleichungen: 
y-=Y(), «= X(e) 
bestimmte, neue Variable x, y einzuführen, daß e” die Form: 
ae Br—y) (a = Const.) 
annimmt. Dies gibt die Bedingungsgleichung: 
T+ORDIY)X)=- er wa y)=W 


wobei W die Relation: 
? dAW daW 


ar 


erftillt. Setzen wir daher 
X’= flo), O(X)X'= Fe), 


so erhalten wir zur Bestimmung der drei unbekannten Funktionen Y, f 
und F die Relation: 


d N ‚ d ’ N ı ı ß 
RER THE F)r, IX IrP)=alYY + Y'F), 
oder die äquivalente: 
(37) ZI F+TF+(YY’ +7? -aYY)f+(Y"’-aY)F=0. 


Wir geben zuerst die allgemeinste Lösung der Funktionalgleichung (37) 
und bestimmen daher zunächst alle Flächen, deren Bogenelement sowohl 
die Form ® = e"W(2— y), wie die Form e”=y'+ ®©(zx’) erhalten 
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kann. Durch Partikularisation der gefundenen Lösung erhält man sodann 
alle Flächen, die sowohl der ersten als der zweiten Klasse angehören. 
Wir zeigen später (Note 1), daß auch die allgemeine Lösung von (37) 
Interesse darbietet. 

Bestände keine oder nur eine lineare homogene Relation mit kon- 
stanten Koeffizienten zwischen f’, F’, f und F\ etwa: 


(38) ÄFHBPLOFEDFS0, 


so verschwände jedenfalls ein Ausdruck von der Form Y’(a + bY), sodaß 
Y konstant sein müßte, was indes mit der Gleichung y’ = Y im Wider- 
spruche steht. Also finden jedenfalls zwei Relationen von der Form (38) statt. 
Dabei bemerken wir, daß f und F nicht in konstantem Verhältnisse [391 
stehen können, weil das Bogenelement e® = YY’f+ Y’F sonst einer 
developpablen Fläche entspräche, und dieser Ausnahmefall von uns immer 
ausgeschlossen wird. Hieraus folgt, daß nicht mehr als zwei unabhängige 
Relationen von der Form (38) stattfinden können, weil sich sonst immer 
eine Gleichung von der Form Of+ DF=0 herleiten ließe. 

In dieser Weise erkennen wir die Existenz zweier Relationen von 
der Form: 


re I 
Durch Einführung dieser Werte in (37) kommt: 
YY’+Y?+(e-a)YY'+y!?'=0, 
S a =D; 
woraus durch Elimination von Y”: | 
Y2:+yrY’+(«@—-0o)YY—BY°’Y=0, 
oder, da Y’ von Null verschieden ist: 
Y+y+(@e@—-s8)Y- BYL?=0. 
Durch Differentiation kommt: 
Y"+(«—6)Y'—-2p$YY=0, 
und durch Vergleichung mit (39) folgt: 
e—d=0d—a, a=20—a, B=0. 


Bei der weiteren Diskussion werden wir die beiden Fälle ö Z « und 
ö=« getrennt behandeln. 
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20. Sei zunächst ö 2 «. Alsdann werden die drei Gleichungen: 


Se f=af, F=yf+sFH, U’=(6-o)Y—y 
in allgemeinster Weise befriedigt, wenn man setzt: 
f=Be:, F=Me:+ nn wer 


(41) 


ARE Fi (d - «) y 
eg 


Die entsprechende Form des Bogenelementes ist: 
(42) ev — er a8 Ar Bid 3 «) ed-«)(y-2) 4 AM(ö 207 «) ed-e)w-2)], 


sodaß die betreffenden Flächen wirklich, wie vorauszusehen war, unserer 
ersten Flächenklasse angehören. 
Um zu entscheiden, wann sie zugleich der zweiten Klasse angehören, 
kehren wir zu den Variabeln x’, y’ zurück, indem wir setzen: 
da 


—=X'=f-Be:, y-Y. 


Ist dabei « 20, so wird: 
2 oe 





re Aal a 2 B [392 
und: 
; RE HE PR; y 
w — — = u (d-.e)x Bee 
ee u ARSTER}, 
oder: 


0% 


M([e\« Eu 
e In 365) @- Ne „ 
oder endlich durch Einführung dreier neuer Konstanten a, b und e: 
e" = y+a@—k+b. 
Es fragt sich (Satz 8), ob die Größe: 
a(c— k)+b, 
die wir in Übereinstimmung mit dem im zitierten Satze angewandten 


Symbole mit FF= dF:dx’ bezeichnen werden, durch passende Partikulari- 
sation der Konstanten die Differentialgleichung: 


(22'?—6cx’+ K)F"'+ (38 — 6c)F’= 0 


befriedigt. Indem wir von der, nur developpable Flächen liefernden An- 
nahme: &—= (0 absehen, ist hierzu, wie wir finden, erforderlich und hin- 


reichend, daß: e=— 1, c=k, K=4R 


29 


Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. 31.1 20 
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wird. Unser Bogenelement erhält also die Form: 
1 
e—=y+a(x—k) ®+b, 
oder, wenn wir k=b=( setzen, was erlaubt ist, die äquivalente Form: 


1 


e—y+ax ?. 
Die entsprechende infinitesimale Transformation: 


af 
Y 





re 
hat nach Satz 8 die Form &E= 22'?, n=xy’+ F(«’), wo die Größe 
Fi) = dan? + L die Gleichung: 
2:”?’F’—-c F+F=0 
befriedigen muß, sodaß die Integrationskonstante L gleich Null ist. Außer 
der hiermit bestimmten infinitesimalen Transformation: 
20° =. + (« y+2 az“) I 


gestatten die geodätischen Kurven unserer Fläche noch eine Trans- [393 
formation, und zwar die konforme infinitesimale Transformation!): 


‚af ‚af 
2 de Iay? 





1 


weil die Werte = 22,7 = — y, e” = y’+.ax' ? die Gleichung (6): 


dw’ 


dE dn dw’ es 
A + Nay — Const. 


dx dy' + & 








identisch erfüllen. 
Führen wir die Größe Vx’= x” als neues x ein, so erhält unser Bogen- 
element die bemerkenswerte Form: 


Age "_,n % 
e” = a"y’+a,°) 


die hinsichtlich x” und y”= y’ symmetrisch ist. Zu den früher gefundenen 





1) Wir haben früher gefunden, daß die Größe e= (6 — «):« gleich — + ist, 
und daß daher 2° — «= 0 ist. Also zeigt Formel (42), daß unsere Flächen auf eine 
Rotationsfläche abwickelbar sind. 

2) Flächen mit dem Bogenelemente ds? —= (cy-+ a)d&zdy haben nur, wenn 
a verschwindet, eine konstante Krümmung, und sind dann gleichzeitig developpabel. 
Ist a von Null verschieden, so kann man ohne wesentliche Beschränkung a —=1 setzen. 
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infinitesimalen Transformationen, die in den neuen Variabeln die Form: 

















7 : ” ” " 

Bif= £’ e “ a ") 
2 ” df ” df 

D;,f ae dar BE dy" 


besitzen, können wir wegen der Symmetrie des Bogenelementes hinsicht- 
lich x” und y” die dritte Transformation: 


” ” ” ” df 
= (ey + 2ay) + HER 
fügen. Zwischen diesen bestehen, wie man durch Ausführung findet, die 
Relationen: 


(AB)=—-2B,-(BB)= 28, (B,B)=4a8B,. 


Wir beweisen später, daß die hiermit bestimmten drei infinitesimalen 
Transformationen die einzigen sind, welche die geodätischen Kurven unserer 
Flächen in sich überführen. 

Setzen wir: 








d 
Bf+Bf/- an ng 


so ist: 
ds 


dan 
ed 


dx" 

sodaß unsere Flächen auch der dritten Flächenklasse angehören. 
Diejenigen Flächen, deren Bogenelement die Form: [394 

e=ıy+a 


besitzt, gestatten drei unabhängige infinitesimale Trans- 
formationen. Sie gehören gleichzeitig derersten, der zwei- 
ten und der dritten Flächenklasse an. 


Ich will jetzt annehmen, daß « = 0 ist, während ö von 0 verschieden 
ist; die Differentialgleichungen (40): 


f=0, F=yf+öF, Y=ödY-y 
werden dann in allgemeinster Weise befriedigt, wenn wir: 
f=B, F-Me®— 4, Y=-4+Ae 
setzen. Die entsprechende Form des Bogenelementes: 
"er BE - 3. AMdEW-») 


ist, wie wir sehen, nur ein spezieller Fall der Formel (42). 
20* 
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Um zu entscheiden, wann die betreffenden Flächen zu der zweiten Klasse 
gehören, kehren wir zu den ursprünglichen Variabeln x’, y’ zurück, indem wir: 
dx’ 


etereB, vr 


setzen. Alsdann wird Bx = @’— k, und: 


’ ’ F (x) 4 M d Y 
WW — —- —— ER I 
ie ae le ra.) 
oder: 
Ö 
u, M ze-% 
er 


oder endlich durch Einführung dreier neuer Konstanten a,b und e: 
e—y+ae’+b. 
Es fragt sich (Satz 8), ob die Größe: 


ae”+b=-F 
die Differentialgleichung: 


(22'°— 6ce2’+ K)F'’+ (32° — 6c)F’= 0 
bei passender Partikularisation der Konstanten befriedigt. Dies ist, wie 
wir finden, nur der Fall, wenn «= 0 ist. Die Annahme «e=0, 820 


liefert daher jedenfalls nur developpable Flächen, welche 
gleichzeitig derersten und der zweiten Klasse angehören. 


21. Ich will ferner annehmen, daß &@ = Ö ist, und daß sie beide von 
Null verschieden sind. Dann werden die Gleichungen (40): 


f=ef, E-yftaef, I =-y 
in allgemeinster Weise befriedigt, wenn wir: 
-De”, F=yBee* Ft De# IT= Ye Hr 1395 
setzen. Die entsprechende Form des Bogenelementes: 
e® = — yerz (yB(a—y)+ EB+D) 


zeigt, daß unsere Flächen wirklich der ersten Klasse angehören. 
Um zu entscheiden, wann sie auch zu der zweiten Klasse gehören, 
kehren wir zu den ursprünglichen Variabeln x’, y’ zurück, indem wir: 


setzen. Dann wird: 


B 
’ a NE 
ee Bash Rt; = log 
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und: 
F(x) 


f 





N, ’ N D 
e—=y+ =ytY2+r5, 


oder: 


PP .: a (#’— k) D 
ee re er 


oder endlich durch Einführung zweier neuer Konstanten a und b: 
ee —=y+alog(#—k)+b. 
Es fragt sich (Satz 8), ob die Größe: 
alog (—k)+b=F 
die Differentialgleichung: 
(22’"?—-6cX+K)F"’+ Br—6c)F’= 0 
für passende Werte der Konstanten befriedigt. Man sieht durch Ausführung, 


daß dies nur geschieht, wenn a = 0 ist, das heißt, wenn die betreffenden 
Flächen developpabel sind. 


Die Annahme d=«20 liefert somit nur developpable 
Flächen, welche gleichzeitig der ersten und der zweiten 
Klasse angehören. 


22. Es bleibt jetzt nur noch die Annahme zu erledigen, daß «= d = 0 
ist. Dann werden die Gleichungen (40): 


Pe re 
in allgemeinster Weise befriedigt, wenn wir: 
f=B, F=»rBxe+C, Y=—yy+D 
setzen. Die entsprechende Form des Bogenelementes: 
ee yVyBle-9) BDO) 


zeigt, daß unsere Flächen auf Rotationsflächen abwickelbar sind, und daß 
sie somit der ersten Klasse angehören. 

Um zu entscheiden, wann sie zugleich der zweiten Klasse angehören 
kehren wir zu den ursprünglichenVariabeln x, y zurück, indem wir: 


’ 


ia" R 
re 


setzen. Dann wird © — k= Bx und: 


‚ ce ; 
= y+Reytrya+ß, 1396 
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oder: 

‚ . ; C 

ytz@-N+z: 
oder endlich, durch Einführung zweier neuer Konstanten @ und b: 
e=y+axc+b. 
Nun aber verifiziert man leicht, daß die Größe ac’ +b=F’ der 
Differentialgleichung: 
(22?— 6cX+K)F’+ (30 —6c)F’=0 

nicht genügt, außer wenn a = ( ist. 


Die Annahmed=«=( liefert daher nur developpable 
Flächen. 


Wir resümieren die obenstehenden Entwickelungen in folgendem Satze: 


Satz 16. Gestatten diegeodätischen Kurven einer Fläche 
eine konformeinfinitesimale Transformation und daneben 
eine Transformation von der Form: 


df df d 
Kt: 20): 


so kann das entsprechende Bogenelement auf die Form: 


“y4 a 
oder auf die äquivalente Form: 
e=ry+ta 


gebracht werden. Die betreffenden Flächen gehören nicht 
bloß derersten und derzweiten, sondern zugleich der drit- 
ten Flächenklasse an. 


Es gibt indes, haben wir gefunden, noch weitere Flächenfamilien, 
deren Bogenelement sowohl die Form e” = e* %(x— y), wie die Form 
e” = y’+®(x’') erhalten kann. | 


23. Jetzt suchen wir alle Flächen, deren geodätische Kurven zwei 
oder noch mehr infinitesimale Transformationen von der Form: 


d d dn, 
More N.(®, Orr ( 2 0) 
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gestatten. Für jede solche Fläche können wir: 


d FE 
e—=y+Fl), Me, Yy)d-. 
setzen. 
Wir werden zunächst zeigen, daß Y(y) eine Konstante sein muß. 


Führen wir eine neue Variable y’ ein, indem wir: 
dy—=yYY.dy 


setzen, so muß der Ausdruck e” = e”dy:dy' die Form y’p (x) + ® (x) [397 
annehmen: 


y+ FH =y Pla) + le). 


Setzen wir daher: 
1 F 


9 BED, ah y-Yı(y), 


so kommt durch Differentiation: 


d ‚ d 
ayhıfı).v + ay 9). y nee: i, 





und, wenn man hier der Variablen y’ sukzessiv verschiedene konstante Werte 
erteilt, so erhält man jedenfalls eine Relation von der Form: 


ay+bP—]1. 


Beständen nun mehrere solche Relationen, so müßten ı(z) und Y(x) 
in konstantem Verhältnisse stehen, und die betreffenden Flächen infolge- 
dessen developpabel sein. Sehen wir daher von den developpablen Flächen 
ab, so können wir: 


d a 
ayYıY!)=a, re 


und: 
Y,Yı=ay+a, Y=by+b, 
und also: 
} d 
y-Yı=cy+a, Er C 


setzen. Hiermit ist erwiesen, daß die Größe Y Y und also auch Y konstant 
ist. Und also wird: 


AN a ai dm 4m— kn) _ og 


de... dx ’ dx 2 





wo k eine Konstante bezeichnet, sodaß die geodätischen Kurven unserer 
Flächen eine konforme infinitesimale Transformation, nämlich: 


d df 
Gki)ga + mh) 
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gestatten. Dann aber kann das betreffende Bogenelement die Form: 


e=ay+a 
erhalten. Dies gibt: 


Satz 17. Gestatten diegeodätischen Kurven einer Fläche 
zwei oder noch mehrinfinitesimale Transformationen von 
der Form: 


af df l 
so kann das zugehörige Bogenelement immer die Form: 


e=ay+a 


erhalten. 


$ 7. Flächen, die gleichzeitig der zweiten und der dritten Klasse [398 
angehören. 


In diesem Paragraphen bestimme ich das Bogenelement aller Flächen, 
die gleichzeitig meiner zweiten und meiner dritten Klasse angehören. 

Dieselben sind dadurch charakterisiert, daß ihre geodätischen Kurven 
eine infinitesimale Transformation von der Form: 


af df dn 
tree me) 


dx 


und eine andere von der Form: 


df df d& dn 
IC IC rm Fr no) 
gestatten. 
23*. Da die gesuchten Flächen der zweiten Klasse angehören sollen, 
so kann ihr Bogenelement die Form: 
e—=y+ ©(i) 


annehmen, und da sie gleichzeitig der dritten Klasse angehören sollen, so 
muß es möglich sein, solche neue Variable x und y einzuführen, daß eine 
Relation von der Form: 


»dx dy 
er EM ar y)+ way) 


stattfindet. Setzen wir: 


; da d«' 
y Yy), 3 gen; f(®), D I yase F(&), 
so kommt: 


YYf@)+Y'Fea)=v(aty)+ Play), 
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woraus: Pi 
- Ir FTFO) - ZU THIM=0, 

oder entwickelt: 

Be TEILE PERF tr - 27-0, 

Wir geben zuerst die allgemeine Lösung dieser Funktionalgleichung 
und bestimmen daher zunächst alle Flächen, deren Bogenelement sowohl 
die Form ® = y(z + y) + P(x — y), wie die Form e” = y’+ ®(x') er- 
halten kann. Durch Partikularisation finden wir sodann alle Flächen, die 
sowohl der zweiten wie der dritten Klasse angehören. Wir zeigen später 
(Note 1), daß auch die allgemeinere hier erledigte Frage ein wirkliches 
Interesse darbietet. 

Bestände in (43) keine oder nur eine lineare homogene Relation mit 

konstanten Koeffizienten zwischen f, F, f” und F” von der Form: 
(44) aftbF+cf"+dF'=0, [399 
so wäre Y konstant, was mit der Gleichung y’= Y(y) im Widerspruche 
steht. Bemerken wir nun ferner, daß mehr als zwei Relationen von der 
Form (44) nicht bestehen können, weil f und F dann in konstantem 
Verhältnisse ständen, und somit die betreffende Fläche developpabel wäre, 
so können wir schließen, daß sicher zwei Relationen von der Form: 


De 


f'+rf+oF=0 


stattfinden. 
Durch Einsetzung dieser Werte in (43) folgt eine Gleichung, die sich 
in die beiden folgenden zerlegt: 


YY"+3Y'Y’+yYY+eY=0, 
| Y”’+ SEE BEN 
Durch Elimination von Y”” folgt: 

Ya" —sY?+Yp—B)Y+ e)=(0, 


(46) 


woraus durch Division mit Y’ und Differentiation: 
37" — 25 YY+y—-)Y-=0, 


sodaß durch Vergleichung mit (46, 2) hervorgeht, daß d=0, y=4ß 
ist. Die Größen f, F und Y werden hiernach bestimmt durch die Glei- 
chungen: 


” ae 


a: ES 


bei deren Integration verschiedene Fälle eintreten können. 
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24. Ich will zunächst annehmen, daß ß 2 0 ist. Alsdann werden die 
Gleichungen (47) in allgemeinster Weise befriedigt, wenn wir: 


Y=—;5+@sinlyVß+»), f=Lsin(2zVß+), 
B Be L sin (22Vß + 2) + M sin (xYB + u) 
setzen. Die entsprechende Form von e“ ist, [wenn man den Faktor @ Y ß 
wegläßt]: 
e” = |GLsin (2xYß + 2) sin (yVß +») + 
+ M sin («Yß + u)} eos (yVß + Y)) 
oder: 
e® =4GLein (22YVB + A) sin (2yVYB + 2y)+ 
+ M cos u.sinzVß. cos (yYB + y) “fr 
+ M sin u.cosz Vß. cos (yYß+ y); 


und dabei sieht man unmittelbar, daß diese Größe die Form [400 
v(c+y) + P(x— y) erhalten kann. 

Um zu entscheiden, wann die entsprechenden Flächen der zweiten 
Klasse angehören, kehren wir zu den ursprünglichen Variabeln x’, y’ zu- 
rück, indem wir: 

} dx r vr. 
y=Y(), 5 =f=Lsin(22Vß +) 
setzen. Dies gibt: 


= Dr cos (22Yß+A)+k 


or F@)_,., « , Msin(eyß+tu) 
=yta tz Lsin (22yYß +) 


und: 








Um die Größe x zwischen den beiden letzten Gleichungen zu elimi- 
nieren, setzen wir vorläufig: 


zyVß+tı1=at. 
Alsdann erhalten die betreffenden Gleichungen die Form: 








; Bio’ — k 
cos 2% — ie ) 
Be 
my. sinx" ' cos«” 2 
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wo a, b und d drei neue Konstanten sind. Drücken wir sin x’ und cos x” 
zuerst durch cos 2x”, und sodann durch x’ aus, so erhält e“ die Form: 


% AR 
e=y+a(@+4A) ’+b(-@+DB) °’+d, 


und dabei bemerken wir, daß die Summe der Konstanten A und B von 


Null verschieden ist. 
Es fragt sich (Satz 8), ob die Größe: 


_. A © 
aÜ(®+4A) ?+b,(-2’+DB) °’+d, 


die wir nach der Ausdrucksweise des zitierten Satzes mit F’(z’) be- 
zeichnen, bei passender Partikularisation der Konstanten die Differential- 
gleichung: 

(22? — 6cx’+K)F"+ (32° — 6c)F'= 0 


befriedigt, Schreiben wir diese Gleichung folgendermaßen: 


32 —6c 


m n@+4) +b--0+B) = 
22"? —6cX +K 


Eu BER = 
—a(® +4) +64 B) 


A 
und schaffen sodann die Irrationalitäten des zweiten Nenners in der [401 
bekannten Weise weg, so ergibt sich, daß die Größe: 








ve|eo| molar 


3 : 4 ’ ’ \ 
ab( +A) (HB) ? (la +A)t+ (— 2’ + By}! 
eine rationale Funktion von x’ sein muß, was, da A-+ B von Null ver- 
' schieden ist, das Verschwinden des Produktes a,b, verlangt. Daher muß 
entweder a, oder b,, zum Beispiel b,, gleich Null sein, und somit das 
Bogenelement unserer Flächen die Form: 


1 
e=y+alec+b) ’+d 
besitzen, die wirschon in dem vorigen Paragraphen mehr- 
mals trafen. 
Daß die betreffenden Flächen wirklich sowohl der zweiten wie der 
dritten Klasse angehören, ist uns schon von früher bekannt. 
25. Sei jetzt = (0. Alsdann werden die Gleichungen: 


"0, F=-of, P’=—1u 


a 
in allgemeinster Weise erfüllt durch die Integralgleichungen: 


| FEAT BRITEN EDIT, 


(48) 
F=—40.Ar®—}eB®?+Cxı+D. 
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Setzen wir dabei voraus, daß A von Null verschieden ist, so können 


wir Act+ B= Ax’” und also: 
f=4A:, F=—+04A:” +2’ +D, 
setzen. Das entsprechende Bogenelement: 
= [A2’ (- bay? + By+ 7) — Fade” + Ga’ + Di) -tay+B) 
kann, wie man leicht verifiziert, unmittelbar auf die Form: 


va +y)+ Pla" — y) 


gebracht werden. 
Um zu entscheiden, wann die betreffenden Flächen meiner zweiten 
Klasse angehören, kehren wir zu den ursprünglichen Variabeln zurück, 
indem wir: 
y=-YW), 5 =f(e) 
und also: 
en 
dx" 


— Ar, Ü=+4Ae” + 


setzen. Dann wird: 
F(&) [402 
f(&) 


! „ D We C 
zu 0a 2005 





ee = y+da)=y+ 


oder durch Wegschaffung von x”, wenn wir gleichzeitig drei neue Kon- 
stanten a, b und d einführen: 


ee = y+alk@—k+b(e— Ben d. 
Es fragt sich, ob die Größe: 
ala rbb By’ + d, 
die wir wie gewöhnlich F’(«’) nennen, die Differentialgleichung: 
(22°? — 6c2’+ K)F"’+ (32° — 6c)F"= 0 
bei passender Partikularisation der Konstanten befriedigt. Hierzu ist, 


finden wir, notwendig, daß a verschwindet, sodaß wir wiederum nur die 
Form: 


a ı 
ee’ = y'+b(a— k) 2. 
erhalten. 
26. Ich will endlich annehmen, daß in den Integralgleichungen (48) 
die Größe A verschwindet, und daß also: 


f=B, Y=—-4oyP +ßy+y, F=—teB®+Cı+D 


a a ee ee er 
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ist. Das entsprechende Bogenelement: 
ee = [Bl bay + By+ n)— FuBat + Cr+D)(-tey+ß) 
kann auch jetzt auf die beiden Formen: 
=ya+N)+Plae-y), "=y+Pdle) 


gebracht werden. 
Um zu entscheiden, wann die betreffenden Flächen meiner zweiten 
Klasse angehören, kehren wir zu den ursprünglichen Variabeln =, y 
zurück, indem wir: 
v-Y, 2 =fi@a)=B, #=Ba+h 
setzen. Dann wird: 
e—=y+ Pa = 


ee” —=y'+ax”+be+b.: 
Es fragt sich, ob die Größe ax’? + bx’+ b,, die wir wie gewöhnlich 
mit F’(x’) bezeichnen, die Differentialgleichung: 
22°? —6cz +K)F"+Bx—6oF’=0 [403 
bei passender Partikularisation der Konstanten befriedigt. Hierzu ist, 
finden wir, erforderlich, daß a =b = 0 ist, und daß daher die betreffenden 


Flächen developpabel sind. 
Wir fassen die vorangehenden Entwickelungen in folgendem Satze 


— 302? +bxz-+b, 


und: 


zusammen: 


Satz 18. Es gibt mehrere Familien von Flächen, deren 
Bogenelement sowohl dieForm ® = vy(z-+y)+ Br — y), wie 
die Forme® =y’+ ®(a') erhalten kann. Verlangt man, daß 
dieselbensowohl meiner zweiten, wiemeinerdritten Klasse 
angehören sollen, so muß ihr Bogenelement die Form 
ee —=xy-+aerhalten können. 


27. Die Entwickelungen dieses Paragraphen geben unmittelbar die 
Lösung einer anderen für uns wichtigen Frage. 

In der Tat, fragen wir nach allen Flächen, deren geodätische Kurven 
nicht allein eine infinitesimale Transformation von der Form: 


Bf = Ka) tm ww“ 2 (20), 


dx 
sondern zugleich eine Transformation von der Form: 


d df d&, 
Bf=&(z, we + Na Orr | em Z 0) 
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gestatten, so ist klar, daß die betreffenden Kurven zugleich eine infini- 
tesimale Transformation von der Form: 


dr af de 
Bi+Bf=:,,.+7 er (& >0, 720) 
gestatten, und daß sich daher die aufgestellte Frage unter das in diesem 


Paragraphen erledigte Problem subsumiert. Hiermit erhalten wir also 
den Satz: 


Satz 19. Sollen die geodätischen Kurven einer Fläche 
eineinfinitesimale Transformation von der Form: 


df df dn, 
army) 2 0) 
und eine andere von der Form: 
df df d&, 
ante: (20) 


gestatten, so muß das Bogenelement der Fläche die Form 
e” =xy-+oa erhalten können. 


$8. Flächen, die gleichzeitig der ersten und der dritten Klasse [404 
angehören. 


Indem ich mir jetzt die Aufgabe stelle, alle Flächen zu finden, die 
gleichzeitig der ersten und der dritten Klasse angehören, kann ich von 
den früher gefundenen Flächen, die zugleich der zweiten Klasse angehören, 
absehen. Ebenso sehe ich vorläufig von den schon bestimmten Flächen 
ab, deren Bogenelement die Form e” = (x — y)” besitzt, und welche zwei 
konforme infinitesimale Transformationen gestatten. 


28. Ich suche also alle Flächen, deren geodätische Kurven eine und 
nur eine konforme infinitesimale Transformation, etwa: 


af “ 
bıf= RBB pr 
und gleichzeitig eine oder mehrere a von der Form: 


df df 5, 
ty) (2 Z0, 220) 
gestatten. 
Unter den letztgenannten Transformationen gibt es dann (Satz 12) 
jedenfalls eine, zum Beispiel: 


ni 
Br=sgl4 nd, 
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die mit B,f durch eine Relation von der Form: 
(49) B(B(f)) — B(B,f)) = a Bıf + aBef 


mit den konstanten Koeffizienten c, und c, verbunden ist. Hier sind drei 
verschiedene Fälle möglich. 

Der erste Fall ist, daß c, und c, beide gleich Null sind. 

Der zweite Fall ist, daß c, verschwindet, während c, von Null ver- 
schieden ist; in diesem Falle kann man durch Einführung von (1: c,) Bzf 
als neuem B,f erreichen, daß die Relation (49) die Form: 


B, (B; (N) Di (Bi N) = bıf 
erhält. 

Der dritte und letzte Fall ist, daß c, von Null verschieden ist; in 
diesem Falle führen wir B;f-+ (c,:c,) B,f als neues D,f und ferner 
(1:c,) B,f als neues B,f ein, und erreichen dadurch, daß die Relation (49) 
die Form: | | 

B,(B;(f)) DB (B, (f)) a B,f 
annimmt. 

29. Ich will annehmen, daß die zwischen D,f und B,f bestehende 
Relation die Form: 


BB, f))— B(B,f)) = eBıf [405 


besitzt, wobei wir unentschieden lassen, ob die Konstante & gleich Null 
oder von Null verschieden ist. 
Unsere Bedingungsgleichung zerlegt sich in die beiden: 
a N Bi 
Ra Te Bag 
die durch Integration und Wegwerfung der unwesentlichen Integrations- 
konstanten die Formeln: 


= fa y)tesn, n=ple—Yy)+ey 


geben. Da die konforme infinitesimale Transformationen B,f nach Voraus- 
setzung die Form df: dx + df:dy besitzt, so hat das Bogenelement der 
gesuchten Flächen in den Variabeln x und y die Form e® = e*. 1 («— y), 
wo « eine Konstante, A (x — y) eine Funktion von « — y bezeichnet. Aber 
andererseits besteht nach (21) eine Gleichung von der Form: 


de dn 


X)n=e=ry, 


die in die folgende übergeht: 
= —- If y)=etla—y)=-Yp(a—y). 
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Hieraus erhält man, indem man mit K und ZL zwei Konstanten bezeichnet, 


die folgenden Werte der Funktionen X, Y,f und g: 
Kher We, 
ı@—y)=—- Kf(a-y)=Let9gla@—y). 


Hiermit ist alles zurückgeführt auf die Bestimmung der Konstanten « 
und der Funktion 4. 


Wir führen [nach $ 4] neue Variable x’, y’ ein, indem wir, vermöge (21’): 
ar BER DE AR Ey. 99° 
de =YVX.de=YK.e: de, dyy=YY.dy=YL.e: dy 
setzen. Durch Integration kommt, wenn «von Nullverschiedenist: 


2VK „2“: ayL 2° 
= ’ 


+HB- I", Yır-7, 


oder, wenn wir +ß=x", y +y = y” setzen: 


1 7 1 
BrIUEK 5% „» __2YL zay 


und durch Auflösung: 











PR Rack Bahr FR 
Bey ee ST 
Die Größe e” wird bestimmt durch die Gleichung: [406 
se Ele 
en El a A or en a "Aa y) = u(2 — Y) 
da’ day VKL VKL x 


und erhält daher in den neuen Variabeln x’, y’ (oder x”, y”) die Form: 


an 2 2 YVL ge” er gen NE 

aka «(- Iog VL) — e) — (0), 

wo wir 2”:y” = o@ gesetzt haben. Bemerken wir nun, daß ®(x”:y”) 
sicher auf die Form u (x” + y”) + ®(x” — y") gebracht werden kann, so 
erhalten wir zur Bestimmung von © die partielle Differentialgleichung: 
’ d9 08 

(50) dar day" er 0, 

die wir in eine gewöhnliche Differentialgleichung zwischen © und ® über- 


führen werden. 
Es ist: 
da 1dE dA arde 
En e do’ dy"  yrdo’ 
40 1.80 dO ,„adO are 


F y3 do y"ı do?’ 





dx? EN y"2 d 2’ dy" 
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also erhalten wir durch Einsetzung in (50) die lineare Differentialgleichung: 
| d? de d do 
(1 rt | 


deren allgemeine Lösung die Form: 


besitzt. Setzen wir hier M = 1, wie wir ohne Beschränkung tun können, 
und andererseits © = &” : y”, so wird: 


9= lea Fy)—lg@" =) HN, 
oder ($ 4, Formel (23): 
” ” [4 d? U 
— log (# ud Dre A DEE ) N — dardy" 


Dabei sind die Größen 8 und 7’ nach den Entwickelungen des soeben 
zitierten Paragraphen bestimmt durch die Formeln: 





welche: 
& a (x" er y") log (x” wi y") er (x” — y") log (x” E y") ee Ny’ +X,(@”), 
7 ver (#" 28 y") log {: — y") Ba (x” Be y") log (&” Er y") Nx” L Y; (y") 


ergeben. | 
Zur Bestimmung der noch unbekannten Funktionen X, (x”) und [407 
Yı(y”) benutzen wir die Gleichungen: 


d d «NM E 
i-87 = a 


d dy 
= er = = (pa — Y)+ ey)zay”. 





MR 
Die erste gibt durch Division mit x”: 


(+2 


x ” 


)10g(1+%)+(1-%) log (1 %,) + 2loga” + NY + Kal = 
BRER 3 2 zer 
Szelf@ — W+ten)- var () + elog “7 VE 

und, wenn der Größe y”:x” ein konstanter Wert erteilt wird, folgt: 


ae _ 


2 log” + log vr +? (P = Const.), 


oder: 
X,(2”) = (e — 2)2” logax”’ + Pıx” (P, = Const.). 


Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. II,ı 21 
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Eine ganz analoge Rechnung gibt: 
Yı(y”) = (e — 2)y” logy” + Rıy’ (A, = Const.). 


Indem wir jetzt zu den Bezeichnungen des Paragraphen 4 zurück- 


kehren, finden wir: 
= (a +yN)log@@ +y')+3N@tY), 
D = (a y)log@ NE y) 
g=log(a Hy) H14+4N, @=log@—y)+I—EN, 


m 1 / ” „ n 
BEER L X = (e — 2)” log" + Pı®?, 


z 
ac" Wer y" ’ 


D'— y' au (E — 2) y" log y” E R,y”. 


Diese Werte setzen wir in die Fundamentalgleichung (27) ein und finden 
hierdurch eine nicht identische algebraische Relation zwischen: 


z’,y', log(z” +y”), log(2’— y’), logx’, logy”. 


Da indes eine solche Relation unmöglich ist, so schließen wir, daß die 
Annahme « 2 0 keine Fläche liefert, welche gleichzeitig meiner ersten und 


meiner dritten Klasse angehört. 
Nichtsdestoweniger werden wir später finden (Note 1), daß die Flächen- 
familie: 


ee = log(x” + y") — log(2"— y")+N 


bei Untersuchungen über geodätische Kurven Interesse darbietet. 
Ich will nunmehr annehmen, daß « = 0 ist. Alsdann wird: [408 


E=fea—y)+tez, n=gYple—y)+ ey, 


d d 
e=i1@-)-2)E- IWF 
und: 
Zie)— K! = Const., Yig)= 12 = Gonst, 


Wir führen wiederum neue Variable x’ und y’ ein, indem wir setzen: 


da = Kda,.dy = Ldy 
und: 
er th=-Ko, y"=y+ß=Ly. 
Es ist: 


Pr 








ara Me 1. r) 
Ban. EL: Kl 
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und, da e” die Form »(x” + y”) + ei y') besitzen soll, so muß A 


die Gleichung: 

d?). d?), 1 Bu 

TAT (&-7)7=0 
befriedigen, was auf zwei verschiedene Weisen geschehen kann, jenachdem 
K? — L? gleich Null oder von Null verschieden ist. 


Ist X? — 12 . 0, so wird: 


yı @U 
=0+DE- z) = da’ dy’ 
und: 
 ; daU ! 4 x" y" 1 D ” [2 
BE a Dre ED, Ze), 
' dU ”„ 1 D ” D ” ” ” 
ea te Holy). 


Andererseits ist: 
dx 
E=57- = Kb=Kf(a—y)+Kes, 
‚ dy' | 
ang, tr = Lyle—y)+ Ley. 
Also wird: 
CLy+DLxy—-zDLyP? +X,(@)=Kf(le—-y)+Ken, 
CKz+3 DK®—- DKay+Y,=Lyp(x—y)+ Ley 


und: 
X,=—-3;3DL®+(Ke—-CLDz+A, 
Yı= 3DKyY+(Le—CK)y+B, 


und endlich: 


cr: ya Kai 0, 5 

= 5 DLR-L)+ Et loy HA, 2 
„ Lı-Ch., ö 

"= ZDRE-%)+"T #021 B 


Diese Werte substituieren wir in die Bedingungsgleichungen (23), die wir 
vorher mit e” multiplizieren. Indem wir sodann bemerken, daß der Koeffi- 
zient der Größe: „ „ 


sg 


in beiden Gleichungen verschwinden muß, erkennen wir, daß die Kon- 
stante D gleich Null ist, und daß daher die betreffenden Flächen develop- 
pabel sind. 


21* 
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Sei jetzt ®—- Z?=0 undK=+LZ, zum Beispiel K=+L=1. 
Alsdann wird, wenn wir A(x — y) = w (x — y) setzen: 


R de a ’ 
ea ra ren) 


und durch Integration: 
E=-—- na W)+LX, n=-na@— Wr". 
Nun aber ist, wissen wir: 
E=fle—y)+teEer, n=V@—y)+EY 
X=s2r +, Y =Eey+% 


sodaß wir: 
und: 
E=-—-u@—y)+erts, n=u@—y)+eytE 

setzen können. Kehren wir jetzt zu den Bezeichnungen des $ 4 zurück, 
so wird: 

9’=0, p=0, d’=— way, P=-—u@-—9Y), 
e=p+ Dr 2. „=o—-0®+Y'; X =e0 +, Y=ey+%, 
und, wenn wir diese Werte in die Bedingungsgleichung (27) substituieren, 
so erhalten wir die Gleichung: 


2 —e® -W-la— )u+(A— 22)W— 4u’—0, 
oder, da ® —= — u ist, die äquivalente Gleichung: 

2 +2 —Y+&a— &%)®"+ (2e — A)B’—40"—=0, 
die wir schon in Nr. 13 getroffen und integriert haben. In dieser 
Weise finden wir eine interessante Familie von Flächen, 


die einerseits auf Rotationsflächen abwickelbar sind, an- 
dererseits unserer dritten Klasse angehören. 


30. Jetzt erledigen wir den Fall, daß die zwischen den beiden infini- 
tesimalen Transformationen: 


df df d d 
Bi=g+, Bi-k@Wg +1, 
bestehende Relation die Form: ; j 
B, (B;(f)) nr B,(B, N) = uf [410 


besitzt, und daß daher die Größen & und n die Gleichungen: 


ds a Ye dn dn 
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erfüllen, und somit die Form: 


(51) = efla—y, n=epyla—yY) 
besitzen. 
Da die geodätischen Kurven unserer Flächen die infinitesimale Trans- 


formation B,f= df: dx -+ df:dy gestatten, so hat das entsprechende 

Bogenelement die Form e” = e“®A (2 — y); und da die betreffenden Flächen 

überdies der dritten Klasse angehören sollen, so bestehen Relationen von 
der Form: 

X), -e- 1) 

dy dx 


und: 


e = — Xef(e—y)=e"rri(ae—y)=Yep(a—y). 
Daher kann man schließen, daß X und Y die Form: 
er K’ete-ne, Y= L’et-v»v 


besitzen, und daß dabei X ® und Z? gewisse Konstanten bezeichnen. 
Wünschen wir das Bogenelement auf die Form v(z’+ y)+ P(x'— y') 
zu bringen, so müssen wir nach (21’): 


L (a1) y 


27 a&— x e 
(52) BR Ta, 


setzen. Ist hier «— 1 von Null verschieden, so wird: 











ıE 4 («—1)x e ” 2 + («—1) y ’ " 
ie a =y+ß=y 
& a—1 
und: 
ee (0 — 1) y" 
Te a ee Meer 
Es ist: 
w’ _ ew da dy ef Ma—y) ? ee a 2Q 
€ dx dy' Ir, e (2—Y), 


und also besteht eine Relation von der Form: 


RE /aıf! m 
erg) rel), 


wo zur Abkürzung y” : x” = ® gesetzt ist. 
Zur Bestimmung der Funktion ®(®) bilden wir die Gleichung: 
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die stattfinden muß, da e” die Form u(x’ + y’) + P(x"— y”) be- [11 
sitzen soll, und finden hierdurch die gewöhnliche Differentialgleichung: 


netto 2. 1210=0, 


«a —1 





deren allgemeines Integral: 
2 


2 
L(1+0o)e=-1 + M(1- 0)! 
die beiden Konstanten Z und M besitzt. Dies gibt: 
2 2 


| ’ n ANGE T „ ae dU 
(53) ev” = L(x’ + y’)*-1+ M(x"— y’) =! Tag 


dabei ist = dU:dx’, "= dU:dy”. Schließen wir daher den Fall, daß 

















& = — 1 ist, aus, so kommt durch Integration: 
@a+1 N «+1 
& — x" + y") Par RR: ae ; M(a’ — y’)i+ X, 
ri a+1i 
7 Eu i ” " ” a I Se + de 
Nun aber ist: 
nr a-+1l 
E- = 3 @-Darefa-y=a°i rl), 
a+1l 
2 d ” N 
"== zl@-Yyeg@-y)=y1o(h,), 


und also besitzen X’ und Y’ die Form: 


a-+1 a+1 


4 nn Rx" .—t, y' iR Sy" EEE 


wobei R und S zwei Konstanten sind. 
Jetzt kehren wir zu den Bezeichnungen des $ 4 zurück. Es ist: 





2 2 
men Harıy)e.., Ba, - Mies 
«+1 e+1 
Al@+yy, 8-2 U@-N), 
3—a 8—& 


„m ra ” “u 











Pr 2 " gern if 
e—1, Ten Ma: 1, 
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Diese Werte substituieren wir in die Bedingungsgleichung (27): 
0 ger Alp" — ®") + 4(p"?— ®"?) 292 X’ a“ Y’)(p’ — ®”) BR 
FA 2p'p [72 E= 2 (X’ En x) op” E= (X’— Bo ®”, 


und erhalten hierdurch eine Gleichung, deren Glieder mit Ausnahme von 
A(9”" — ®”) hinsichtlich x”, 4” homogen von der Dimension 4: (@ — 1) [412 
sind; während das ausgeschlossene Glied A(p”— ®”) von der Dimension 
2:(& — 1) ist. Also können wir zunächst schließen, daß die Konstante A 
gleich Null sein muß. Es ist, wenn wir wie früher y”: 2" = w® setzen: 


4 4 


(4p"?— 2p'yp"): 1" Bat a — : L(1+ +o)e—1, 


+ 4 


” Rh! Maar: & 
(40724 200”): 0° 1 — 











4 


(— X’p " = Xp") : ai — 
2 3—a 
= Ruh (4 ©) —— Hay), 





4 


(X + X’): = 
2 3—a 
yet! FT 2 Four 
=—& Ha-a) Sr un 20 





+ 


6 y' gr Y’ op”) ; gra—ı ee 
2 2 PT 3—a 
a e+1 Pozag ee + @)e=1+ — on ee ol, 


4 


Er* o'_Y' ®”) } gra—ı ur 


BR ER a ER ER Are 2 

Be su ltt or (1 — o)°7% Iren Ren si (1 wu N Erle 1 
und, da die Summe der links stehenden Glieder gleich Null ist, so ver- 
schwindet die Summe der rechts stehenden Glieder ebenfalls. Setzen wir 
jetzt zunächst voraus, daß 2: (« — 1) keine ganze positive oder negative 
Zahl ist, so erkennen wir durch Reihenentwickelungen, daß die Summe 
der beiden letzten rechts stehenden Glieder verschwindet, und daß infolge- 
dessen: 


SLHMI SOLL MS 0. 
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ist; da Z und M nicht gleichzeitig verschwinden dürfen, schließen wir, 
daß $= 0 ist. Und durch Vertauschung der gleichberechtigten Größen 
x’, y" schließen wir unter den genannten Voraussetzungen, daß auch 
R= 0 ist. Unsere Bedingungsgleichung reduziert sich hierdurch auf die 
beiden ersten Glieder, deren Summe nur dann verschwindet, wenn & = 0 ist. 


Die Annahme « = ( liefert die Flächenfamilie: 


L M 


arte 





dieentsprechenden Flächen sind aufRotationsflächen ab- 
wickelbar und gehören zugleich meiner dritten Klasse an. 
Ich zeige später, daß die betreffenden geodätischen Kurven 
drei unabhängige infinitesimale Transformationen ge- 
statten. 


Ist andererseits 2:(« — 1) eine ganze negative Zahl, so er- [413 
kennen wir, indem wir von der Annahme 2:(@ — 1) = — 1 absehen, die 
auf den schon früher ausgeschlossenen Fall « = — 1 führen würde, daß 
auch jetzt R=S= (0 sein muß. Infolgedessen müßte wiederum « = 0 
sein, was indes jetzt ausgeschlossen ist. 


Setzen wir endlich voraus, daß 2: (« — 1) eine ganze positive Zahl 
ist, so werden wir zunächst annehmen, daß 2:(@«— 1) >2ist. Alsdann 
erhalten wir jedenfalls die sechs folgenden Relationen zwischen L, M, 


R, S und e: 


(DB- Mm) RL+M=0, 





Par 





— (+ M9)— — RL-M=0, 


er (L2— M?) ER 





=u; 


2 








Ze er) 
24) I S(L--T2)=0, 





2 
a m) — ET 8S(L+(- Der) SD 
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Hier kombinieren wir die erste Gleichung mit der dritten, und anderer- 
seits die vierte mit der sechsten, und erhalten hierdurch die beiden Rela- 
tionen: 


TIIRI+M)- 0, 


Fs(I+ ai M)=0, 


die sich, da die Annahme « + 1= 0 den ausgeschlossenen Fall: 
2: —-1)=—1 


geben würde, auf die Gleichungen: 


2 
R(L+M)=0, s(z+ (— 12T Mm) = (0 
reduzieren. 
Wäre R=0, so gäben die beiden ersten unter den sechs oben- 
stehenden Relationen die Gleichungen: 


«L—-M)=0, «(LD+M)=0, 


sodaß sowohl L wie M verschwinden müßte, was indes absurd wäre. 


‘Ein analoges Raisonnement zeigt, daß auch $8 nicht verschwinden darf. 
Also wird: 


L+M=0, L+- 1 iM=0 [414 


und: 
a. 


sodaß 2:(« — 1) eine gerade Zahl sein muß, und dabei unter den ge- 
machten Voraussetzungen jedenfalls größer als 3. Infolgedessen können 
wir zu den sechs obenstehenden Relationen sicher noch weitere, insbeson- 
dere die nachstehende, fügen: 





PT + m nn mM 20 
a—i ü 


In diese substituieren wir den Wert M=— L und zugleich den aus der 
zweiten unter den sechs obenstehenden Relationen hervorgehenden Wert: 


2«(@—1) 
R- TEE L 
und erhalten hierdurch die Gleichung: 
e— 302 —4, 


deren Wurzeln — ’% und 4 der Größe 2: (« — 1) die ausgeschlossenen 
Werte — 1 und 5 geben würden. Die Annahme, daß 2:(@«— 1) eine 
ganze positive Zahl, und dabei größer als 2 ist, gibt somit nichts. 
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Ich will sodann annehmen, daß 2:(«— 1)=2 und also « = 2 ist. 
Dann erhalten wir die Relationen: 


8 (22 M)—5R(L+M)=0, 
8.4(P+M)—8R(L-M)=0, 
16(2— M)—3(R+ S)L+M)=0, 
8.4(L2+ M)—88(L—-M)=0, 

8 (2 — MY) —58(L+M)=0, 


aus denen: 
(R—-S)(L+M)=0, (R-S)\E-M)-=V0 
hervorgeht, sodaß wir R = 5 setzen können. Also wird: 


8 (L— M)—5R(L+M)=0, 
16(L22— MY) — 6R(L+M)=0, 


und: 

L.-M?:=-0, RL+M)=®. 
Wäre nın R=0=S$, so ergäben sich wie früher die absurden [415 
Werte L=M=0. Also ist L+ M=0, sodaß unser Bogenelement 
die Form: 


ew’ — L(&’ + y") — L(x” — y’ = 4Lx”y" 


annimmt. Dieser Fall führt somit nur auf developpable 
Flächen. 

Ich will endlich annehmen, daß 2:(«— 1) =1 ist. Dann werden 
L, M, R und $ bestimmt durch die Gleichungen: 


B_- M—-R(L+M=0, 
6(L+ M)— 2R(L- M)— 28(L+M)=0, 
L— M—-S(L-M)=0, 


welche uns, da die Annahme L+ M= 0 nur developpable Flächen lie- 
fert und somit ausgeschlossen werden kann, die folgenden Werte gibt: 


M=iL, R=Li1-, S=L(l+0. 


Durch Weglassung von unwesentlichen konstanten Faktoren können wir 


hiernach: 
er A BE. 
ee" —=x —ıy, 


ge’ — 32"? + 2 ic’ y" + y"3; = ia"? + 22” y" + 3iy"® 
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setzen. Die betreffenden Flächen gehören, wie man sieht, zu denjenigen, 
deren geodätische Kurven zwei konforme infinitesimale Transformationen, 
nämlich: 

af ,df n af 


da Pay FT Y ayı 








gestatten. 


Die geodätischen Kurven der Flächen ®=xr-—iy ge- 
statten somit dreiinfinitesimale Transformationen, näm- 


lich: 


B,f= 32° + 2icy + To + (ia? + 2x2y + Bi?) Fr 
Diese sind, wie man sieht, verbunden durch dieRelationen: 
BB Bf: (BB) =8Bf,: (BB) = Bf. 
Ich will nun annehmen, daß in den Gleichungen (52) die Größe 


«= list; dann sind die neuen unabhängigen Variabeln x’, y’ bestimmt 
durch die Gleichungen: 


dx’ = Kda, dy= Ldy, 
die durch Integration: 
Kr=2!+ß=3#), Ly=y+y=y' 
geben. Also wird: 








2 dz dy __eka—y) _ £ 


ne 3 Ru [416 


und dabei ist die unbekannte Funktion A bestimmt durch die partielle 
Differentialgleichung: 


d? x’: K d? A 0 


oder durch die äquivalente gewöhnliche Differentialgleichung: 
(L- K)A’+22X+LR=0, 


deren allgemeines Integral, da wir von der, nur developpable Flächen 
liefernden Hypothese L?— K?= 0 absehen können, die Form: 


Zn -- (&-%) 
Ae T+K\K ZI. Be L—K\K L 
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besitzt. Infolgedessen können wir: 








+ y” EEE dU 
e” — Ae!tK& + Be 2 
setzen. 
Durch Integration erhalten die Größen: 
; dU n dU 
& Kane, da’? dy" 
die Werte: 
a 6 Be, HS: 
& = A(L+K)e!+£ +B(L—-K)e "—#* +X, 
x’ +y” a’ —y”’ 


"= A(L+K)e!+* -_B(L-K)e X +Y', 


und, da & und n’ andererseits (51) die Form: 


' 


Pe -ete ner -%). 


‚_.dy ty 
N un = e'p(@ — y) =e:9(5 -7) 
besitzen müssen, so erkennen wir, daß X’ und Y’ in die Form gesetzt 


werden können: 2 yr 


X'=Ref, Y=8e:, 
wobei X und L Konstanten sind. 
Kehren wir jetzt zu den Bezeichnungen des vierten Paragraphen zu- 
rück, so wird: 


=’ + y’’ PO LREE 


Be AlıR)er“, © Br Ki 

Setzen wir diese Werte, wie auch die soeben gefundenen Werte von X’ 
und Y’ in die Bedingungsgleichung (27) ein, und sehen dabei von der 
Annahme ABb=0, die nur developpable Flächen liefert, ab, so [417 
werden wir auf Widerspruch geführt, und erkennen somit, daß die 
Hypothese « = 1 keine nicht developpable Fläche der 
dritten Klasse liefert. 

Es bleibt noch die Annahme zu erledigen, daß in der Gleichung (53) 





die Größe «= —1 ist. Dann wird: 
NEAR Li 
e = at Loy ir gt er da’ dy" 
und: 
, daU „ [77 [77 [73 4 
g = AU _ Llog (@" + y") — Mlog@"—y)+ X, 


' dU [2 [23 [7 [24 ! 
7a Lloge +y")+ Mlog(@&”"— y’)+!". 
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Nun aber bestehen (51) Gleichungen von der Form: 


und also haben X’ und Y’ die Werte: 
X= (M-DL)lgx”+R, 
Y’=—-(M+Dlogy"+S, 
wo R und $ gewisse Konstanten bezeichnen. Setzen wir die gefundenen 
Ausdrücke in die Bedingungsgleichung (27) ein, so werden wir wiederum 


auf Widerspruch geführt, und erkennen somit, daß auch die Annahme 
& = — 1 keine Fläche der dritten Klasse liefert. 


31. Um die Untersuchungen dieses Paragraphen zum vollständigen 
Abschlusse zu bringen, müssen wir schließlich alle der dritten Klasse an- 
gehörigen Flächen suchen, deren Bogenelement die Form e—= (2 — y)m 
besitzt. 

Unser Verlangen führt auf die Funktionalgleichung: 


AH MI =-dya+Y)+ Play), 
und also zugleich auf die Differentialgleichung: 


GM OKZ+ NM (G-%)+3mX+ N r74 


+m(m — 1) X?—- Y9)=0, 





die durch die Substitution: 
Ben am, r-f,er32. 
die Form: 


(54*) ww — a IM (w’ — @’) = 2m (m — 1) 


(2+ 9% 


annimmt. Durch Differentiation hinsichtlich & kommt die Gleichung: 





(w — o) = 0 





3m ‚ ' 4 —i m 3 „ 
en w—o)ta” + to" + [as 
2m (m — 1) Be; 
+ GL =, 
oder die äquivalente: | 
4m(m — 1) 





3m (w — @') + ıı Wo) to” +S%+3mao’(l@+ + 


+2m(m -1)o=(0, 
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und durch neue Differentiation hinsichtlich &: 


4 —1 4m(m —1) _, „ 
en” I ( — 0 a ang. +2m(m —1)o” + 
+3 m +): +9" + +9 —=0. 
Wenn wir endlich mit (2 + 8)? multiplizieren, und sodann hinsichtlich & 
differentiieren, so erhalten wir die Relation: 


(2m? + Tm +6)(e+ Ho” + Em +H)E +++ RM = 0, 


welche zeigt, daß die Größe &'® sicher verschwindet, und daß ®’” nur, 
wenn 2m? + Tm + 6 verschwindet, von Null verschieden sein kann. 

In dieser Weise erkennen wir, daß X (x) und Y(y) immer zwei Diffe- 
rentialgleichungen von der Form: | 


X?=-a+bX+cX?+dX?, 
Y?:=«+ßY+rY?+9T7Y? 
mit konstanten Koeffizienten erfüllen. Setzen wir diese Werte in die Be- 


dingungsgleichung (54*) ein, so erkennen wir, daß m gleich — 2, 0 oder 1 


sein muß. 





Die beiden erstgenannten Hypothesen liefern nur Flä- 
chen konstanter Krümmung. DieAnnahme m=1 liefert die 
wichtige Flächenfamilie e®=x-+y, die wir indes schon früher 
gefunden und diskutiert haben. 


Hiermit kennen wir das Bogenelement einer jeden Fläche der dritten 
Klasse, die gleichzeitig entweder der ersten oder der zweiten Klasse angehört. 
Dagegen ist es mir nicht gelungen, alle Flächen zu bestimmen, die 
in mehrfacher Weise der dritten Klasse angehören. Ich weiß nur, daß 


Flächen mit dem Bogenelemente: 
A Er: 
ae+y? @— y)® 
in zweifacher Weise dieser Klasse angehören (Note 1). 
Ob es Flächen gibt, die in dreifacher Weise der dritten Klasse 
angehören, ist mir nicht gelungen, definitiv zu entscheiden; ich betrachte 


es indes als außerordentlich wahrscheinlich, daß dies bei den Flächen: 








“ 1 1 du? dv? 
se es ME ee ee: MwW+K mw-+ are 
die ich in der nachfolgenden Note 1 betrachte, der Fall ist. [419 
In der dritten Note zeige ich, daß Flächen, deren Krümmung nicht 
konstant ist, nie mehr als drei infinitesimale Transformationen ihrer geo- 
dätischen Kurven gestatten können. 
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Note 1. Über die allgemeinste geodätische Abbildung einer reellen 
oder imaginären Fläche. 


In einer schönen Abhandlung der Annali di Matematica, Serie II, t. 3, 
beschäftigt sich Dini, wie schon bemerkt, mit der allgemeinsten Bestim- 
mung zweier Flächen, die sich derart auf einander abbilden lassen, daß 
zu einem gegebenen Punkte der einen Fläche ein Punkt oder einige 
Punkte der andern Fläche zugeordnet sind, und dabei den geodätischen 
Kurven der ersten Fläche ebensolche Kurven der zweiten Fläche ent- 
sprechen. Zwei solche Flächen, sagt Dini, sind geodätisch auf ein- 
ander abgebildet. 

Verlangt man mit Dini sowohl, daß die betreffenden Flächen reell 
sind, wie daß sich die Abbildung durch reelle Gleichungen zwischen den 
Cartesischen Punktkoordinaten der beiden Flächen ausdrücken lassen soll, 
so geben Dinis Entwickelungen die allgemeinste Erledigung des ge- 
stellten Problems. Läßt man dagegen alle Beschränkungen hinsichtlich 
der Realität fallen, so erhält man, wie ich in dieser Note zeigen werde, 
noch weitere Resultate. 


32. Dini nimmt seinen Ausgangspunkt in dem folgenden von Tissot 
herrührenden Satze: 

Sind zwei reelle Flächen durch eine ganz beliebige reelle Punkttrans- 
formation auf einander abgebildet, so gibt es immer auf der einen Fläche 
ein Orthogonalsystem von Kurven, deren entsprechende Kurven auf der 
andern Fläche ebenfalls ein Orthogonalsystem bilden. 

Um einen naturgemäßen Ausgangspunkt für die Erledigung unserer 
allgemeineren Fragestellung zu gewinnen, werden wir zunächst die Be- 
schränkungen suchen, unter denen sich Tissots Satz auf imaginäre 
Flächen ausdehnen läßt. | 

Wir wollen annehmen, daß zwei Strahlenbüschel (t) und (r) projektiv 
auf einander bezogen sind, und daß dabei t und r entsprechende Gerade 
sind. Wir setzen ausdrücklich voraus, daß die Ebenen dieser Strahlen- 
büschel den Kugelkreis nicht berühren, daß vielmehr jede ihn in verschie- 
denen Punkten schneidet. Seien m, und m; die beiden getrennten Geraden 
des ersten Büschels, die den Kugelkreis schneiden, und seien m,’ und ms’ 
diejenigen (reraden desselben Büschels, deren entsprechende Gerade uy’, us’ 
im zweiten Büschel den Kugelkreis schneiden. Setze ich nun zuerst vor- 
aus, daß weder m, noch m; mit m,’ oder ng’ zusammenfällt, so gibt es 
immer im ersten Büschel ein und nur ein Geradenpaar t,ı und t,, 
das sowohl hinsichtich mım;, wie hinsichtlich m,’my’ [420 
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harmonische Lage besitzt. Daß aber t, und t, hinsichtlich m, m; 
harmonisch liegen, heißt eben, daß t, und t, senkrecht auf einander stehen. 
Und daß t, und t, hinsichtlich m,’ ms’ harmonisch liegen, besagt ebenfalls, 
daß die beiden t, und tz zugeordneten Geraden r, und r, senkrecht auf 
einander stehen. 


Wenn daher zwei Strahlenbüschel projektiv auf ein- 
anderbezogensind, unddabeidiejenigen @eraden deseinen 
Büschels, die den Kugelkreis schneiden, solchen Geraden 
des zweiten Büschels zugeordnet sind, welche den Kugel- 
kreis nicht schneiden, so gibt esin jedem Büschel ein und 
nur ein Paar getrennter und senkrechter Geraden, deren 
entsprechende Gerade ebenfalls senkrecht auf einander 
stehen. 


Wir wollen ferner, indem wir die oben eingetührten Bezeichnungen 
Mı, Ma, My, Mg, Uı, Ma festhalten, annehmen, daß m, mit m, zusammen- 
fällt, während m, und ms verschiedene Gerade sind. Sollen jetzt zwei Ge- 
rade t, und t, sowohl hinsichtlich mım,, wie hinsichtlich m,'m;’ harmo- 
nisch liegen, so müssen t, und t, mit einander und gleichzeitig mit m, 
zusammenfallen. 


Sind daher zwei Strahlenbüschel projektiv auf ein- 
ander bezogen, und ist dabei die eine und nur die eine Ge- 
rade des ersten Büschels, die den Kugelkreis schneidet, 
einer Geraden des zweiten Büschels zugeordnet, die eben- 
falls den Kugelkreis schneidet, so gibt esimersten Büschel 
keine zwei getrennten und senkrechten Geraden, deren ent- 
sprechende Gerade im zweiten Büschel senkrecht auf ein- 
ander stehen. 


Fällt endlich m, mit m,’ und gleichzeitig m; mit m,’ zusammen, so 
liefert jedes Paar senkrechter Geraden im ersten Büschel zwei orthogo- 
nale Gerade im zweiten Büschel. 


33. Die vorangehenden Entwickelungen zeigen fast unmittelbar, unter 
welchen Beschränkungen sich Tissots Satz auf die allgemeinste analy- 
tische Abbildung zweier reeller oder imaginärer Flächen ausdehnen läßt. 
Zieht man nämlich alle Tangenten in einem willkürlichen Punkte der 
einen Fläche, und ebenso alle Tangenten in dem zugeordneten Punkte 
der andern Fläche, so erhält man zwei Strahlenbüschel, deren Gerade 
durch die Abbildung notwendig projektiv auf einander bezogen sind. 

Es sind hierbei drei wesentlich verschiedene Fälle denkbar, jenach- 
dem die auf unseren Flächen gelegenen Kurven, deren Bogenlänge gleich 
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Null ist (die sogenannten Minimalkurven) bei der Transformation in 
ebensolche Kurven übergeführt werden oder nicht. Jede Fläche enthält 
zwei Scharen Minimalkurven. Gehen bei der Transformation beide Scharen 
Minimalkurven der einen Fläche in Kurven der andern Fläche über, deren 
Bogenlänge von Null verschieden ist, so gibt es nach dem Vorangehenden 
in jedem Punkte der ersten Fläche zwei und nur zwei verschiedene und 
[auf einander] senkrechte Fortschreitungsrichtungen, denen auf der [421 
zweiten Fläche ebenfalls senkrechte Fortschreitungsrichtungen zugeord- 
net sind. 


Wenn daher zweiFlächenin solcher Weise aufeinander 
abgebildet sind, daß den beiden Scharen Minimalkurven 
dereinenFlächeaufderanderen Fläche Kurven zugeordnet 
sind, deren Bogenlänge von Null verschieden ist, so gibt 
es auf der ersten Fläche immer zwei (und nie mehr) Scharen 
von Kurven, die einander orthogonal schneiden, und deren 
zugeordneteKurvenebenfallseinOrthogonalsystem bilden. 


Setzen wir sodann voraus, daß bei der gegenseitigen Abbildung 
zweier Flächen die eine und nur die eine Schar Minimalkurven der einen 
Fläche ebensolehen Kurven der andern Fläche zugeordnet ist, so gibt es 
nach dem Vorangehenden in einem willkürlichen Punkte der einen Fläche 
keine zwei distinkten orthogonalen Fortschreitungsrichtungen, denen auf 
der andern Fläche orthogonale Fortschreitungsrichtungen zugeordnet sind. 


Geht daher die eine und nurdieeineScharvonMinimal- 
kurven bei der Abbildung in ebensolche Kurven über, so 
gibtes auf keiner der beiden Flächen ein Paar vonKurven 
scharen, deren einzelne Kurven einander orthogonal 
schneiden, während die zugeordneten Kurven ebenfalls 
ein Orthogonalsystem bilden. 


In diesem Falle bleibt also Tissots Satz!) nicht mehr gültig. Dieser 
Ausnahmefall kann offenbar auch eintreten, wenn die beiden Flächen reell 
sind, vorausgesetzt, daß die Abbildung durch imaginäre Relationen 
zwischen den Cartesischen Punktkoordinaten der betreffenden Flächen 
vermittelt wird. 

Sind endlich zwei Flächen in solcher Weise auf einander abgebildet, 
daß beiden Scharen Minimalkurven der einen Fläche ebensolche Kurven 
der andern Fläche entsprechen, so ist die betreffende Abbildung bekannt- 





1) Ich kann nicht bezweifeln, daß die im Texte angegebene Beschränkung in 
Tissots Abhandlung, die ich nicht kenne, berücksichtigt worden ist. 


Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. II,1 22 
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lich konform, und daher liefert jedes Orthogonalsystem der einen Fläche 
ein ebensolehes Kurvensystem auf der andern Fläche. 


34. Nach diesen Vorbereitungen können wir unser Problem angreifen. 

Ich will zunächst annehmen, daß zwei Flächen in solcher Weise geo- 
dätisch auf einander abgebildet sind, daß es möglich ist, auf der einen 
Fläche zwei Scharen orthogonaler Kurven anzugeben, deren Bildkurven 
auf der andern Fläche ebenfalls ein Orthogonalsystem bilden. In diesem 
Falle führt die von Dini (Annali di mat. Ser. II, t. I, S.276—279) ent- 
wickelte Methode zum Ziele. Reproduziert man seine Entwickelungen und 
Rechnungen (S. 276—279 seiner Abhandlung), indem man nur diejenigen 
Betrachtungen wegläßt, in denen Beschränkungen hinsichtlich der |422 
Realität implizite enthalten sind, so erhält man den folgenden Satz: 


Satz 20. Sind zwei Flächen geodätisch auf einander ab- 
gebildet, und gibt es dabei auf der einen Fläche ein und 
nurein System orthogonaler Kurven, deren entsprechende 
Kurven ebenfalls ein Orthogonalsystem bilden, so ist es 
immer möglich, das Bogenelement der einen Fläche auf die 
Form: 

ds? = | Ulu) —- V(o)} (U,wdu? + V,w)dv%) ') 
und gleichzeitig das Bogenelement der andern Fläche auf 
die Form: 





(en ei _ n) (ar b) due + en b) dv) 


zu bringen. Dabei sind U(u), U,(w), V(v), V,(w)arbiträre Funk- 
tionen ihrer Argumente, während a und 5b beliebige Kon- 
stanten bezeichnen. 


Wünscht man, alle Flächen zu finden, auf denen sich eine vorgelegte 
Fläche vermöge dieses Satzes geodätisch abbilden läßt, so muß man zu- 
nächst das Bogenelement der gegebenen Fläche in allgemeinster 
Weise auf die Form: 


(Uu) — V w)) (U,(u) du? + V,(v) dv?) 
bringen; sodann gibt Dinis Satz die Form des Bogenelementes der ge- 


suchten Flächen. Ich führe später die Anwendung dieser Theorie auf ein 
interessantes Beispiel vollständig durch. 





1) Man kann im Texte ohne wesentliche Beschränkung U,—=1, V,=1 setzen. 
Die betreffenden Flächen lassen sich übrigens auch dadurch charakterisieren, daß 
ihr Bogenelement die Form: 


da2—= [ve +y) + Pla — y)) dx dy 
erhalten kann. 
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35. Ich suche jetzt die allgemeinste geodätische Abbildung einer vor- 
gelegten Fläche, bei der ihre Minimalkurven der einen Schar in Minimal- 
kurven der neuen Fläche übergehen, während sich die Minimalkurven der 
zweiten Schar in geodätische Kurven umwandeln, deren Bogenlänge von 
Null verschieden ist. 

Ist das Bogenelement der gegebenen Fläche auf die Form: 


(55) ds? = 2F(z,y)dxdy 


gebracht, und ordne ich dabei jedem Punkte der neuen Fläche diejenigen 
Koordinatenwerte x, y zu, welche dem entsprechenden Punkte der vor- 
gelegten Fläche zukommen, sodaß die Abbildung durch die Gleichungen: 


Be FR Fr | 


vermittelt wird, so kann ich annehmen, daß das Bogenelement der neuen 
Fläche die Form: 
(56) ds = Edx?® + 2Fdxdy 


besitzt. Die eine Schar von Minimalkurven wird auf jeder Fläche be- [423 
stimmt durch die Gleichung dx = 0; die zweite Schar Minimalkurven wird 
für die erste Fläche durch dy = 0, dagegen für die zweite Fläche durch 
die Differentialgleichung Ede +2 Fdy= 0 bestimmt. Da die geodätischen 
Kurven beider Flächen durch dieselbe Relation zwischen x und y be- 
stimmt werden sollen, so müssen die Differentialgleichungen der geo- 
dätischen Kurven unserer beiden Flächen identisch sein. 

Die Differentialgleiehung der geodätischen Kurven der Fläche (56) 
hat nach Gauß die Form: 


dE 
dx 


Edx-+ Fady 
ds j 





da? +2 dedy= 2ds.d 
woraus durch Entwickelung die Gleichung: 
2 Fey" + 2FT, y° Ar (35 5 2FS,) y+ 
+ (EG, -2E+FZ) = 
hervorgeht. Dementsprechend bestimmt die Differentialgleichung: 
2F?y’+ 2F 7,9" _ 2F-y= 0 
die geodätischen Kurven der Fläche (55). Und da unsere beiden Diffe- 


rentialgleichungen identisch sein sollen, so findet das vorliegende Problem 
22* 
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seinen analytischen Ausdruck in den Relationen: 


dlegF __diogF 








dE dF dE 


a 
(57) | 
78 -: = — 
F dy da) F id? 


die wir jetzt integrieren werden. 


Die erste Gleichung zeigt, daß F' die Form: 
PF=#,Al) 


besitzt. Hierdurch nimmt die letzte Gleichung (57) die Form an: 
dE dX 
3 dy = >2F Ar ie 


Um die Formeln zu vereinfachen, führen wir die Größe X (x) als 
neues x ein. Dann wird: 

ne om: 

Ber ee 





2F, 


und die zweite Gleichung (57) liefert die partielle Differentialgleiehung: 


dE 3 dEdE d?E 
u rer ee irre 


die durch die Substitution: 
E [424 


die einfachere Form: 
d@E dEdE _ 


er re 


annimmt. Also ist: 


B = (X zu 5 


wo X, eine arbiträre Funktion von x, Y, eine arbiträre Funktion von y 
bezeichnet. Durch Substitution kommt: 


PER N BEN 
Be2& +2): Fe 2 


Fk 
Pas iR ai, 


wo Y,' wie gewöhnlich die derivierte Funktion von Y,(y) hinsichtlich y 
bezeichnet. | 
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Die Bogenelemente unserer beiden zusammengehörigen Flächen be- 
sitzen somit die Formen: 


at 3 

ds?—= = °(X, + Yı?da +62 °(X,+ Y)Yı'dady, 
RL ı 

ds? ER 6% "(Zr En Y,) 2 dx dy. 


1 
Durch Einführung von Y, als neuem y und von —x ? als neuem 
x und durch Weglassung eines unwesentlichen konstanten Faktors er- 
halten wir daher die allgemeine Erledigung des vorliegenden Problems 
in folgendem Satze: 


Satz 21. Sollen sich zwei Flächen in solcher Weise geo- 
dätisch aufeinander abbilden lassen, daß die eine und nur 
die eine Schar von Minimalkurven der einen Fläche einer 
Minimalkurvenschar auf der andern Fläche entspricht, so 
kann das Bogenelement der einen Fläche die Form: 


ds’ — (y-+ X(a))dxdy 


und gleichzeitig das Bogenelement der andern Fläche die 
Form: 


ds? = 3; t(y+ Kida? — 2°(y+ X)daedy 
erhalten. 
Man sieht, daß die hiermit gefundene allgemeine Flächenkategorie 
meine sogenannte zweite Flächenklasse als speziellen Fall umfaßt. 
Kann das Bogenelement einer reellen Fläche die Form: 


d?—=(y+ X)daıdy 

erhalten, so muß dasselbe auch die Form: 

ds? — (X + YWY))da’dy’ [425 
annehmen können. Setzt man daher: 

y-!/Wy), rn A, 
so werden die betreffenden Flächen bestimmt durch die Bedingungsgleichung: 

FHRB)Y’N=r+ulW), 

die durch Differentiation nach x’ die äquivalente Relation: 


PEX + DERy« 1 
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liefert. Gibt man hier der Größe x’ sukzessiv verschiedene konstante 
Werte, so darf man nur eine Relation von der Form: 
ar tdr 1 
erhalten, weil Y nicht konstant sein kann. Daher findet man zur Be- 
stimmung der drei unbekannten Funktionen Y, X, X, die einfachen 
Gleichungen: 
A =4, (XX,)=b, aYY + re 
die durch Integration: 
X,=ar+te, XX,=ba’+d, aY?+25Y=2y+k 


geben, wobei a, b, c, d und % arbiträre Konstanten sind. 

Hier treten zwei wesentlich verschiedene Fälle auf, jenachdem a 
gleich Null oder von Null verschieden ist. In dieser Weise erhalten wir 
den Natz: 


Satz 22. Solldas Bogenelement: 
ds = (y+ X(a))dxdy 
durch Einführung neuer Variabeln «, y', bestimmt durch 
y=Y(y), «= F(«), dieForm: 
ds? = (x + y(y')) da’ dy’ 
erhalten können, so sind zwei wesentlich verschiedene 


Fälle möglich; es kann nämlich Y entweder gleich by’ oder 
gleich b: Yy gesetzt werden. 

_ Die beiden soeben gefundenen Flächenfamilien haben schon in den 
vorangehenden Untersuchungen eine wichtige Rolle gespielt. Wir wissen, 
daß jedes unter den betreffenden Bogenelementen auf die Form: 


vea+y)+ Play) 
gebracht werden kann. Und also können wir durch Verknüpfung der 
vorangehenden Entwickelungen den folgenden Satz aussprechen: 

Satz 22*. Gestatteteine reelleFläche einegeodätische Ab- 
bildung auf Flächen, auf welche sie nicht abwickelbarist, 
so kannihr Bogenelement sicher die Form: 

d?—= (vya+y)+ Pla — y)dady [426 


erhalten; dabei wird die betreffende Abbildung im allge- 
meinen dureh Dinis Formel geliefert. Wenn jedoch das be- 
treffende Bogenelement die Form: 


a’=(a+W—- (a y’+1ljdedy, 
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oder auch die Form: 
ds? = (a(e + y) + b(e— Y)}dzay 

erhalten kann, so gestattet die betreffende Fläche nicht 
bloß solehe geodätische Abbildungen, die durch Dinis For- 
mel geliefert werden, sondern noch weitere geodätische 
Abbildungen, die sich indes nie durch reelle Relationen 
zwischen den betreffenden Punktkoordinaten ausdrücken 
lassen. 

36, Zur Illustration der vorangehenden Theorien werden wir die 
allgemeinste geodätische Abbildung der wichtigen Flächenfamilie: 

d?=(y+x)drdy 

bestimmen. 

Wir setzen y'= Y(y), 2 = X(x) und verlangen, daß die Relation: 

(FH X) YX=vlary)+ Pla— y) 
in allgemeinster Weise befriedigt werden soll. Dies gibt die Bedingungs- 
gleichung: 
ıryrıX’+ Y(XX') — (YYyY X — or r.& a 0, 

oder die äquivalente: 
(XX’” KL ER Bye 


gr x’ Y — y’ a yAi=0, 














(58) 


und durch zweimalige Differentiation hinsichtlich X: 


a. 
dX?: Dt aX2\X' 





)Y=0. 
Da Y keine Konstante und noch weniger eine Funktion von x sein 


darf, so wird: 
de Cesa cc 0 





"a. az Kr 
und: 
2. [23 
on =n+bX, 
(59) De 
>22 SR dı + b, 9. 


WO 4y, ı, do, dı konstant sind. Durch Einsetzung dieser Werte in (58) 
erhält man die analogen Gleichungen: 





yy’r yy’ 3zy’Y’" 
en FR Ay + dı Y = “ T , [427 
(60) y'" 
Wi; Ey bo us b, x, 
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die zusammen mit (59) die unbekannten Funktionen X und Y vollständig 
bestimmen. 
Durch Elimination von Y"” kommt: 


3/7 = do = (1 —b)Y — b, Re 
und durch Differentiation hinsichtlich y: 


3 Y 
3% 





=4—b— 2b), 


und endlich durch Vergleichung mit (60): 
„—4b, bh =: 
Durch analoge Behandlung der Gleichungen (59) ergibt sich, daß 
u=4a, dh=0 


wird, was wieder heißt, daß: 


EA 
ist. Also wird: 
N DU 


und: | 


(61) Y=4ayP +ßy+Y, X=+w2: +dc-+e, 


wo ein wesentlicher Unterschied eintritt, jenachdem a, gleich Null oder 
von Null verschieden ist. 

Ist a, von Null verschieden, so können wir ohne wesentliche Be- 
schränkung a, = 6, ßB= 6 = setzen, sodaß unser Bogenelement die Form: 


d?—=4yP +20 +Yy+E)aydıdy, 
oder durch W egwerfung eines unwesentlichen Faktors die äquivalente Gestalt: 
da?= ia ty + Ma+y— @— yt— Ma&@— y}dady 
annimmt. Setzen wir hier: 


z+y=u, i—-y=-v, 
so wird: 


d®—= (u + Mu: — v! — MV) (du? — dw), 


und also lehrt Dinis Satz (20), daß sich unsere Flächen geodätisch ab- 
bilden lassen auf jeder Fläche, deren Bogenelement die Form: 


ER 1 1 du? dv: 
(62) as ne ua et 
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besitzt. Wir bemerken beiläufig, daß sich dieses neue Bogenelement [428 
durch Einführung der elliptischen Funktionen wesentlich vereinfachen läßt.!) 
Der einfachste Fall ist, daß die Größe u + Mw® + K ein vollstän- 
diges Quadrat: 
“+ MW +K= (uw + a?) 


ist. Setzen wir in diesem Falle: 


so können wir, wenn a von Null verschieden ist, ohne Beschränkung: 
tg - = au, arctg- = av 
arcig , — al, 7 0ı 


annehmen; und folglich wird: 


(cos? au, — cost av,) (du? — dv), 
oder: 
(eos?4 (x, + yı) — cos! 4 (2, — y,)} da, dyı, 
oder endlich: 
sin, siny, (l+ cosz, cos yı) dx, dyı 


das entsprechende Bogenelement. Dasselbe erhält bei der Substitution 
cost, = x”, c0sy, = Y' die Form: 


(1 + eu dx” dy", 
die wir früher so oft angetroffen haben. 


Flächenmitdem Bogenelementeds®= (z+y)dxdy lassen 
sich daher geodätisch abbilden auf einer jeden Fläche, 
deren Bogenelement die Form d?= (zy-+1)dxdy besitzt. 


Jetzt müssen wir annehmen, daß in der Formel (61) die Größe a 
verschwindet. 

Das vorgelegte Bogenelement ds? = (y-+ x)dx’dy' erhält unter 
dieser Voraussetzung die Form: 


la(@+y)— bie —y) + eldady, 





1) Es ist selbstverständlich, daß die durch die Formel (62) definierten Flächen 
drei unabhängige infinitesimale Transformationen ihrer geodätischen Kurven ge- 
statten, und ich vermute, daß diese sämtlichen Transformationen für allgemeine 
Werte der Konstanten M und K meiner dritten Klasse angehören. Ist diese Ver- 
mutung richtig, so definiert die zitierte Formel eine neue sehr bemerkenswerte 
Flächenfamilie. 
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oder, da die Größe e ohne Beschränkung gleich Null gesetzt werden kann, 
die einfachere Form: 


la(& + y) — bie — y)ldaay, 
die wir auch folgendermaßen schreiben können: 
(au — bv) (du? — dvR). 


Die betreffenden Flächen lassen sich nach Dinis Satze geodätisch ab- [429 
bilden auf jede Fläche, deren Bogenelement die Form: 





1 1 du? dv? ) 
ar u ee bv-+e 
besitzt. Setzen wir hier: 


du 
Vau+: 


de 
Vbo+e 





._ u ME u d(x, - Yı), er =4n,& er d(x, je Yyı), 


so erkennen wir, daß unser neues Bogenelement auch die Gestalt: 





oc 
a? 
4 


erhalten kann. 


Die Flächen mit dem Bogenelemente: ds?= (y’ + «’) dx’ dy’ 
lassen sich daher geodätisch abbilden auf alle Flächen, 
deren Bogenelement die Form erhalten kann: 


A 
(«+ 9)? 


wo Aund B Konstanten sind. 


de! 





Bar | deay, 


Ee 


3%. Hiermit kennen wir die allgemeinste geodätische Abbildung einer 
Fläche mit dem Bogenelemente ds? = (y+ x)dxdy, die sich aus Dinis 
Untersuchungen herleiten läßt. Es bleiben noch diejenigen weiteren Ab- 
bildungen zu untersuchen, die durch meinen Satz 21 geleistet werden. 

Wir müssen zuerst das Bogenelement ds? = (y’+ x’)da’dy’ in all- 
gemeinster Weise durch die Substitution y = Y(y), <= X(z) auf die 
Form ds?= (y+ X,)dxdy bringen. Unsere Forderung wird durch die 
Bedingungsgleichung: 

(Y+- HD Y’ X =y+X,(e) 


oder durch die äquivalente Gleichung: 


LI) + PIr7=3 
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ausgedrückt. Geben wir hier der Größe y sukzessiv verschiedene konstante 
Werte, so dürfen wir, wie vorhin, nur eine Relation von der Form: 


a bi 1 


erhalten. Also wird: 


(YYyY=a, F'=b, 


sodaß Y die Form cy-+ d besitzt, während 5 gleich Null, X’=1:a 
wird. Wir müssen daher den Satz 21 auf das Bogenelement: 


ds? = (y+ Ax+ B)dedy= (y+ X)dady 
anwenden, und erhalten hierdurch das neue Bogenelement: 
ds?= tx"t(y+ Ax+ Bde? — a°(y+ Ax+ B)dxdy. 


Um dasselbe auf die Form 2 F'da’dy' zu bringen, bemerken wir, daß [430 
die Differentialgleichung: 


day 


das Integral: 


Er | a 
Zee 7 


besitzt, und daß infolgedessen: 


an 


Flächen mitdem Bogenelemente: d?=(z-+y)dxdylassen 
sich daher aueh in solcher Weise auf eine Fläche mit dem 
Bogenelemente: ds?= (Xy’+1)dx’dy' [geodätisch] abbilden, 
daß die Minimalkurven der einen Schar der vorgelegten 
Fläche inMinimalkurven der neuen Fläche übergehen. 


wird. 


Hiermit ist die allgemeinste geodätische Abbildung einer Fläche mit 
dem Bogenelemente ds? —= (y+ x) dx dy bestimmt. Gleichzeitig finden wir 
unter anderm die allgemeinste geodätische Abbildung aller Flächen, deren 
Bogenelement entweder die Form ds? = («y +1)dxdy, oder die Form: 


A 


B u: I Sn B2 
% PORan aa Eee) I) dedy (AZ0, BZ0) 


besitzt. 
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38. Wenn man eine vorgelegte Fläche der dritten Klasse: 
r—=ylat)+ Play) 


durch Dinis Transformation in eine neue Fläche überführt, so kann man 
immer aus den bekannten infinitesimalen Transformationen der geodäti- 
schen Kurven der ersten Fläche die entsprechenden infinitesimalen Trans- 
formationen der neuen Fläche herleiten. Wendet man diese Bemerkung 
auf die Fläche e® =x-+ my mit ihren drei bekannten infinitesimalen 
Transformationen an, so findet man unter anderm, daß die Fläche: 


1 1 
mtl ty? (m— 1% (2 — y) 








eWw 


die drei infinitesimalen Transformationen: 


2 (m? + 1)c + 4my FE 4mz + 2(m?+1)y dr 








B,f= 








2 — y? dz x — y? dy’ 
Be zy2ma+ı+myy) df 2 zyamytm’tDe) df 
pe x” — y? dx x” — y? dy’ 
au 


besitzt. Auf dieser Fläche gibt es somit zwei unabhängige infinitesi- [431 
male Transformationen der dritten Klasse, nämlich: 
df df d d 
Bi-&,;t May? b,f= a Mi 

Bilden wir nun den Ausdruck a,D,f+ a,B,f und lassen dabei a, und @ 
willkürliche Konstanten bezeichnen, so können wir unser Bogenelement 
nach den Regeln des vierten Paragraphen in unendlich vielen Weisen 
auf die Form e® = g”’(z + y) — ®’(x — y) bringen. Wir werden diese 
recht interessante Rechnung andeuten. 

Durch Ausführung erhalten wir die beiden Relationen: 


4la1Sıt 2) „-w 
day 


d(a,nı + A2n,) _ | 
Apr EU, "—=b+ceY, 


=b+af, 





in denen b und c gewisse Konstanten bezeichnen. Setzen wir sodann: 


dk = a y' ay 
Vb+er’ 2 Vb+ey 
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so muß unser Bogenelement in den neuen Variabeln x”, y” immer die Form 
v(x”+y")+ P(x2”— y") erhalten. Ich überlasse dem Leser, die hierzu 
erforderlichen Rechnungen mit Hilfe der elliptischen Funktionen wirklich 
durchzuführen. | 

Hier bemerke ich noch ausdrücklich, daß in $ 7 das Bogenelement 
aller Flächen bestimmt wurde, welche sowohl vermöge des Satzes 20, wie 
vermöge des Satzes21geodätisch abgebildet werden können. In $ 6 bestimmte 
ich alle Flächen, deren Bogenelement die Form: ds? — e*"®(z — y)dzdy 
erhalten kann, und die sich vermöge des Satzes 21 geodätisch abbilden 
lassen. Und endlich in $8 fand ich eine Reihe Flächen mit dem Bogen- 
elemente ds? = e*"®(x — y)dxdy, die sich vermöge des Satzes 20 geo- 
dätisch abbilden lassen. 


Note 2. Über die Bestimmung der geodätischen Kurven, 
die infinitesimale Transformationen gestatten. 


Wenn die geodätischen Kurven einer Fläche eine infinitesimale Trans- 
formation gestatten, so vereinfacht sich immer die Bestimmung dieser 
Kurven. Um dies nachzuweisen, gebe ich zunächst den Beweis eines merk- 
würdigen Satzes, den ich schon früher und sogar in allgemeinerer Form 
aufgestellt habe (Math. Ann. Bd. XI, 8.508 [1877, d. Ausg. Bd.IV, Abh. III, 
S. 209]). 


39. Sei: 





Br . 
AM Kat Kit. + gt =0 


eine vorgelegte lineare partielle Differentialgleichung, die zu einem [432 
bekannten Ausdrucke: 


Pe ee Bel 


In 
in solcher Beziehung steht, daß eine Relation von der Form: 
(63) BAM) — AB) = Alan, 2 .., 20). Af 


stattfindet. Ist dann M ein Jacobischer Multiplikator von Af=0, 
was durch die Bedingungsgleichung: 


d(MX;,) 
da 


d(MX,) Kanu 5.0 oz, 
ST Fre "> Er aut Mo 





ausgedrückt wird, so ist es folgendermaßen möglich, eine Lösung von 
Af=0 zu finden. 


350 IV. Untersuchungen über geodätische Kurven. Ann. XX, 1882 
Wir differentiieren die Gleichung (63): 


Bier 5% X, 1) = ER AX; 


nach &; und summieren sodann nach j. Dies gibt, wenn wir die sich auf- 
hebenden Glieder weglassen: 


deX de, dx, 
SI, Se ala u = A(A)+ errr 


ix, da; 


oder, was auf dasselbe hinauskommt: 
dX;, 13 
BI) - AI) Am + DI: 
Nun ist aber nach Voraussetzung: 


dAX; 
a, Aloe); 
also folgt: 
— B(A (log M) — A (35) - AA — AA(log M), 
3 
und durch Berücksichtigung von (63): 


— A(Bilog M)) — A (32) SAN 
9 


Diese letzte Gleichung, die sich auch folgendermaßen schreiben läßt: 
d 
A (Blog M) +3 24 2)=0, 


zeigt, daß es uns wirklich gelungen ist, einen Ausdruck aufzustellen, der 
die Gleichung Af = O erfüllt. 
Dies gibt: 


Satz 23. Stehen die beiden Ausdrücke: | [433 
Af= Ix, dx,’ Bf= Saar, 
in der Beziehung: 
BAN)-ABN)= RAN), 


so ist, wenn M einen beliebigen Jacobischen Multiplikator 
von Af=0 bezeichnet, der Ausdruck: 


B (log M) + IS® +1 
j 3 


entweder eine Konstante oder eine Lösung von Af=0. 
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40. Sei jetzt: 
ds —= e®daıdy 


das Bogenelement einer Fläche und: 
IH z ya dw\ df 
HF TE (fr de I Er ® 
die lineare partielle eh der betreffenden geodätischen 
Kurven. Dann ist die Größe: 
TL 
M=e? y 
nach einem Satze von Jacobi, den man übrigens sehr leicht verifiziert, ein 
Multiplikator von Af=d. 


Setzen wir nun voraus, daß die geodätischen Kurven unserer Fläche 
die infinitesimale Transformation: 


af ET. 
(64) BI=3,.r Na be 





gestatten, und daß also eine Relation von der Form: 
B(AN)— A(BN) = AA(f) 
stattfindet, so ist der Ausdruck: 


(65) J= Blog M)+ Gt == a, 





iy 
nach dem vorangehenden Satze entweder eine Konstante oder eine Lösung 
von Af=V(. 

Es ist sogar möglich, noch einen Ausdruck aufzustellen, der Af= 0 
erfüllt. Setzen wir nämlich in die Relation: 


BAD) — ABM) = AAf 
statt f die Größe J, so kommt: 
A(BI) =0, | 
sodaß auch B(J) entweder eine Konstante oder eine Lösung von A(f)=V 
darstellt. 


In der Formel (64) denken wir uns, wie immer in der vorangehenden 
Abhandlung, daß & und n nur von x und y abhängen.') Dann ist [434 





1) Eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung y’—= wir, y, ) 
gestattet immer beliebig viele infinitesimale Berührungstransformationen. Kennt 
man zufälligerweise eine solche Transformation der geodätischen Kurven einer Fläche, 
so findet man diese Kurven nach den Entwickelungen des Textes. 

Man kann sich übrigens die Aufgabe stellen, alle Flächen zu finden, deren 
geodätische Kurven eine vorgelegte infinitesimale Berührungstransformation gestatten. 
Besonders interessant scheint der Fall, daß die charakteristische Funktion dieser 
Transformation die Form &f,(x, y)y’%® besitzt. 
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nach den früheren Formeln (1), (3°): 





dn ‚(an _dö PL: 
et 
d ‚d | ; 
Ka VI lg M=—w——logy; 
ferner ist: 
1 dw dw 3 1 /dn ‚dan de ‚od 
Blog M)- tl tn) -sylatr na) N) 
dE An, de _odn_ 9% 
art Ya 
Also wird: ; 
..dw dw de dn ‚d& 1 dn 
It ragt aatay °Yay Pyran 


und man sieht, daß J nur dann eine absolute Konstante sein kann, wenn 
die beiden Relationen d&:dy = 0, dn:dx = 0 bestehen. In diesem 


speziellen Falle wird: 


ep dw  d5S  _dn 
It Tag Fan F ayo 


und dieser Ausdruck ist nach der Formel (6) wirklich gleich einer Kon- 
stanten, die sogar, wenn das Bogenelement die Form: 


d?—= D(x — y)drdy 
besitzt, identisch verschwindet. Also: 


Satz 24. Gehört eine Fläche meinerzweiten oderdritten 
Klasse an, und ist dabei ihr Bogenelement schon auf die 
Form ds?= e”dxdy gebracht, so findet man ein Integral der 
Differentialgleichung der geodätischen Kurven durch ’Diffe- 
rentiation. 


41. Es fragt sich, ob man durch Bildung des Ausdrucks B(J) eine 


neue Lösung durch Differentiation herleiten kann. Wir setzen: 


_2y_ifpdn, dw ak, dm „de 1dı 
(66) str taten) Yay ydx 
; 1 
er Me 
und bilden den Ausdruck: 
; 1 
BJ) = Bla) — By — Bo), — [455 


(rar avEn), 
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a ” de a 2 de 
(A) = Bl) Bir, —3 (BB) + BB) - 


I F (By) — Ze + vE) + v6, u =; vn 
Um zu entscheiden, ob dieser Ausdruck, der nur dann eine Konstante sein 
kann, wenn die beiden Größen dg:dy=ß und dn: dx = y gleichzeitig 
verschwinden, ein von J, unabhängiges Integral darstellt, bilden wir die 
Größe: 
B(J,) — JeY=d, 


die wiederum ein Integral darstellt. Es ist: 


= Bla) — 4By — @— y (BB) + BZ) — BGE — 208) — 


36 


(67) 
re (Bo) — Zr na 2ay): 


Ich will jetzt zunächst annehmen, daß die betreffende Fläche meiner 
dritten Klasse angehört. Dann können wir nach (22): 


de dn 
By, En en 
dy . de 


setzen, also wird: 
ME. ‚ 
J= B(a) — 4B’— @®— (y + ,) (BB) — 20) — (y— )B( 5) 
und andererseits: 


(68) h=a-(y+z)B BZ). 


Ist daher die Größe dn: dy— dä: dx verschieden von Null, so sind Js 
und J, unabhängige Integrale, sodaß wir unter dieser Voraussetzung die 
vollständige Integration der Differentialgleichung der geodätischen Kurven 
durch Differentiation allein leisten können. 

Ist dagegen, wenn wir die Bezeichnungen des vierten Paragraphen 
anwenden: 


und infolgedessen: 
el’ u Gonsk, 
so wird: 


B(ß) — 2uß= Bl) — (EG + % rt ne [ass 
Be) sBe)- Fa FO) H+X’+T!).e 
Be) - Fe EM) tar“. 


Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. II,1 . 23 
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Nun aber erhält die Formel (27) durch die Substitution X’=Y"=a 
und dureh Multiplikation mit der Größe e”—= 9" — ®" die Gestalt: 


(A — 2a) (9"— 8") + 49" — 8")(9"+ 9’) - Bier) =0, 
also wird: 
B(ß) — 2aß = 3(A— 6a)(p— D)=3(A-6a)P, 
und infolgedessen: 


= Bi 4 (A 6m)Ply + y); 
und endlich: 


— 1(4A — ba)dı= B(e) — 4B?— a — 3(A— ba)e. 


Das hiermit gefundene Integral ist von y’ unabhängig und muß so- 
mit identisch gleich einer Konstanten sein, was sich folgendermaßen verifi- 
zieren läßt. Die Gleichung (27) zeigt, daß: 


(69) Blu) = A+ 49" +0) — X" —Y”, 


und infolgedessen, daß: 
(70) e=44A+2(9"+ ©") 
ist. Folglich wird: 


— 1(A—6a) h= (dp —89"?+2(X’ + 9" — 2A 2a)p”)+ 
+ (40 0” 80? + 2X — 2)0”"—2(4— 200) — 34: +30A4, 


ünd dabei erkennt man sogleich durch Anwendung der Formeln (28), daß 
die rechte Seite der letzten Gleichung eine Konstante ist. 
Hiermit erhalten wir den folgenden Satz: 


Satz 25. Sollen die Größen J, und B(J,), die durch Diffe- 
rentiation gefunden werden, unabhängige Integrale der 
Differentialgleiehung der geodätischen Kurven auf einer 
Fläche der dritten Klasse darstellen, so ist notwendig und 
hinreichend, daß die Größe X”— Y” [nicht] gleich Nullist. 


Dieser Satz gibt eine interessante Definition der in Nummer 13 ge- 
fundenen Unterabteilung meiner dritten Klasse. 

Ich will nun ferner annehmen, daß die Formel (67) ai eine Fläche 
der zweiten Klasse angewandt wird. In diesem Falle wird: 


1 
B=0I, y=e, er 


ee 1 $ 
= B(@) — e— (Bo) 77, + v2 20y) 


Note 2. Nr. 41, 42. Wann zwei Integrale, wann nur eines 355 
und: | [437 
Bio)— rg +rg5—2ar = zBle) — AP 77 ner aar Pri 


Nun aber ist (13), (17): 


d ; 
B(w) — 59" + =-N=-0 


also kommt: 
Jı= Be) — a + ap, 


und: 


A+3ad= Blo)— a +Ftce. 


Hiermit ist nachgewiesen, daß J,+ 3c,J, nur von x und y abhängt, und 
somit als Integral einer Differentialgleichung zweiter Ordnung eine abso- 
lute Konstante ist. Also: 


Satz 26. Die Größen J, und B(Jı) sind nie unabhängige 
Integrale, wenn die betreffende Fläche der zweiten Klasse 
angehört. 


Wenn die vorangehenden Theorien nur ein Integral liefern, so findet 
man die betreffenden geodätischen Kurven durch eine Quadratur, in- 
dem man die Jacobische Theorie des letzten Multiplikators zu Hilfe 
nimmt. 


42. Bour hat bekanntlich (Journal de l’&cole polytechnique t. XXII, 
S. 79—80) gezeigt, daß man die geodätischen Kurven einer jeden auf 
Rotationsflächen abwickelbaren Fläche, die jedoch nicht konstante Krüm- 
mung besitzen darf, durch gewisse Quadraturen bestimmen kann. Ich 
werde andeuten, wie man diesen schönen Satz am einfachsten mit 
meinen Untersuchungen in Verbindung setzen kann. 

Da die betreffende Fläche unter den gemachten Voraussetzungen nur 
eine infinitesimale Verschiebung in sich ohne Dehnung gestattet, so findet 
man die entsprechende infinitesimale Transformation: 


JOr-ELTOF 


durch Quadratur. Nimmt man sodann die Differentialgleichung der 
geodätischen Kurven: 


y"= via, y, y‘) 
und setzt: 


dr 
A(f)= Ei Er 
Bey=5lrndl rat, 
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so bilden die beiden linearen partiellen Differentialgleichungen: 
af)=0, Bi =0 

ein vollständiges System, dessen Multiplikator (Math. Ann. Bd. XI, 5.501 
[diese Ausg. Bd. IV, Abh. II, S. 202]) aufgestellt werden kann, da man nach 
Jacobi den Multiplikator von A(f) = 0 schon kennt, und überdies die 
Differentialinvariante «J (65) identisch verschwindet. Hiernach inte- [438 
griert man leicht das vollständige System, sowie die Gleichung Af=, 
womit die gesuchten geodätischen Kurven bestimmt sind.?) 

Bei meiner früheren Bestimmung der geodätischen Kurven einer jeden 
Fläche, die meiner dritten Klasse angehört, durch Differentiation 
wurde ausdrücklich vorausgesetzt, daß das entsprechende Bogenelement 


schon auf die Form: 

e— pet) DEN 
gebracht war. Es ist indes unmittelbar evident, daß diese Voraussetzung 
nicht notwendig ist, wenn die betreffende infinitesimale Transformation 
schon bekannt ist. 

Ist eine beliebige Fläche vorgelegt, so läßt sich immer durch aus- 
führbare Operationen entscheiden, ob ihre geodätischen Kurven eine oder 
sogar mehrere infinitesimale Transformationen gestatten. Existiert eine 
und nur eine solche Transformation, so findet man dieselbe durch Qua- 
dratur, und kann sie sodann für die Bestimmung der geodätischen 
Kurven in Übereinstimmung mit den obenstehenden Entwickelungen ver- 
werten. Gibt es mehrere infinitesimale Transformationen, so verlangt deren 
Bestimmung höchstens die Integration einer gewöhnlichen Differential- 
gleichung erster Ordnung; in mehreren Fällen läßt sie sich durch Qua- 


dratur leisten.?) a 


1) Einfacher als die Entwickelungen des Textes ist die folgende Methode, die 
ohne Zweifel bekannt ist. 

Bei der infinitesimalen Verschiebung beschreiben alle Punkte der Fläche 
isotherme Kurven, die zusammen mit ihren Orthogonalkurven durch Quadra- 
tur bestimmt werden. Wählt man dieselben zu Koordinatenkurven u, ®, 80 erhält 
das Bogenelement sogleich die Form: 

ds? —= du? + B(u)dv?, 
die sodann unmittelbar auf die kanonische Form: 
ds? —= P(x — y)dazdy 
gebracht wird. Hieraus aber findet man leicht die geodätischen Kurven durch 


Quadratur. 

2) Dies ist insbesondere sicher der Fall, wenn die vorgelegte Fläche gleich- 
zeitig mehreren unter meinen drei Klassen angehört; indessen sehen wir dabei von 
den Flächen konstanter Krümmung ab. 
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Wenn daher die geodätischen Kurven einer Fläche eine 
oder mehrere infinitesimale Transformationen gestatten, 
so verlangt die Bestimmung dieser Kurven höchstens die 
Integration einer Differentialgleichung erster Ordnung. 

Sucht man zum Beispiel die geodätischen Kurven einer Fläche, deren 
Bogenelement die Form: 

ds?—= e""d(x — y)dady 


erhalten kann, so wird das Integrationsproblem leicht auf eine Differential- 
gleichung erster Ordnung reduziert. Diese Gleichung läßt sich, wenn «a 
von Null verschieden ist, nicht durch Quadratur erledigen. [439 

Diejenigen Kurven, welche die Punkte der Fläche durch kontinuier- 
liche Ausführung der infinitesimalen Transformation beschreiben, sind 
isotherme Kurven, und werden daher, wie auch ihre Orthogonalkurven, 
durch Quadratur gefunden. Gleichzeitig bestimmt man die auf der Fläche 
gelegenen Kurven, deren Bogenlänge gleich Null ist. Hiernach kann man 
das Bogenelement der Fläche auf die kanonische Form ds?=e“"®(z— y)dzdy 
bringen. 
Liouville hat bekanntlich!) gezeigt, daß die geodätischen Kurven 
einer jeden Fläche, deren Bogenelement schon auf die Form: 


d’=|y(r+Yy)+ Plz — y)ldzdy 


gebracht ist, durch Quadratur bestimmt werden können. Hiermit stehen 
offenbar die vorangehenden Entwickelungen, insofern sie sich auf Flächen 
der dritten Klasse beziehen, in genauester Verbindung. Das Neue bei 
meinen allerdings mehr speziellen Theorien liegt einerseits darin, daß es 
für mich nicht notwendig ist, daß das Bogenelement schon auf die Liou- 
villesche Form gebracht ist, andererseits darin, daß ich in gewissen 
Fällen die von Liouville verlangten Quadraturen durch Differentiationen 
ersetze. 


43. Durch Verknüpfung einiger von Liouville und Bour her- 
rührender Entwickelungen, die ich sogleich reproduziere, mit meinen 
vorangehenden Untersuchungen erhält man einen interessanten Satz über 
die Form des Bogenelementes aller Flächen, die meiner dritten Klasse an- 
gehören. 

Besitzt die Differentialgleichung der geodätischen Kurven: 





1) Application d’analyse ä la geometrie, par Monge, &dition de Liouville, 
S. 577. 
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ein oder mehrere Integrale von der Form: 
- 1 
(71) U=fle, y)+Vp(e, Wrzr y), 


so müssen die Größen f, p und » die Relationen: 


Be. ae Al, Mm am 
day Päy’ äy. 08 Pix’ 
4 BP en ERS ı RES. 
ad Va 1” dv 


_ erfüllen. Also besitzen g und % die Form: 
p = Xıla)e®, y = Yıly)e”, 


während die nach x und y genommenen Differentialquotienten von f die 


Werte: 
SER aY. Er (e”) EIER Y!e” af a X a (e®) X. ii e® [440 
2 ldy IE N ldx ı 


aufweisen. Um das hiermit gefundene Integral: 
(12) U=f+Xery+ ne 


zu vereinfachen, führen wir statt x und y neue Variabeln x,(&), yı(y) ein. 
Es wird dann: 


en dx, : wi ayı dyı w. 1 
een 
dx, 


Bestimmen wir daher x, und y, durch die Relationen: 








dx dy 
1 Da Yı vY 
so wird: 
1 
U=ftrey+ ER 
und: 
af __ ge) df ___gdien) 
aa ayı’ dan da, ’ 


und infolgedessen: 


d?(ewı d?(eWı 
Fr n. a =I, H=Yyat+y)t+ Pan N)- 
Hiermit ist gezeigt, daß ein Integral von der Form (Tl) 
nur dann auftritt, wenn das betreffende Bogenelement die 
Liouvillesche Form annehmen kann. Existieren zwei oder 
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noch mehr Integrale von der Form (71), so kann das Bogen- 
element in mehrfacher Weise die Liouvillesche Form erhalten. 

Diesen bekannten Satz werden wir auf eine Fläche meiner dritten 


Klasse anwenden. 
Wir bemerken da zunächst, daß die Form des früher durch Differen- 


tiation gefundenen Integrals: 
1 
— w f Er 
J=u.—e (y = r) 


mit den soeben angestellten Betrachtungen übereinstimmt. Es ist leicht, 
zu verifizieren, daß auch das Integral: 


5 = B(e)— 4P— —(y+ „) (BA — 208) — (V— „)B (2 - 5) 


die Form (72) besitzt. Denn nach den Formeln (69), (70) ist: 
B(ß) — 2uß = (4 A— X’— Y”)e®, 


sin) Ne, 
und also wird: 
I, = Bla) — 4? — a — (LA — 2X )ery— (3 A—2Y”)e” = [441 


Ist dabei X’— Y"’Z0, so sind J, und .J, unabhängige Integrale; und 
daher kann das betreffende Bogenelement in raehrfacher Weise, ja sogar 
in unendlich vielen Weisen auf die Liouvillesche Form gebracht werden. 

Bezeichnet man nämlich mit A eine willkürliche Konstante, so ist 
Jg + AJ, immer ein Integral von der Form (72). Setzt man daher: 


dx dy 
X 14 i ayı = „ 1 
V?X"—4t4A+1 V2eY"—44+1 


und führt sodann x, und y, als neue Variable ein, so erhält die Größe e”: 
immer wieder die Form: 


"= ya + Y)+ Fl — Yı). 


Alle Flächen meiner dritten Klasse, die nicht durch 
die Formeln der Nummer !3 geliefert werden, haben somit 
diecharakteristische Eigenschaft, daßihrBogenelementin 
unendlich vielen Weisen die Liouvillesche Form ® = y(x + y) 
+%(2— y) erhalten kann. 


Wir haben in der Tat schon gesehen, daß zum Beispiel das Bogen- 
element e® = x-+ y in mehrfacher Weise die Liouvillesche Form er- 








da, — 
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halten kann. Dieselbe Bemerkung gilt unter anderm auch für die Flächen- 


familien: 
A B 


arm toog 


Hierzu fügen wir noch die folgende interessante Bemerkung. Aus 
den in $4 gefundenen Formeln: 





e®=ay+1, e* 


ui ratW+P@-W+rL, 


Ö ! N} ’ 
Kn=yat+W-Pa@-NW+HY, 
ergibt sich: 








Sr LE en ey om ı Kir 


öt öt 
Ist nun: 
K=Y.—a= Gonst, 
X =ac+tb, Y=ay-te, 
so wird: 


EN (+ y)+alt+y)+b+e, 








day) ı we 
Er —=—20 (cc —y)+alc— y)+b—ec. 


In diesem Falle wird eine jede der isothermen Kurvenscharen 


z+y= Const. und: x — y = Const. [442 


in sich transformiert durch die infinitesimale Transformation dx = &6t, 
öy=nödt. 

DieinNummerlöbestimmtenFlächenderdrittenKlasse 
lassen sich daher auch dadurch charakterisieren, daß sie 
ein isothermes Orthogonalsystem enthalten, welches bei 
der betreffenden infinitesimalen Transformation inva- 
riant bleibt. 


Note 3. Bestimmung aller Formen, welche die Transformationsgruppe 
der geodätischen Kurven einer Fläche besitzen kann. 


Will man meine Theorie der Transformationsgruppen als bekannt 
voraussetzen, so ist es nicht schwierig, die vorangehenden Theorien wesent- 
lich zu vervollständigen. Es ist in der Tat möglich, die Form der Transfor- 
mationsgruppe der geodätischen Kurven einer Fläche a priori anzugeben, 
und gleichzeitig die entsprechende Gleichungsform der geodätischen Kurven 
aufzustellen. 
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Hat die betreffende Fläche konstante Krümmung, so können ihre 
geodätischen Kurven nach Beltramis Untersuchungen durch eine lineare 


Gleichung: 
(73) aX(z,y)+bY(a,y)+e=0 


dargestellt werden. Also gestatten die geodätischen Kurven einer solchen 
Fläche jedenfalls die o0® linearen Transformationen der Größen X, Y. 
Und da die Gruppe der linearen Punkttransformationen einer Ebene in 
keiner umfassenderen Transformationsgruppe der Ebene enthalten ist, so 
schließen wir, daß die geodätischen Kurven einer Fläche konstanter Krüm- 
mung keine weiteren Transformationen als die soeben besprochenen linearen 
Transformationen der Größen X und Y gestatten. 


44. Indem wir uns jetzt zur Betrachtung von Flächen, deren Krümmung 
nicht konstant ist, wenden, stützen wir uns auf Beltramis Satz, daß die 
geodätischen Kurven einer solchen Fläche nie durch eine lineare Gleichung 
von der Form (73) dargestellt werden. Wir suchen daher die allgemeinste 
Gruppe von Punkttransformationen einer Ebene, welche zweifach unend- 
lich viele Kurven, die sich nicht durch eine lineare Gleichung darstellen 
lassen, unter einander vertauscht. 

Jede Gruppe hat, wie wir wissen, zweigliedrige Untergruppen, die, 
wenn ich wie gewöhnlich: 


setze, eine unter den Formen: 


9,X(2)9;5 9,995 9,9; ,2P-+yq [443 
besitzen. 


Läßt die zweigliedrige Gruppe g, X(z)q eine zweifach unendliche 
Kurvenschar invariant, so gibt es unter diesen Kurven sicher solche, deren 
Gleichung sich hinsichtlich y auflösen läßt. Sei y = f(x) eine solche Kurve 
der Schar. Alsdann gehören alle Kurven mit der Gleichungsform: 


y=f(x)+ta+bX, 


was auch die Konstanten a und b sind, unserer Schar an. Und also wird 
diese Schar dargestellt durch eine Gleichung, die hinsichtlich der Kon- 
stanten linear ist. Gestatten daher die geodätischen Kurven einer 
Fläche eine Transformationsgruppe mit einer Untergruppe von der Form 
9, Xg, so hat die Fläche konstante Krümmung. 

Ich will sodann annehmen, daß die zweigliedrige Gruppe q, yg eine 
zweifach unendliche Kurvenschar invariant läßt, und daß y= f(x) wieder- 
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um eine Kurve der Schar ist. Dann gehören. alle Kurven mit der Glei- 
y=afl«)+b 


mit den beiden willkürlichen Konstanten «a und b unserer Schar an. Diese 
wird daher auch jetzt durch eine lineare Gleichung dargestellt. Hieraus 
folgt wie soeben, daß nur auf den Flächen konstanter Krümmung die geo- 
dätischen Kurven eine Gruppe mit einer Untergruppe von der Form g, yq 
gestatten können. 

Die geodätischen Kurven einer Fläche, deren Krümmung nicht kon- 
stant ist, gestatten daher jedenfalls nur solche Transformationsgruppen, 
deren sämtliche zweigliedrige Untergruppen entweder die Form p, q oder 
die Form p, cp + ygq besitzen. Setzt man nun meine Aufzählung aller 
Gruppen von Punkttransformationen einer Ebene als bekannt voraus, so 
erhält man ohne weiteres den folgenden wichtigen Satz: 


chungsform: 


Satz 27. Die Transformationsgruppe einer Differential- 
gleichung y'=f(x,y,y'), dienicht durch Punkttransforma- 
tion auf dieForm y’= (0 gebracht werden kann, besitzt eine 
der folgenden Formen: 


pP; 2,95 P,2@p +Yyg; 9, Pt Ayg; 

PHP +Y+DG P,2p + yg, Op + (@a2y + Ay’)g. 
Wenn daher die geodätischen Kurven einer Fläche eine 
Transformationsgruppe gestatten, so besitzt diese Gruppe 
1,2,3 oder 8 Parameter. Der letzte Fallentspricht den Flä- 
chen konstanter Krümmung. 


45. Einer jeden unter den hiermit aufgestellten Transformations- 
gruppen entspricht eine bestimmte Gleichungsform der betreffenden geo- 
dätischen Kurven: 

1. Gestatten die geodätischen Kurven die infinitesimale Trans- [444 
formation p, so hat ihre Gleichung die Form: 


s+a+fy,b)=d, 
wobei a und 5 willkürliche Konstanten sind. 
2. Gestatten die geodätischen Kurven die beiden permutablen infini- 
tesimalen Transformationen p und g, so hat ihre Gleichung die Form: 
y+b=f(a+a). 
3. Gestatten die geodätischen Kurven die infinitesimalen Transforma- 
tionen p und xp + yq, so hat ihre Gleichung die Form: 


ay= f(ax +b). 
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4. Gestatten die geodätischen Kurven die drei infinitesimalen Trans- 
formationen 9, q,2p + Ayq, so hat ihre Gleichung (wenn 4 nicht ver- 
schwindet) die Form: 


y+b=Kl(a+a), 
wobei « und b willkürliche Konstanten sind, während die Größe X für 
eine gegebene Fläche einen bestimmten Wert hat. 


5. Gestatten die geodätischen Kurven die drei infinitesimalen Trans- 
formationen 9, g,2p + (y+ x)gq, so hat ihre Gleichung die Form: 


y+b=(z+a)log(e+a)+K(z+a), 


wobei die Konstante K wiederum in jedem einzelnen Falle einen be- 
stimmten Wert besitzt. 

6. Gestatten die geodätischen Kurven die drei infinitesimalen Trans- 
formationen p, 2p + ygq, ©p + 2xyg, so hat ihre Gleichung die Form: 


Kz+a)(l—(e+ab)=y, 


wo abermals K für eine gegebene Fläche einen bestimmten Wert besitzt. 


7. Gestatten endlich die geodätischen Kurven die drei infinitesimalen 
Transformationen p, xp + yq, &?p + (2x2y + y?)g, so hat ihre Gleichung 
die Form: 


y=K(z+a)1—(y+x-+a)b), 


wo die Konstante K, wie in den früheren Fällen, für eine gegebene Fläche 
einen bestimmten Wert besitzt. 

Die in die drei ersten unter den aufgestellten Gleichungsformen ein- 
gehenden willkürlichen Funktionen lassen sich näher bestimmen. Hierauf 
gehe ich indes bei dieser Gelegenheit nicht näher ein. 


Note 4. Über Flächen, deren geodätische Kurven eine Gleichung [445 
von gegebener Form erfüllen. 


46. Wir stellen uns noch die allgemeine Aufgabe, das Bogenelement: 


(74) ds? = Edu? +2Fdudv + Gdv 


einer jeden Fläche zu bestimmen, deren geodätische Kurven eine ge- 


gebene Gleichung: 
2(u,v,a,b)=0 


zwischen «,v und zwei willkürlichen Konstanten a, b befriedigen. 
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Wir bilden die Differentialgleichung der geodätischen Kurven: 


derjenigen Fläche, deren Bogenelement durch (74) gegeben ist. Sodann 
differentiieren wir & = 0 zweimal hinsichtlich v, und bilden durch Elimi- 
nation von a und b die Differentialgleichung zweiter Ordnung: 


die mit F'= 0 identisch sein soll. Dies gibt mehrere, und zwar vier Be- 
dingungsgleichungen zwischen u, v und den ersten Differentialquotienten 
von E, F und @ hinsichtlich « und v. Es fragt sich, ob diese partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung mit drei unbekannten Funktionen 
E, F und @ gemeinsame Lösungen besitzen. 

Es ist denkbar, und zwar ist dies im allgemeinen der Fall, daß es 
gar kein Wertsystem E, F', @ gibt, welches unsere Bedingungsgleichungen 
erfüllt. Alsdann gibt es keine Fläche, deren geodätische Kurven durch 
eine Relation von der Form & = 0 bestimmt werden können. Man kann 
immer durch sogenannte ausführbare Operationen entscheiden, ob dieser 
Fall vorliegt oder nicht. 

Haben unsere Bedingungsgleichungen gemeinsame Lösungen, so gibt 
es Flächen, deren geodätische Linien durch eine Relation von der Form 
2% = (0 bestimmt werden, und zwar sind hierbei zwei Fälle möglich. 

Es ist denkbar, daß es ein und nur ein Wertsystem E, F, @ gibt, 
das unsere Bedingungsgleichungen erfüllt. In diesem Falle verlangt die 
Bestimmung der Größen E, F und @ als Funktionen von « und v nur 
ausführbare Operationen, das heißt Differentiationen und Eliminationen. 

Dieser Fall tritt ein, wenn es unter den Flächen, deren geodä- |446 
tische Kurven durch & = 0 bestimmt werden, eine gibt, deren Bogen- 
element weder die Form: 


(75) da?= (Ya+y)+ Pk — Yy)daıdy, 
noch die Form: 
(76) de (y+ Xa))deäy 


erhalten kann. Denn unter dieser Voraussetzung sind alle Flächen, deren 
geodätische Linien durch 2 = 0 bestimmt werden, auf einander abwickel- 
bar und besitzen somit dasselbe Bogenelement. 

Es ist aber auch denkbar, daß es unendlich viele Systeme der Funk- 
tionen E, F und @ gibt, welche die vier Bedingungsgleichungen erfüllen. 


Note 4, 5. Nr. 46—48. Die Diffgl. der geodätischen Kurven 365 


Dieser Fall tritt ein, wenn die Gleichung 2& = 0 die geodätischen 
Linien einer Fläche bestimmt, deren Bogenelement entweder die Form (75), 
oder die Form (76) erhalten kann. In diesem Falle kann die Bestimmung 
der Größen E, F und G@ als Funktionen von « und v immer auf die Inte- 
gration von gewöhnlichen simultanen Differentialgleichungen zurückgeführt 
werden. 

Besonders interessant ist der Fall, daß die durch & = O0 bestimmten 
geodätischen Kurven infinitesimale Transformationen gestatten. In diesem 
Falle reduziert sich das Problem jedesmal auf die Integration eines ge- 
wöhnlichen simultanen Systems, das selbst infinitesimale Transformationen 
gestattet. Demnach können bei der Integration dieses Systems diejenigen 
Theorien, die ich in Bd. XI dieser Annalen [diese Ausg. Bd. IV, Abh. III] 
entwickelt habe, verwertet werden. 


41. Die Frage nach dem Bogenelemente: 
ds®—= Edu” +2Fdudv + Gdv 


einer Fläche, deren geodätische Kurven eine gegebene Differentialgleichung 
erster Ordnung mit einer willkürlichen Konstanten: 


erfüllen, läßt sich auf das soeben behandelte Problem zurückführen. Denn 
durch Differentiation der letzten Gleichung erhält man eine Differential- 
gleichung zweiter Ordnung, die mit der Differentialgleichung der geodä- 
tischen Kurven identisch sein muß, sodaß man wiederum Bedingungs- 
gleichungen zur Bestimmung von E, F und G ohne weiteres erhalten 
kann. Bei deren Behandlung können selbstverständlich dieselben Fälle 
wie soeben eintreten. 


Note 5. Zur Theorie der geodätischen Kurven der Minimalflächen.!) [447 


48. Liouville hat bekanntlich gezeigt, daß die geodätischen Kurven 
einer jeden Fläche, deren Bogenelement die Form: 


(1) Aa’ (Ya +Y)+ Pa — y)dady 


besitzt, bestimmt werden können. Sucht man daher spezielle Minimal- 
flächen, deren geodätische Kurven bestimmbar sind, so liegt es nahe, zu- 
erst alle Minimalflächen aufzusuchen, deren Bogenelement 
die Form (1) erhalten kann. 





1) Vgl. Archiv for Mathematik og Naturvidenskab, Bd. VI, 1882, S. 490 ff. 
[d. Ausg. Bd. I, Abh. XXVI]. 
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Nun aber hat das Bogenelement der Minimalflächen die Form: 
(2) ds — f(X)p(F)(1 + XYX'Y'’dray, 


wo X(x) und Y(y) arbiträre Funktionen ihrer Argumente sind. Es han- 
delt sich daher darum, die Funktionalgleichung: 


3) FKIHCHU+2XY + K)LY-v@H+y)+ Play) 
in allgemeinster Weise zu erfüllen. 
49. Setzen wir: 
fX)X = oY)Y!- 4 
und für einen Augenblick: 


XKY,+2XXIY+RNPH=8, 


so findet unser Problem seinen analytischen Ausdruck in der Gleichung: 
er nn 


oder durch Ausführung in der äquivalenten: 
ZELL IRR I IH HAND IT + 
| EN VOR RIIEI SR ANFI EN 
Dividieren wir mit X,Y,, so kommt: 
Kr y ern 
: D Zu an" x? (Fin 


er y, 


(4) 
0 


und durch dreimalige Differentiation hinsichtlich X: 


TEE 








Diese Gleichung zerlegt sich, da Y keine Konstante und noch weniger 
eine Funktion von & sein darf, in die drei folgenden: 

















a X _ de (KıX" _ RN 
Ba 2 daR 2,09 une au A 
woraus durch Integration: 
/ A: 
at DR a [448 
x 
(6) EN +2, X +4 4X 
Zux" | 
Be | =6+241X+%X°, 
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wo die Größen a;, b, und c, Konstanten sind. Durch Einführung dieser 
Werte in (4) folgt: 











+ 24, + 0X, 
(6) UN +24 T+ 08%, 
eat ha ar. 


Die vereinigten Gleichungen (5) und (6) bestimmen die unbekannten 
Funktionen X,, X, Y,, Y vollständig. 


50. Ich will zuerst die Gleichungen (5) betrachten. Durch Kombina- 
tion der beiden ersten Gleichungen (5) folgt: 


Beer ba) It (lb 20)X—a,Xe 
und in entsprechender Weise geben die erste und die letzte unter den 
Gleichungen (5): 
> } 
4Z- XX +2 XX’+2X?— 
N z IX + + 
— o+ 24.X — (a — Ay) X? — 24, X? — 0 Ga 
Durch Elimination von X, zwischen (7) und (8) folgt: 


By. Ct 2(a— b)X+ (+ du, — 4b,)X? + 
+2(m — b)X?+a,X4, 


und durch eine ähnliche Behandlung der Gleichungen (6): 


| 2Y’=,+2(,—a)Y+ (+ a— 4b,) Y? + 
\ +2(,— c)Y? + c,!%. 


(9) 


(10) 


5l. Um die beiden Gleichungen (9) und (10) zu vereinfachen, be- 
merken wir, daß die Form des Bogenelements (2) im wesentlichen un- 
geändert bleibt, wenn wir X durch: 


und Y durch: 


ersetzen, dabei vorausgesetzt, daß «, ß,y,ö beliebige Konstanten bezeichnen. 
Wir wählen diese Konstanten derart, daß die Gleichungen (9) und [449 
(10) eine möglichst einfache Form erhalten. 
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Schließen wir vorläufig den Ausnahmefall, daß die Gleichung vierten 
Grades: 
= o+2a—-b)X + (a + m— 4b)A’+ 2(1—b)X?+m,X* 


drei und nur drei gleiche Wurzeln besitzt, aus, so können wir offenbar 
die Konstanten «, ß, y, 0 derart wählen, daß in den transformierten 
Gleichungen (9) und (10) die ungeraden Potenzen von X und Y fort- 
fallen, sodaß: 

4Ü—b=0, u b= 0) 


wird. Um die Formeln abzukürzen, setzen wir: 


G+%-4b= 09, 
wodurch (9) die Form: 


(11) 9X tmX?2+0,X% 
annimmt. Durch Differentiation kommt: 

(12) 2X’-oX+20X°, 
(13) 2%, = m +60; X?. 


Gleichung (7) gibt: 


us u. +0@b,—a)X+(b,—2a)R—,X?— X” 
N > , 








woraus durch Differentiation und Multiplikation mit 2X ’®: 





X, 


X," 4 2.0 14 > 14 '.g 
an‘ 5. 4X ) — 2X ’2(2b,— 00+ 2b 2a) X — 3a, X?) — 
—2X' X" — 2X’(b,+ (2b, — a X-+b—2a)X?— m, X?— X”). 


52. Hier führen wir die früher gefundenen Werte von: 


Ar 
DS 





Z- x, X'2, X” und X” 
ein und erhalten dadurch [wegen b, = a,| die Relation: 
(+ @X?+ ,X%)(25, — 3m, — 6, X — 5X?) + 
+ (bo, + a a) X — 4, X?— a,X°) — 
—2( X +2,X%) (+2, - X X? m,X?)+ 
+3(@X+20,X°%— z(o +6,X)(o+@X?’+ X) —=0. 
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Diese zerlegt sich, da X keine Konstante sein darf, in sieben Gleichungen, 
unter denen jedoch zwei identisch bestehen, sodaß wir nur die fünf fol- 


genden erhalten: 
( 2b — 3%) + br — Zn —(0, [450 
— 64,%+ 25,(2b, — %) — 2b,0 = 0, 
(14) <— 8. — 2b + 2 — + +0? — o(2b,+ m) = (0, 
— 4a,0 — 69,4, — 2(25,— a) = 0, 
a,(3a,— 106) + a? — 700 = 0. 





Durch eine entsprechende Behandlung der Gleichungen (6) und (10) 
erhält man die analogen Relationen: 


( a,(2b,— 39) + a? — 300 —= 0, 
— 66,0 + 2a, (2b, — a) —- 20 =, 
(15) I 80 26, + (2b, — a)? + Lt 02, + 0) = 0, 
— 45,0 — 69, — 25,(2b1 — a) = 0, 
3a, — 105) + be —- 30 = 0, 





unter denen jedoch die dritte mit der dritten Gleichung des Systems (14) 
identisch ist. 

Wir subtrahieren jede Gleichung, etwa die k-te des Systems (15) von 
der (6—k)-ten des Systems (14) und erhalten hierdurch die vier folgen- 
den sehr einfachen Relationen: 


(la — %) = 0, 
ba — a) = 0, 
(Ca — %) = 0, 
Az (C — a) = 0, 


welche zeigen, daß es naturgemäß ist, die beiden Hypothesen c, 2 a, und 
C(g= A, getrennt zu behandeln. 


.a—w20. 
58. Ist a— a,2 0, so kommt: 
Gebet irren, 
Die Gleichungen (9) und (10) geben: 
22 = a2: ZI In o!", 


Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. II,1 24 
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wo © nicht verschwinden darf, weil X und Y keine Konstanten sein 
können. Setzen wir: 


on = 2%°; 
so wird: 
Zei, Yer+iH 
und: 


X— Aeke Y= Bett, 


X, wird bestimmt durch (7): 


Kr Bug 





er 5% =i$, [451 
woraus: 
X, = (Ce .e . 
Dementsprechend ist: 
Yı — De te E 


Die entsprechende Minimalfläche ist, wie man leicht verifiziert, auf eine 
Rotationsfläche abwickelbar. 


II. G@G— =). 


54. Sei jetzt &— a,—= 0. Alsdann befriedigen die Konstanten die 
folgenden Relationen: 


4(b, — a) + be = 0, 

— 46 + 424 — o) = 0, 

(16) ı— 49,9 — bi + 4b1(2b, — a) = 0, 
ln — 2b) + mb=0, 

4b — on) + ar. 





Durch Kombination der zweiten und vierten unter diesen Gleichungen 


folgt: 
bodı (Ag — (2b, — Ao)*} ae 0 Be ba. 


Setzen wir zunächst voraus, daß / von Null verschieden ist, so muß 
entweder b, oder a, verschwinden. Nun aber ist klar, daß bei der Ver- 
tauschung von & und %y die Größen b, und a, unter einander vertauscht 
werden. Daher können wir ohne Beschränkung b,—0 setzen. Die zweite 
und vierte unter den Gleichungen (16) geben somit: 


o=0, um — 2b,)=(, 
sodaß die Annahme a, 2 0 die kontradiktorische Relation: 
dg — 2b, au 0 = A 
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geben würde, Daher können wir annehmen, daß nicht allein b,, sondern 
gleichzeitig a, gleich Null ist. Also geben die Gleichungen (16): 

Co(di— Ay) = 0, Aldi — a) = 0, 
6 — b1(24, — a) = 0. 
Wäre b,— a,= 0, so käme die kontradiktorische Gleichung: 


Go — br = 0 . 5. 


Also ist u, — a, Z 0 und: 
o=0=@, b, (2b, — = 0, 


und da X’ und Y’ nicht verschwinden dürfen, folgt b, = 0. 

Indem man nun ganz wie bei der Diskussion der Annahme & — a, Z0 
weiter geht, erhält man wiederum nur solche Minimalflächen, die auf [452 
Rotationsflächen abwickelbar sind. 

55. Jetzt müssen wir die Annahme: 

G—=0, 1A=0 = 9a — (2b, — a,)? 
betrachten. 

In diesem Falle können die Gleichungen: 


DL rn 0, 2a 2X RE 
27 = + 2(,— 2b)Y’+aY* 
durch die einfacheren: 
X v2 mn V% us Va X?, 
Y'y2=Ya+YoY? 
ersetzt werden. Hier können c, und az nicht beide verschwinden, und wir 
können daher ohne Beschränkung annehmen, daß zum Beispiel c, von 


Null verschieden ist. 
Ist dabei a = 0, so kommt: 


und wenn wir: 
6G=>2%° 
setzen, folgt: 


1 
a = RR, IE; 
X,= Aeme, Y— Biketms. 


Die entsprechenden Minimalflächen sind auch jetzt auf Rotationsflächen 


abwickelbar. 
24* 
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56. Ich will nun annehmen, daß 1=0, 0,20, «20 ist. Indem 
man die Größen X, Y, x und y durch mX, (L:m)Y, nz und + ny er- 
setzt, und sodann die Konstanten m und n zweckmäßig wählt, erhält man 
die einfacheren Gleichungen: 


= et Ar Vor ıhr 
Überdies ist: 
.=u0>2,; 25, =2 
und: 
+35, —a)=0, 1m =—b, — 16 +br — 8b = 0, 
sodaß die neun Konstanten die folgenden Werte erhalten: 


Eee! 2 < u 220 
.=4b 2, = —du, 2, 


b,= bo, b, = de 2, b, = a bo, 


72, 4b), = be 
Also kommt: [453 
In« 
2 0 
Me re Re Arco e 
— bV 


rn: 1 Dbeoem.® 

Die entsprechenden Minimalflächen sind auch jetzt auf Rotationsflächen 
abwickelbar. Sie sind übrigens identisch mit denjenigen, die der Hypo- 
these 6 — a, Z 0 entsprechen. 

5%. Ich werde endlich annehmen, daß die Gleichung vierten Grades: 

= 9+ 2a —-b)X+(la + 45)X?+ 2m — b)X? +, X 

drei und nur drei gleiche Wurzeln besitzt; dann kann man in (9) und 
(10) ohne wesentliche Beschränkung: 

ER Co+ a—-4b,=0, 4— =, %=V%$; Ga—b=]1 


setzen. Also kommt: 


AR—-A Tan a 
Durch Differentiation kommt: 
BA ee 
und durch Substitution in (13)): 
am) & 4X (+ 20, X)+(b,+ a, - X — 1X?— 53-4 
+2X2, — y— 2X) — (+ 2b —- X X?’—3)=(0, 


woraus: 


= V): n=b=d, (bo En I, 3)=0. 
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Andererseits ist: 
ar ar It Zal!, 
also, unter Benutzung der Gleichung: 


> Pa G D ‚\2 ! 
1 T4 4 e Y’) +2 Y°@4— + 2(1—-)Y)— 


zer ve am rin - 70 


überdies: 





47: + 2b) + (+ 2, - Fb HY%%— 
— 27°(2b, — + 21-b)Y)—-6Y7'+ 
Bu 3Y?(a, + 26, —- a) — (— 2)Y?) 0 


und durch Berücksichtigung der Werte „= 0, ,=0,b,=0: [454 
8b, + (bo — tr 45-1) 6 3 (bo — 3) eo, 
was mit der früher gefundenen Relation: 


(do — 2)(d&6 — 2) =0 
im Widerspruche steht. 


58. Soll daher das Bogenelement einer Minimalfläche 

die Form: 

d’= [ya +y)+ Pl — y)ldady 
erhalten können, so muß diese auf eine Rotationsfläche 
abwickelbar sein. 

Die vorangehenden Entwickelungen geben gleichzeitig eine, allerdings 
weitläufige, Bestimmung der auf Rotationsflächen abwickelbaren Minimal- 
flächen. 

Einfacher ist es, die Funktionalgleichung: 

FX)PEY)AH+XYPXY=y@H+ y) 
direkt nach der im Vorangehenden entwickelten Methode zu behandeln. 
Gleichzeitig findet man alle Minimalflächen, deren Bogenelement die Form: 


ds?= e"Pd(x + y)dady 
besitzt, da auch dieses Problem durch die soeben hingeschriebene Funk- 
tionalgleichung ausgedrückt wird. 


HiermitsindalleMinimalflächen gefunden, deren geo- 
dätische Kurven eine infinitesimale Transformation ge- 
statten. 


Christiania, im April 1882, 
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Bemerkungen zu v. Helmholtzs Arbeit: Über die Tatsachen, 
die der Geometrie zu Grunde liegen. | 


Leipz. Ber. 1886, Supplement, abgeliefert 21.2. 1887, S. 337—342. Vorgelegt in der 
Sitzung vom 25.10. 1886. 


1. Helmholtzs berühmte Arbeit „Über die Tatsachen, die der Geo- 
metrie zu Grunde liegen“, behandelt ein Problem, welches mit der neueren 
Theorie der Transformationsgruppen im engsten Zusammenhange steht. 
Von Klein aufgefordert, habe ich daher versucht, auf dieses wichtige, 
wenn auch spezielle Problem die Methoden meiner Transformationstheorie 
anzuwenden. Dabei bin ich zu der Überzeugung gekommen, daß die bahn- 
brechenden Untersuchungen von v. Helmholtz doch noch nicht als das 
letzte Wort über diesen Gegenstand zu betrachten sind. 


Einmal nämlich enthält die Helmholtzsche Deduktion eine Lücke, 
welche allerdings, jedenfalls für drei Dimensionen, auf das Endergebnis 
keinen Einfluß ausübt; es hat mir jedoch nicht gelingen wollen, diese 
Lücke mit denselben einfachen analytischen Mitteln auszufüllen, mit denen 
v. Helmholtz in seiner Arbeit auskommt. 


Andererseits glaube ich, bewiesen zu haben, daß in Räumen von drei 
Dimensionen das Monodromieaxiom, welches bei v. Helmholtz eine so 
große Rolle spielt, entbehrlich ist, wenn man sein Axiom der freien Be- 
wegliehkeit in naturgemäßer Weise deutet. 


Endlich halte ich es für zweckmäßig, die Helmholtzschen Axiome 
durch andere zu ersetzen, welche mir einfacher erscheinen. 


Allerdings sind die Untersuchungen, die mich zu diesen Resultaten 
geführt haben, im Vergleich mit den v. Helmholtzschen weitläufig und 
erfordern längere Rechnungen. Ich werde mich daher hier darauf be- 
schränken, meine vorhin angedeuteten Resultate etwas ausführlicher aus- 
einanderzusetzen, um deren Sinn möglichst klarzustellen. Dabei halte ich 
mich ebenfalls im Raume von drei Dimensionen. 
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2. Alle Bewegungen des dreifach ausgedehnten euklidischen oder 
niehteuklidischen Raumes werden dargestellt durch drei Transfor- [338 
mationsgleichungen: 

1 =f(%,Y,2, 4, ss .. )> 
(1) Ye Maar ee), 

Baer, 
in denen a,, dg,... Parameter sind. Gibt man diesen Parametern be- 
stimmte Werte, so erhält man eine bestimmte Bewegung, bei welcher 
jeder Punkt x,y,2 die neue Lage &,, Yı, 2 annimmt. Befinden wir uns 
zum Beispiel im euklidischen Raume, und betrachten x,y,2 als Carte- 
sische Koordinaten, so sind die drei Funktionen f, g und % linear in 
%,yY,2. Bedient man sich dagegen anderer Koordinatensysteme, so erhält 
der analytische Ausdruck für die Bewegungen des euklidischen Raumes 
im allgemeinen eine nichtlineare Form. 


3. Das Problem, welches sich v. Helmholtz in der zitierten Arbeit 
gestellt hat, ist nun im wesentlichen folgendes. Er sucht solche Eigen- 
schaften des analytischen Ausdruckes der Bewegungen, welche von der 
Koordinatenwahl unabhängig sind und welche diese Schar von Trans- 
formationen des Raumes in möglichst einfacher Weise charakterisieren. 
Die von v. Helmholtz gewählten Eigenschaften, welche sowohl den 
euklidischen wie den nichteuklidischen Bewegungen zukommen, lassen 
sich, soviel ich sehe, folgendermaßen resumieren. | 

Erstens: Die Funktionen f, $ und %, welche in den betreffenden 
Transformationsgleichungen auftreten, sind analytische Funktionen ihrer 
Argumente. 

Zweitens: Zwei Punkte z,, yı,2, und &g, Ys, 23 haben jeder Be- 
wegung gegenüber eine Invariante: 


2 (&ı, Yı, 21, %2, Ya, 22), 
ihre Entfernung in der gewöhnlichen Sprechweise. Im euklidischen Raume, 


bei Anwendung rechtwinkliger Koordinaten, hat diese Invariante bekannt- 
lich die Form: 





V(& ar r re — a)? 
Als dritte Eigenschaft wählt v. Helmholtz die freie Beweglich- 
keit des betreffenden Raumes, welche er folgendermaßen definiert: 
Ein jeder Punkt des Raumes kann in jeden anderen übergehen. 
Wird ein Punkt &,, Yı,2ı festgehalten, so kann jeder andere [339 
Punkt z,, Y, 23 noch alle Lagen x, y,z annehmen, welche eine Glei- 
chung befriedigen, nämlich die Gleichung: 


Al, Y,?, &%ı, Yı» £ı) y Alte, Ya, fa, Xı, Yı, 2&ı)- 
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Werden zwei Punkte x), %ı,2ı und 23, Ys, 25 festgehalten, so kann 
jeder dritte Punkt x3, Y3, 23 noch alle Lagen annehmen, welche durch die 
beiden Gleichungen: 


2x, Y,2, 1, N; 2) _ Als, Y3, 23, %ı, Yı) 21), 
RX, Y, 2, %e, Ya, 22) vr (5, Ya, Ag, %g, Ya, 22) 


definiert werden. 

Werden drei Punkte festgehalten, so sind die möglichen Lagen eines 
vierten Punktes durch drei analoge Gleichungen bestimmt. In diesem 
Falle bleiben alle Punkte des Raumes fest, ausgenommen, wenn der Punkt 
%y, Ya, 2 den beiden ersten Punkten gegenüber eine spezielle Lage hat. 

Endlich viertens legt v. Helmholtz dem Raume noch die fol- 
gende Eigenschaft ausdrücklich bei: Wenn sich ein fester Körper ohne 
Umkehr um zwei in Ruhe befindliche Punkte dreht, so führt diese Dre- 
hung schließlich in die Anfangslage zurück. 

v. Helmholtz behauptet ausdrücklich, daß die letzte Eigenschaft — 
die Monodromie des n-fach ausgedehnten Raumes — keine Konsequenz 
der drei zuerst genannten ist; doch bringt er, ausgenommen fürn =2, 
keinen Beweis für die Richtigkeit seiner Behauptung. 


4. Um nun nachzuweisen, daß die vier von ihm aufgestellten Eigen- 
schaften für die euklidischen und nichteuklidischen Bewegungen charak- 
teristisch sind, sucht v. Helmholtz überhaupt alle Systeme von Trans- 
formationsgleichungen zu bestimmen, welche diese Eigenschaften besitzen. 
Wieich schon oben gesagt habe, scheint mir, daß seine Durchführung dieser 
Bestimmung eine Lücke enthält. 

Wird nämlich ein Punkt von allgemeiner Lage festgehalten, so sind, 
wie v. Helmholtz zeigt, noch unendlich viele unendlich kleine Bewegun- 
gen, das heißt Transformationen, möglich. Jede solche Bewegung läßt sich, 
wenn man den festen Punkt zum Koordinatenanfange wählt, durch Glei- 
chungen von der folgenden Form definieren: 


d 
Mt byte + 


d 
m mstbytast, 
d 
m mıtbytast:. 


Die rechten Seiten sind dabei unendliche Potenzreihen nach x,y,2. [340 


5. Es ist nun a priori sehr gut denkbar, daß es unter den hierdurch 
dargestellten unendlich kleinen Bewegungen solche gibt, in deren Reihen- 
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entwickelungen die Glieder erster Ordnung sämtlich fehlen, und insbe- 
sondere ist es denkbar, daß dies bei allen Bewegungen um den festen 
Punkt eintritt, die auch noch einen benachbarten Punkt invariant lassen. 
Bei solehen unendlich kleinen Bewegungen würden dann alle dem Ko- 
ordinatenanfange unendlich benachbarten Punkte in Ruhe bleiben, wenn 
man von infinitesimalen Größen zweiter Ordnung absieht. Diese Möglich- 
keit wird, soviel ich sehe, von v. Helmholtz jedenfalls nicht hinläng- 
lich berücksichtigt. 


Ich möchte daher fragen: Ist es wirklich so selbstverständlich, daß 
die Koeffizienten a;, b;, c, nicht gleichzeitig verschwinden können, wenn 
unsere Transformationsgleichungen die betreffenden oben verlangten Eigen- 
schaften besitzen ? 


6. Meine zweite Bemerkung bezieht sich auf das Axiom der Mono- 
dromie. Hier muß ich vor allen Dingen hervorheben, daß solche Trans- 
formationsgleichungen, welche v. Helmholtzs drei erste Axiome befrie- 
digen, notwendig eine kontinuierliche Gruppe bilden. Der Begriff Gruppe 
kommt aber bei v. Helmholtz nicht explizite vor, und doch ist gerade 
die Gruppeneigenschaft der Transformationsgleichungen von der größten 
Tragweite; sie ist an und für sich schon eine gewaltige Beschränkung der 
möglichen Fälle. 


Um nun zu entscheiden, ob die Monodromie eine Konsequenz von 
den drei ersten Eigenschaften ist, muß man zunächst die Eigenschaft der 
freien Beweglichkeit genauer präzisieren. Man kann sich nämlich ent- 
weder damit begnügen, zu verlangen, daß die freie Beweglichkeit für 
Punkte von allgemeiner gegenseitiger Lage bestehen soll; man kann da- 
gegen auch die weitergehende Forderung stellen, daß die freie Beweglich- 
keit innerhalb eines gewissen Bereiches ausnahmelos eilt. 


v. Helmholtz hat nun zwar, nach dem Wortlaute seiner Ausein- 
andersetzungen zu urteilen, wahrscheinlich gewollt, daß seine F orderung 
der freien Beweglichkeit innerhalb eines gewissen Bereiches ausnahmelos 
erfüllt sein sollte. Gleichwohl schien es mir zweckmäßig, auch einmal die 
Voraussetzung zu Grunde zu legen, daß die freie Beweglichkeit nur für 
Punkte von allgemeiner gegenseitiger Lage stattfindet. Unter dieser -An- 
nahme habe ich daher alle Gruppen von Transformationsgleichungen [341 
bestimmt, welche die drei ersten der früher aufgestellten Forderungen 
befriedigen. 


. Außer den Gruppen der euklidischen und der nichteuklidischen Be- 
wegungen ergaben sich da noch mehrere verschiedene Gruppen, unter 
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denen zwei!) sogar je einen wesentlichen Parameter enthalten, Diese hinzu- 
tretenden Gruppen genügen aber der Forderung freier Beweglichkeit nicht, 
wenn man diese Forderung auf alle Punkte eines beliebig kleinen Bereiches 
erstreckt. Bei jeder dieser Gruppen wird nämlich der Raum in eine Schar 
von oo? Kurven zerlegt, deren Inbegriff jedesmal bei der Gruppe invariant 
bleibt, während die einzelnen Kurven der Schar unter einander vertauscht 
werden. Aber noch mehr. Hält man einen Punkt des Raumesfest, 
so bleibt nicht allein die hindurehgehende Kurve dieser 
Schar, sondern auch jeder einzelne Punkt der betreffenden 
Kurve bleibt in Ruhe. An einer anderen Stelle werde ich hierauf ge- 
nauer eingehen. 

Man kann vielleicht darüber streiten, ob die Monodromie eine Kon- 
sequenz der drei ersten Axiome ist oder nicht. Sie ist jedenfalls eine Kon- 
‚sequenz, wenn man in das Axiom der freien Beweglichkeit ausdrücklich 
hineinlegt, daß sich die 00° Punkte des Raumes nicht derart in 0° Scharen 
verteilen lassen, daß alle oo! Punkte einer solchen Schar stets gleichzeitig 
in Ruhe bleiben. 


8. Ich komme jetzt zu meiner dritten Bemerkung, auf welche 
ich das Hauptgewicht legen möchte. Es ist mir gelungen, und 
zwar durch ziemlich einfache Betrachtungen, zu beweisen, daß sich die 
Transformationsgleichungen der euklidischen und der nichteuklidischen 
Bewegungen des dreifach ausgedehnten Raumes in der folgenden einfachen 
Weise charakterisieren lassen: 


Erstens. Sie bestimmen eine kontinuierliche Transformationsgruppe 
eines dreifach ausgedehnten Raumes. 


Zweitens. Bei dieser Gruppe findet freie Beweglichkeit in dem fol- 
genden Sinne statt: Hält man innerhalb eines gewissen Bereiches einen 
beliebigen Punkt und gleichzeitig ein beliebiges hindurchgehendes Linien- 
element fest, so ist immer noch kontinuierliche Bewegung möglich. Hält 
man dagegen nicht allein einen Punkt und ein hindurchgehendes Linien- 
element, sondern zugleich ein Flächenelement fest, welches sowohl [342 
durch den Punkt als durch das Linienelement geht, so ist keine kontinuier- 
liche Bewegung mehr möglich. 


Es ist mir ferner durch, soviel ich sehe, strenge, wenn auch nicht 
gerade kurze Entwickelungen gelungen, auch für Räume von mehr als 
drei Dimensionen zu beweisen, daß sich die Schar der euklidischen und 


1) Die beiden im Texte besprochenen Gruppen sind übrigens mit einander 
durch eine imaginäre Transformation ähnlich. 
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die der niehteuklidischen Bewegungen in ganz analoger Weise charakteri- 
sieren läßt. 

9, Bei den vorhergehenden Entwickelungen habe ich angenommen, 
daß die Transformationsgleichungen (1) in den vorkommenden Variabeln 
analytisch sind. Läßt man diese Voraussetzung fallen und setzt nur 
voraus, daß die betreffenden Funktionen kontinuierlich sind und eine ge- 
wisse endliche Anzahl Differentialquotienten besitzen, so bleibt die Me- 
thode, welche ich bei meiner Diskussion der v. Helmholtzschen Axiome 
angewandt habe, nicht mehr gültig. In diesem Falle wage ich daher nicht 
zu behaupten, daß die besprochene Lücke in v. Helmholtzs Deduktion 
ohne Einfluß auf das Resultat ist, noch weniger, daß sein Monodromie- 
axiom eine Konsequenz seiner anderen Axiome ist. 

Lege ich meine beiden Axiome zu Grunde, so kann ich, wie ich 
glaube, streng beweisen, daß die betreffende Gruppe auch in diesem Falle 
einen quadratischen Ausdruck: 


DR. 
fnda da, 


invariant läßt, daß also fortwährend ein Bogenelement im Riemann- 
schen Sinne existiert. 


VI. Über die Grundlagen der Geometrie. I. Abhandlung. [es 


Leipz. Ber. 1890, Heft II, abgeliefert 5. 11. 1890, 8. 284—321. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 7. 7. 1890. 


1. Definiert man den Inbegriff aller Bewegungen des Raumes durch 
analytische Gleichungen, so erhält man die Gleichungen einer Trans- 
formationsgruppe, welche sich von allen anderen Gruppen durch gewisse 
charakteristische Eigenschaften unterscheidet. Man kann sich nun die Auf- 
gabe stellen, solche möglichst einfache Eigenschaften der besprochenen 
Gruppe zu finden, welche für sie charakteristisch sind. An und für sich 
ist dies allerdings ein unbestimmtes Problem; doch wage ich zu glauben, 
daß es unmöglich ist, die Gruppe der Bewegungen in einfacherer Weise 
zu charakterisieren als im Folgenden geschehen. 

Wenn wir hier von der Gruppe der Bewegungen reden, so denken 
wir nicht allein an die Gruppe der euklidischen, sondern auch an die 
Gruppe der nichteuklidischen Bewegungen. Wir wollen in der Tat 
möglichst einfache Eigenschaften angeben, welche sowohl der Gruppe der 
euklidischen, als auch der Gruppe der nichteuklidischen Be- 
wegungen, sonst aber keiner anderen Gruppe zukommen. 

Auch in einem Raume mit mehr als drei, etwa mit » Dimensionen 
kann man von einer Gruppe euklidischer, sowie von einer Gruppe nicht- 
euklidischer Bewegungen reden. Wir wollen überhaupt für jedes n = 3 
alle diese Gruppen ins Auge fassen und sie in sehr einfacher Weise 
charakterisieren. 


2. Die nachstehende Arbeit hat mehrere Berührüngspunkte mit der 
bekannten Arbeit des Herrn v. Helmholtz: Über die Tatsachen, 
die der Geometrie zu Grunde liegen. Was diese Arbeit anlangt, 
so ist zu bemerken, daß sie einerseits den Begriff Gruppe gar nicht [285 
enthält, und daß andererseits die in ihr abgeleiteten Resultate kaum als 
erwiesen zu betrachten sind. Mir scheint nämlich, daß die v. Helm- 
holtzschen Sätze eine tiefere Behandlung erfordern; sie lassen sich kaum 
mit den von dem berühmten Verfasser angewandten einfachen Hilfsmitteln 
erhärten. Bei einer früheren Gelegenheit habe ich mich schon in diesen 
Berichten über die v. Helmholtzsche Arbeit ausgesprochen, und ich 
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werde bald auf dieselbe ausführlicher eingehen. Hier möchte ich nur her- 
vorheben, daß die in der nachstehenden Arbeit angegebenen charakte- 
ristischen Eigenschaften der Gruppe der Bewegungen nicht allein ein- 
facher, sondern zugleich schärfer formuliert sind, als die von Herrn 
v. Helmholtz angegebenen. 

3. Für den dreifach ausgedehnten Raum können die betreffenden 
Eigenschaften folgendermaßen zusammengefaßt werden: 

Die Bewegungen des dreifach ausgedehnten Raumes bilden eine Gruppe 
von reellen Transformationen, welche die folgenden Eigenschaften besitzt: 


WirdeinreellerPunktundeinreelleshindurchgehendes 
Linienelement festgehalten, soistimmer noch kontinuier- 
liche Bewegung möglich; wird jedoch außerdem ein dureh 
das Linienelement gehendes reelles Flächenelement fest- 
gehalten, so bleiben alle Punkte des Raumesin Ruhe. 


Diese Eigenschaften kommen der Gruppe dereuklidischen und 
der@ruppedernichteuklidischen Bewegungen, aber keiner 
anderen Gruppe zu. Der hiermit aufgestellte allgemeine Satz hat ein 
bedeutendes Interesse, da er auf die Grundlagen der Geometrie 
Licht wirft. 


In einem Raume mit mehr als drei Dimensionen lassen sich die 
beiden betreffenden Gruppen in ganz entsprechender Weise charakterisieren. 
Dagegen stellt sich die Sache wesentlich anders in einem zweifach aus- 
gedehnten Raume; in der Ebene gibt es noch weitere Gruppen, welche 
die genannten Eigenschaften besitzen. 


4. Die nachstehende Arbeit zerfällt in mehrere Paragraphen, deren 
jeder die Erledigung eines speziellen Problems bringt. Indem ich diese 
verschiedenen Resultate mit einem allerdings ziemlich tief liegenden Satze, 
den ich an einer anderen Stelle erwiesen habe, verbinde, erhalte ich ohne 
Schwierigkeit das früher angekündigte Hauptergebnis dieser Arbeit. 

Die ganze Untersuchung soll in den dritten Abschnitt meiner Theorie 
der Transformationsgruppen aufgenommen werden, den ich mit dem [286 
tätigen Beistand des Herrn Professor Dr. Engel bald veröffentlichen 
werde. 

sl. 

d. Zunächst entwickele ich einen einfachen aber wichtigen Satz über 
dreigliedrige projektive Gruppen einer Ebene. 

Hat man eine beliebige dreigliedrige Gruppe der Ebene und hält 
man irgend einen Punkt fest, so werden die oo! Linienelemente durch 
diesen Punkt bei den noch übrig bleibenden Transformationen der Gruppe 
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durch eine projektive Gruppe mit höchstens zwei Parametern trans- 
formiert. Unter diesen Linienelementen gibt es daher mindestens eines, 
das in Ruhe bleibt und demnach mit dem Punkte invariant verknüpft ist. 
Daraus folgt, daß eine dreigliedrige Gruppe von Punkttransformationen 
der x, y-Ebene mindestens eine gewöhnliche Differentialgleichung erster 


0 
Fa f(a,,22) =0 


invariant läßt). Eine solche Differentialgleichung hat oo! Integralkurven, 
deren Inbegriff natürlich bei der dreigliedrigen Gruppe invariant bleibt. 
Daher gestattet jede Integralkurve mindestens zwei unabhängige infini- 
tesimale Transformationen der Gruppe. 

6. Ist nun insbesondere die dreigliedrige Gruppe projektiv, so 
gestattet jede Integralkurve zwei unabhängige infinitesimale projektive 
Transformationen und ist daher nach einem bekannten Satze entweder 
eine Gerade oder ein Kegelschnitt. Die Schar der Integralkurven hat eine 
Umhüllungsfigur: Kurve oder Punkt, welche natürlich bei der drei- 
oliedrigen Gruppe invariant bleibt und infolgedessen entweder eine Ge- 
rade oder ein Kegelschnitt oder ein Punkt ist. 

Wir wollen zeigen, daß bei einer dreigliedrigen projektiven Gruppe 
der Ebene immer entweder ein Kegelschnitt oder ein Punkt invariant 
bleibt. Um diesen Nachweis zu führen, genügt es, zu zeigen, daß eine 
einzelne Gerade nie als einzige Umhüllungsfigur auftritt. 

Wäre nämlich etwa die Gerade y= 0 die einzige auftretende |287 
Umhüllungsfigur, so müßten die oo! Integralkurven Kegelschnitte sein, 
welche die x-Achse berührten. In der allgemeinen Gleichung: 

U=-0=a+ßxe+yy+dsy+en®+iy 
dieser Kegelschnitte müßten die Koeffizienten «, ß,...,& von einem Para- 
meter A abhängen, und zwar wäre «+ ßx + ex ein vollständiges Quadrat. 

Nach einer bekannten Regel findet man die Umhüllungsfigur unserer 
oo! Kegelschnitte dadurch, daß man den Parameter A aus den Gleichungen 


U=0( und: 
eiüße Re en FIR 2 R 
Det’ rn r EI IR 


fortschafft. Da nun jeder Kegelschnitt der Schar die eingehüllte Gerade 
y=( nur in einem Punkte berührt, und da es außer dieser Geraden keine 
andere Umhüllungsfigur gibt, so müssen die beiden Gleichungen: 


U-0, I-0 


1) Math. Annalen Bd. XVI. [1880, diese Ausg. Bd. VI, Abh. I, S. 39, Satz 14.] 
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für jeden Wert von ) nur ein einziges Wertsystem x, y liefern. Da aber 
unsere beiden Gleichungen vom zweiten Grade in x und y sind, so ist 
hierzu notwendig und hinreichend, daß eine Gleichung von der Form: 


dU 


a mUrny 


besteht, in welcher m und n Funktionen von A sind. Es ergeben sich so- 
mit die Relationen: 


de dß dy da de 
ri Fiir SE TER 5 
EAN, 
@ ß Y ö & 


welche zeigen, daß das Verhältnis je zweier unter den fünf Koeffizienten 
@,ß,y,0,e von A unabhängig ist. Wir können daher ohne Beschränkung 
annehmen, daß «,ß,y,d,& Konstanten sind, während & von A ab- [288 
hängt. Unsere oo! Kegelschnitte werden also durch eine Gleichung von 
der Form: 


“+ßatyyt+day+e+fi)y = 0 


dargestellt, das heißt, sie berühren alle die Gerade y = O0 in demselben 
Punkte. Dieser gemeinsame Berührungspunkt bleibt natürlich bei der drei- 
gliedrigen Gruppe invariant. 

Hiermit haben wir den 


Satz 1. Jede dreigliedrige projektive Gruppe der Ebene, 
welehe nichtausallen projektiven Transformationen eines 
Kegelschnittes besteht, läßt einen Punktin Ruhe. 


Wir bemerken beiläufig, daß eine dualistische Betrachtung zeigt, daß 
eine dreigliedrige projektive Gruppe einer Ebene, welche keinen Kegel- 
schnitt invariant läßt, immer eine Gerade festhält. Diese Gerade braucht 
aber nicht durch den immer vorhandenen invarianten Punkt zu gehen. 


7. Jetzt können wir leicht ein allgemeineres Resultat von Interesse 
ableiten. 

Wir suchen in der Ebene alle reellen projektiven Gruppen, bei denen 
freie Beweglichkeit im Infinitesimalen in folgendem Sinne 
stattfindet: 

Wird ein reeller Punkt festgehalten, so soll stets noch kontinuierliche 
Bewegung möglich sein; werden dagegen zu gleicher Zeit ein reeller Punkt 
und ein beliebiges hindurchgehendes reelles Linienelement festgehalten, 
so sollen alle Punkte der Ebene in Ruhe bleiben. 

Es gibt Gruppen, welche die gestellte Forderung zwar nicht aus- 
nahmelos, jedoch innerhalb eines gewissen Bereiches erfüllen. Zunächst 
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suchen wir aber nur solche Gruppen, bei denen die freie Beweglich- 
keit im Infinitesimalen innerhalb der ganzen Ebene ausnahmelos 
stattfindet. 

Wenn ein reeller Punkt festgehalten wird, so muß sich jedes hin- 
durchgehende reelle Linienelement um ihn drehen lassen; sonst blieben ja 
mit dem einen Punkte zunächst ein Linienelement und a alle Punkte 
der Ebene in Ruhe. 

Hieraus folgt, daß die gesuchte Gruppe transitiv sein muß; blieben 
nämlich oo! reelle Kurven: p(x, y) = const. in Ruhe, so wäre mit jedem 
Punkte der Ebene eine Richtung invariant verknüpft, nämlich die Tan- 
gente an die hindurchgehende Kurve der Schar: p(x, y) = const. 

Ferner ergibt sich, daß unsere Gruppe dreigliedrig ist; denn [289 
einen Punkt und ein hindurchgehendes Linienelement festzuhalten, kommt 
nach dem Obenstehenden auf drei Bedingungen hinaus. 


8. Unsere Gruppe läßt also entweder einen Kegelschnitt oder einen 
Punkt in Ruhe. | 

Ein reeller Punkt kann nicht in Ruhe bleiben; denn dann gehörte 
zu jedem Punkte der Ebene eine mit ihm invariant verbundene reelle 
Richtung. Bliebe andererseits ein imaginärer Punkt in Ruhe, so müßte, 
da unsere Gruppe aus reellen projektiven Transformationen besteht, zu- 
gleich der konjugiertimaginäre Punkt in Ruhe bleiben, und außerdem 
auch noch die reelle Verbindungslinie beider Punkte. Dann aber könnte 
sich offenbar jedes reelle Linienelement dieser Geraden nicht um seinen 
Punkt drehen. 

Es muß daher bei unserer Gruppe ein Kegelschnitt invariant bleiben, 
und dieser Kegelschnitt muß augenscheinlich imaginär sein, aber durch 
eine reelle Gleichung dargestellt werden. Also gilt der 


Satz 2. Besitzt eine reelle projektive Gruppe der Ebene 
die Eigenschaft, daß alle Punkte in Ruhe bleiben, wenn 
man einen beliebigen reellen Punkt und ein beliebiges, 
durch ihn gehendes reelles Linienelement festhält, daß da- 
gegen stets noch kontinuierliche Bewegung möglich ist, 
wenn man nur einen reellen Punkt festhält, so besteht die 
Gruppe aus allen projektiven Transformationen, welche 
einen durch eine reelle Gleichung dargestellten imagi- 
nären Kegelschnittin Ruhe lassen. 


9. Verlangt man von einer reellen projektiven Gruppe nur, daß 
innerhalb eines gewissen Bereiches freie Beweglichkeit im In- 
finitesimalen stattfinden soll, so erhält man noch weitere Gruppen. In 
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diesem Falle ist es nämlich denkbar, daß zwei konjugiertimaginäre Punkte 
in Ruhe bleiben. Werden diese konjugiertimaginären Punkte nach den 
imaginären Kreispunkten verlegt, so ist die Gruppe eine Untergruppe 
der Gruppe aller Ähnlichkeitstransformationen, deren infinitesimale Trans- 
formationen bei Anwendung meiner gewöhnlichen Bezeichnungsweise die 
Form: 
P,1,%91 = YP,2p ryq 

haben. Enthielte nun unsere dreigliedrige Gruppe nur eine infinitesimale 
Translation: 


ap +Pg, 


so müßte sie eine infinitesimale Rotation: 


294 —-ypruptvg 


und also auch die Transformation: [290 


(ep +ßq,2q—yp+up+vg)=ag— Bp 


umfassen; diese neue Transformation ist aber eine Translation und müßte 
daher nach unserer früheren Annahme mit der Translation «ap + Pq zu- 
sammenfallen. Es ergäbe sich also: 


& _$ß 
re 
Ar e—V; Bein. 


Die einzige infinitesimale Translation: 


ep+Pßgq=a(p-+ig) 


unserer Gruppe wäre somit imaginär, und demnach wäre A Gruppe selbst 
gegen unsere Voraussetzung imaginär. 

Hieraus ergibt sich, daß die gesuchte Gruppe die beiden infinitesi- 
malen Translationen p En q, und eine Transformation von der Form: 


oder: 


(09 — yp)+Pß(zp-+yg) 


enthalten muß. Die Konstante « darf hier nicht verschwinden; denn sonst 
wäre mit jedem Punkte jedes durch ihn gehende Linienelement invariant 
verknüpft. 

Hiermit erhalten wir den 


Satz 3. Besitzt eine reelle projektive Gruppe von Trans- 
formationen einer Ebene nicht ausnahmelos, sondern nur 


innerhalb eines gewissen Bereiches die Eigenschaft, daß 
SophusLie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. IL,1 25 
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alle Punkte in Ruhe bleiben, wenn man einen ganz be- 
liebigen reellen Punkt und ein beliebiges hindurch- 
gehendes reelles Linienelement festhält, daß dagegen, 
wenn bloß ein Punkt festgehalten wird, immer noch kon- 
tinuierliche Bewegung möglichist, so sindzwei Fälle denk- 
bar. Entweder besteht die Gruppe aus allen projektiven 
Transformationen, welche einen reellen Kegelschnitt in 
sich überführen, oder sie hat die Form: 


2,q,29q—-yp+ec(ap+yg), 


wo ceine reelle Konstante bedeutet. Ist ce verschieden von 
Null, so besteht die Gruppe aus Ähnlichkeitstransfor- 
mationen; die Bahnkurven ihrerinfinitesimalen Transfor- 
mationen sind dann Spiralen. 


Die Gruppe der euklidischen und die Gruppe der nichteuklidischen 
Bewegungen sind also, wie bereits v. Helmholtz bemerkt hat, nicht die 
einzigen Gruppen, welche unsere Forderung erfüllen; dies ist auch der 
Fall mit jeder Gruppe: 


2,9,29—yp+c(zp-+ yg), 


welche reelle, von Null verschiedene Konstante das c auch sein möge. 


S 2. 

10. Wir suchen jetzt im dreifach ausgedehnten Raume eine reelle 
Transformationsgruppe, welche innerhalb eines gewissen Bereiches [291 
freie Beweglichkeit im Infinitesimalen in folgendem Sinne des Wortes 
besitzt: 

Werden ein beliebiger reeller Punkt und ein hindurchgehendes reelles 
Linienelement festgehalten, so soll immer noch kontinuierliche Bewegung 
möglich sein. Wird aber außerdem ein beliebiges Flächenelement fest- 
gehalten, das durch den Punkt und das Linienelement geht, so sollen alle 
Punkte des Raumes in Ruhe bleiben. 


11. Es ist zunächst leicht einzusehen, daß sich um ein beliebiges 
reelles Linienelement, das man festhält, jedes hindurchgehende reelle 
Flächenelement drehen kann; sonst blieben ja zugleich mit dem Linien- 
elemente alle Punkte des Raumes in Ruhe. 

Hieraus läßt sich schließen, daß unsere Gruppe transitiv sein muß; 
blieben nämlich oo! reelle Flächen g = a invariant, so bestimmte jeder 
Punkt mit der Tangentialebene der durch ihn gehenden Fläche = « 


a in Se 


Eh Dual 2 al at 2 U ana as 
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ein Flächenelement, das sich nicht um seine Linienelemente drehen könnte. 
Blieben andererseits o0* reelle Kurven invariant, so ließen sich diese sogar 
auf unbegrenzt viele Weisen zu oo! invarianten Flächen vereinigen; man 
käme also auf den eben als unmöglich nachgewiesenen Fall. 

Wir erkannten, daß sich jedes Flächenelement um jedes in ihm ge- 
legene Linienelement drehen kann. Hieraus folgt, daß die durch einen 
festgehaltenen Punkt gehenden Linienelemente transitiv transformiert 
werden und zwar derart, daß jedes reelle Linienelement ohne Ausnahme 
in jedes andere übergehen kann. Wäre nämlich mit jedem reellen Punkte 
auch nur ein einziger reeller Kegel invariant verknüpft, so könnte sich 
ein Flächenelement, dessen Ebene diesen Kegel berührt, nicht um jedes 
in ihm liegende Linienelement drehen. 

Fassen wir alle durch einen festgehaltenen Punkt gehenden Linien- 
elemente als eine zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit auf, so leuchtet 
ein, daß diese zweidimensionale Mannigfaltigkeit durch eine projektive 
Gruppe transformiert wird, welche ausnahmelos die im ersten Paragraphen 
vorausgesetzten Eigenschaften besitzt. Wird nämlich ein reelles Linien- 
element festgehalten, so können die durch dasselbe gehenden reellen 
Flächenelemente sich noch bewegen; hält man aber sowohl ein reelles 
Linienelement, als ein hindurchgehendes reelles Flächenelement fest, so 
bleiben alle ©® Linienelemente in Ruhe. 


12. Die Linienelemente, welche durch einen festgehaltenen Punkt [292 
gehen, werden daher durch eine projektive Gruppe transformiert, und 
diese Gruppe besteht aus allen projektiven Transformationen, die einen 
gewissen, durch eine reelle Gleichung dargestellten imaginären Kegel 
zweiten Grades invariant lassen. Hieraus folgt, wie wir beiläufig bemerken, 
daß unsere Gruppe von Transformationen des Raumes primitiv ist; 
denn es ist unmöglich, jedem Punkte des Raumes ein mit ihm invariant 
verknüpftes Linien- oder Flächenelement zuzuordnen. 


13. Wir haben gefunden, daß mit jedem Punkte des Raumes ein 
gewisser Kegel zweiten Grades invariant verknüpft ist. Anders ausge- 
sprochen: es läßt jede Gruppe des Raumes &,, 25, 23, welche die verlangten 
Eigenschaften besitzt, eine Differentialgleichung zweiten Grades: 


1,2,3 


DIFTCH XIa, %3) dx, dx, zu 0 
i,k 


mit nicht identisch verschwindender Determinante: 


Stil 


und mit reellen Koeffizienten f,;, invariant. 
26* 
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In einer älteren Arbeit, die im zehnten Bande des norwegischen 
Archivs für Mathematik gedruckt ist [1885, d. Ausg. Bd.V, Abh.XIX, 8.493 
bis 497], habe ich nun alle primitiven Gruppen des Raumes bestimmt, 
welche diese Eigenschaften besitzen.!) Es ergab sich, daß nur vier ver- 
schiedene Fälle möglich sind. Alle derartigen Gruppen sind ähnlich 


1) Ich halte es nicht für notwendig, hier die Rechnungen zu wiederholen, 
welche mich zu den im Texte angeführten Resultaten geführt haben. Ich werde 
aber kurz andeuten, wie man diese Resultate in der Ausdehnung, in welcher sie 
für das Folgende notwendig sind, ableiten kann. 

Ist der Koordinatenanfang &, =, —=2x,—=0 ein Punkt von allgemeiner Lage, 
und ist, wie wir immer annehmen können: 

dx? + dx? + daz — 0 
die Gleichung des diesem Punkte zugeordneten Kegels, so leuchtet ein, daß unsere 
Gruppe sechs infinitesimale Transformationen enthält, deren Reihenentwickelungen 


nach &,, &s, X&, die Form: 


Fe a ee 4 

LıPa — ZaPı + Cıe(CıPı + XePet KB) *"; 

KPD — &sPe + %as(CıPı T XeP2 Fan 

LP — &ıPs + La (&ıPı + %aP2 +2Pp)+ 
besitzen. Da nur sechsgliedrige Gruppen in Betracht kommen, so ergibt sich durch 
paarweise Kombination der drei letzten infinitesimalen Transformationen, daß die 
Konstanten «&;, gleich Null sind. Führen wir aber auf da? + da} + da? etwa die 
infinitesimale Transformation: 


AM= LP —LPpı rt‘ 
aus, so verschwindet in der Reihenentwickelung des Ausdrucks: 
A(da? + da? + dat) 


das Glied niedrigster Ordnung. Hieraus läßt sich durch Betrachtungen, auf die ich 
nicbt eingehe, der Schluß ziehen, daß die invariante Gleichung: 

N + fir(&ı, 22, %) da; da, — 0 
eine solche Form erhalten kann, daß der Ausdruck Yf,da;dx, bei allen 
infinitesimalen und auch bei allen endlichen Transformationen unserer Gruppe in- 
variant bleibt. 

Nachdem hiermit die Existenz eines bei unserer Gruppe invarianten Bogen- 
elementes erkannt ist, beweist man, daß jede reelle Gruppe von dieser Be- 
schaffenheit entweder mit der Gruppe der euklidischen, oder mit der Gruppe der 
nichteuklidischen Bewegungen ähnlich ist und zwar durch eine reelle Transfor- 
matien. | 

In meiner früher zitierten Abhandlung habe ich übrigens den Begriff Bogen- 
element gar nicht benutzt. Ich stützte mich darauf, daß die Bestimmung aller in 
dx,, dx,, dx, homogenen Gleichungen: 


fe, Xg, %z, da, d%z, dx,) =0, 
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entweder mit der sechsgliedrigen Gruppe der euklidischen Be- [293 
wegungen, 
oder mit der sechsgliedrigen Gruppe der nichteuklidischen Bewegungen, 
das heißt, mit der Gruppe einer durch eine reelle Gleichung dargestellten 
reellen oder imaginären Fläche zweiten Grades, 
oder mit der siebengliedrigen Gruppe aller Ähnlichkeitstransfor- 


mationen, 
oder mit der zehngliedrigen Gruppe der reziproken Radien. 


14. Es ist leicht zu erkennen, daß eine Gruppe, welche die von [294 
uns im Anfange dieses Paragraphen gestellten Forderungen erfüllt, sechs- 
gliedrig sein muß. 

In der Tat, da unsere Gruppe transitiv ist, da ferner die durch einen 
festgehaltenen Punkt gehenden Linienelemente transitiv transformiert 
werden, da sich endlich jedes Flächenelement um ein beliebiges, in ihm 
gelegenes Linienelement drehen kann, so entspricht das Festhalten eines 
Punktes, eines hindurchgehenden Linienelementes und eines durch beide 
gehenden Flächenelementes genau sechs Bedingungen. 

Unter den vier soeben angegebenen primitiven Gruppen, welche eine 
Differentialgleichung: 


1,2,3 


hin (an 2; %s) dt, dx, = 0) 


mit nicht identisch verschwindender Determinante: 


+ fııfaefss 


invariant lassen, kommen daher nur diejenigen in Betracht, welche sechs 
Parameter enthalten. Das ist der Fall mit der Gruppe der euklidischen 
Bewegungen, sowie mit der Gruppe der nichteuklidischen Bewegungen, 
wobei nicht zu vergessen ist, daß es zweierlei Gruppen von nichteukli- 
dischen Bewegungen gibt, je nachdem die invariante Fläche zweiten Grades 
reell oder imaginär ist: 


die eine kontinuierliche Gruppe in x,, &,, &, gestatten, unmittelbar hervorgeht aus 
meiner Bestimmung aller Differentialgleichungen dritter Ordnung: 


Fa, y,y,yr, y)=0, 
die eine kontinuierliche Berührungstransformationsgruppe der Ebene x, y zulassen. 
Im zehnten Bande des norwegischen Archivs [1886, d. Ausg. Bd. V, Abh.XXII, 
S. 533—550] habe ich das entsprechende Problem für einen Raum mit mehr als 
drei Dimensionen behandelt und bin durch eine rationelle Methode, die allerdings 
ziemlich ausführliche Rechnungen verlangt, zu ganz entsprechenden Resultaten ge- 
kommen. 
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Wir erhalten somit das folgende besonders wichtige Resultat: 


Theorem 1. Wenn einereelle Transformationsgruppedes 
dreifach ausgedehnten Raumes innerhalb eines gewissen 
Bereiches so beschaffen ist, daß noch kontinuierliche Be- 
wegung möglich ist, sobald ein beliebiger reeller Punkt 
und ein beliebiges hindurchgehendes reelles Linien- 
element festgehalten werden, während dagegenalle Punkte 
des Raumes in Ruhe bleiben, sobald außerdem noch ein 
durch das besprochene Linienelement gehendes reelles 
Flächenelement festgehalten wird, so ist die Gruppe durch 
einereelleTransformationähnlich entweder mit der Gruppe 
der euklidischen Bewegungen, oder mit der Gruppe der 
nichteuklidischen Bewegungen, das heißt, mit der projek- 
tiven Gruppe einer Fläche zweiten Grades, deren Glei- 
chung eine der beiden Formen: 


72 +2: +22 +1=0 [295 
besitzt. 

15. Man kann sich von vornherein auf projektive Gruppen be- 
schränken und nach allen projektiven Gruppen fragen, welche entweder 
innerhalb eines gewissen Bereiches oder ausnahmelos die 
früher gestellten Forderungen erfüllen. 

Auf diese Fragestellung kommen wir erst in einem späteren Para- 
graphen zurück. Es ist nämlich notwendig, zuerst eine allgemeine Unter- 
suchung über gewisse projektive Gruppen durchzuführen. 


S 3. 


16. Ehe wir weiter gehen, müssen wir, wie soeben gesagt, eine für 
das Folgende notwendige Hilfstheorie entwickeln. 

Wir stellen die Frage nach allen reellen projektiven Gruppen des 
n fach ausgedehnten Raumes &;, ..., &„, welche mit der projektiven Gruppe 
einer Fläche zweiten Grades: 


te tt ER 


dureh eine reelle Transformation ähnlich sind. 

Indem wir annehmen, daß der Koordinatenanfang x; = O0 ein Punkt 
von allgemeiner Lage ist, können wir ohne Beschränkung annehmen, daß 
jede der gesuchten projektiven Gruppen: 


n++n(n—1) 
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infinitesimale Transformationen von der Form: 


Pr + Saumpı + Dßrs2; IaıPpı (k=1,...n), 
i, ; i 


%;Pr — IrPi + Yin PIMF (k=1,...,n) 
j & 
enthält. Setzen wir zur Abkürzung: 


%(t1Pı + 2° + &nPn) = 55, 
so können die 4n(» —1) letzten infinitesimalen Transformationen [296 
folgendermaßen geschrieben werden: 
Pr — %Pi + Dyiridi- 
5 
17. Wir kombinieren die beiden infinitesimalen Transformationen: 


Pr — Mm + NYirıdi, 
5 


LP» En LP: ae D’Yirgße 


0 
S 


und erhalten so die infinitesimale Transformation: 
Ku Pr — Ir + Yıirkdi — Yırida — Yırv 8; + Yıridr- 


Ist nun, wie wir vorläufig annehmen wollen, n >35, so ist den beiden 
Zahlen v und k gegenüber keine dritte Zahl ausgezeichnet; also muß in 
diesem Falle: 

(Yirk — Yin) = 0 


sein. Die durch Kombination gefundene infinitesimale Transformation hat 
daher die Gestalt: 
LP — KePr + Piridv — Yivıdk, 


und da die Form dieser infinitesimalen Transformation von der Zahl ? 
unabhängig sein muß, können wir: 


VEIT II Rr 
setzen. 


Die +n(n— 1) infinitesimalen Transformationen unsrer reellen Gruppe, 
welche in der Umgebung des Punkts = ==. "=-%=0 von 
der ersten Ordnung sind, besitzen somit die Form: 


Dr — Pi + Yard — Yık = Art: 


18. Diese Transformationen lassen, wie wir jetzt zeigen werden, eine 


‚gewisse Ebene: 
Ik tt mm +1= 0 [297 
invariant. 
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Es ist nämlich: 
Arr(ARı 44 Ann) = A — Aue + Pre > Ayaz — Yılıa I hr; 
j ; 


mit Benutzung der Gleichung der betreffenden Ebene wird also: 
Arlatı 44 Ann +1) = (Ar — yr)w — (A — Y)r- 


Dieser Ausdruck verschwindet, wenn A, = y, gesetzt wird. Da nun 
unsere infinitesimalen Transformationen A;.f, solange eines der y, von 
Null verschieden ist, die unendlich ferne Ebene nicht in Ruhe lassen, er- 
kennen wir, daß die A,,f unter allen Umständen eine und nur eine Ebene 
in Ruhe lassen. 


19. Es liegt nahe, diese Ebene ins Unendliche zu verlegen. Denken 
wir uns das von vornherein gemacht, so müssen alle y, verschwinden, und 
unsere infinitesimalen 'Transformationen erster Ordnung dementsprechend 
die einfache Form %,P, — %,P; besitzen. 

Wir wollen dieses, allerdings ziemlich selbstverständliche, Resultat 
durch Rechnung bestätigen. Wir wollen also zeigen, daß die infinitesi- 
malen Transformationen: 


Pr — Pi — YiDda + YrSi 


in den Veränderlichen: 
en XL 
Yıkı tt min t+1 
die Form &, 9, — %, 9; annehmen. 
Diesen Nachweis führen wir dadurch, daß wir in: 





dj 


A f es Pe BE Pi 


die Veränderlichen x, durch die inverse Substitution: 


4 
2 


1— y12'— + a 
einführen. [298 
Es ist: 


I, = 





A = Erjki — &jjX% + YrX;I YiXj%k 


und demzufolge: 
1...n 


1) 
Af sc Anz, = Mm — PM Ft Ya — Yı9da, 
j 
oder: 
2 Dr — Pi = Pe — 2 Pi + YrIı — YiDdr- 
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Wir können daher ohne Beschränkung annehmen, daß alle y, gleich 
Null sind, sodaß unsere infinitesimalen Transformationen erster Ordnung 
die Form: 

L;Pr — %rPi 
besitzen. 

20. Es bleibt noch übrig, die Transformationen nullter Ordnung ge- 
nauer zu bestimmen. Zu diesem Zwecke kombinieren wir die infinitesimale 
Transformation: 


1...n 1...n 
Pi +2 Ar; CD; ZusS; 
; ; 


mit 2,9% — %,P; und erhalten hierdurch eine infinitesimale Transformation 
von der Form: 


ur 1i..n 35.59 L.N 1 FR | 
Pr + FaualuPr + SS BuizuP: +2 Yru%kPu + I 0,u2;0u +2 Grid. 
u u u u 9 


Da aber gegenüber der Zahl % keine andere Zahl i ausgezeichnet ist, 
folgt, daß die ß.; und Ö,. gleich Null sein müssen. Unsere infinitesimalen 
Transformationen nullter Ordnung haben somit die Form: 


1...n 1...n 1...n 
Pr + PARER + SS yeu Ir Pu + I pr; S;. 
f " ; 


Kombinieren wir nun diese infinitesimale Transformation mit: [299 
LuPs — EiPu (ki, c+u), 
so kommt: 
Yru%Pi — Yri%nPu — CinKuPr 4 KurKiPr — Pridu + Pru S. 
Diese Transformation muß unserer Gruppe angehören; daher ist: 
Yeut our =0, Yatea=0, Pr Ppru=0. 


21. Unsere infinitesimalen Transformationen nullter Ordnung haben 


somit die Form: 
A ° 


Put PTR — %, Pu) Ft EuZuPu + Bu Su, 


oder, wenn alle «,, mit zwei verschiedenen Indizes, wie offenbar erlaubt, 
gleich Null gesetzt werden, die noch einfachere Form: 


Pu + KuKuPu R; B. Du 
Mit z.9; — %;p„ kombiniert gibt diese Transformation: 


Pit Au(ZuPpi + %iDu) + Bu Ss: 
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Man erkennt somit, daß alle « gleich Null sind, und daß der Koeffizient 


ß, vom Index u unabhängig ist, 
Wäre nun dieser Koeffizient ß gleich Null, so erhielten unsere infini- 


tesimalen Transformationen die Form: 


Pis KvPr — %r Pr (i,k=1..,0)5 


dann aber bildeten die Translationen 9}, ...., 9, eine invariante Unter- 
gruppe, und das zei von vornherein ie da nach meinen Unter- 
suchungen für n Z 3 die kontinuierliche Gruppe einer Fläche zweiten [300 
Grades mit nicht verschwindender Determinante einfach ist.?) 

Es ist daher 8 eine von Null verschiedene positive oder negative 


(Größe. 


22, Wir wollen nun unter V+B ß eine reelle Größe verstehen und 
führen die n reellen Größen: 


%, = % V-+ ß kei... 


als neue unabhängige Veränderliche ein. Dann wird: 


Pr + BS,.=VtBß. + 2 Se, 


oder: 


MAR 
»%+ß%=V+B (m + x Sep). 
; 


Es ist daher gestattet, die Konstante ß gleich +1 zu setzen. Im 
ersten Falle erhalten wir die infinitesimalen Transformationen: 


Pr Eu Sr, L;Pu hEITE LuP:i (k, ?, u=1,..,n) 





1) Im zehnten Bande des norwegischen Archivs (1885) habe ich gezeigt, daß die 
kontinuierliche Gruppe einer Fläche zweiten Grades mit nicht verschwindender De- 
terminante, solange n von 3 verschieden ist, einfach ist. [D. Ausg. Bd. V, Abh. XXI, 
S. 550f.] Hieraus geht unmittelbar hervor, daß sich die Gruppe der nicht- 
euklidischen Bewegungen dadurch von der Gruppe der euklidischen Bewegungen 
unterscheidet, daß die erste Gruppe einfach, die zweite zusammengesetzt ist. 

Unabhängig von mir ist der dänische Geometer Petersen zu demselben Resul- 
tate gekommen. Soweit mir bekannt, hat sich jedoch Herr Petersen, dessen Ar- 
beit mir leider im Augenblicke nicht zugänglich ist, auf die Ebene beschränkt. 

Im dreifach ausgedehnten Raume ist die kontinuierliche Gruppe einer Fläche 
zweiten Grades zusammengesetzt. Sie hat zwei invariante dreigliedrige Unter- 
gruppen, deren Transformationen nicht paarweise vertauschbar sind. Dagegen 
hat die Gruppe der euklidischen Bewegungen nur eine invariante Untergruppe, 
deren Transformationen sämtlich vertauschbar sind. 
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das heißt, alle infinitesimalen projektiven Transformationen, welche die 
imaginäre Fläche zweiten Grades: 


+ +m:+1=0 


in sich überführen; im zweiten Falle erhalten wir die infinitesi- [301 
malen Transformationen: 


Pr Its Sr, XiPu ug LuPi (k, i, u=1l,... n), 


das heißt, die allgemeinsten infinitesimalen projektiven Transformationen, 
welche die reelle Fläche zweiten Grades: 


++: —1=0 


in sich transformieren. 


*3. Die vorausgehenden Entwickelungen liefern uns somit den fol- 
genden allgemeinen Satz: 


Satz 4. Ist eine reelle projektive Gruppe des Raumes 
%1,...,%n durch eine reelle Transformation ähnlich mit der 
(kontinuierlichen) projektiven Gruppe einer Fläche zwei- 
ten Grades mit der Gleichungsform: 


Bett 


so kann sie durch eine reelle projektive Transformation der 
Veränderlichen entweder in die projektive Gruppe der 
imaginären Fläche: 

+ +2 4+1=0, 
oderin die projektive Gruppe der reellen Fläche: 

++ +22 —-1=0 
übergeführt werden. 

Dieser Satz bleibt natürlich noch gültig, wenn das eingeklammerte 
Wort „kontinuierlichen“ gestrichen wird. 

Die vorangehenden Entwickelungen liefern uns auch den folgenden 
Satz: 

Satz 5. Ist eine reelle projektive Gruppe des Raumes 
%,...,,%, mit der Gruppe der euklidischen Bewegungen die- 
ses Raumes durch eine reelle Transformation ähnlich, so 
ist sie. mit ihr innerhalb der allgemeinen projektiven 


Gruppe des Raumes z,,...,x,. durch eine reelle projektive 
Transformation gleichberechtigt. 
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Es darf nicht vergessen werden, daß in den vorausgehenden Ent- 
wickelungen die Annahme n >3 gemacht wurde. Wir wollen daher jetzt 
zeigen, daß die abgeleiteten Sätze auch noch gültig bleiben, wenn n = 3 ist. 


24. In diesem Falle haben wir die drei infinitesimalen Trans- [302 
formationen erster Ordnung: 
21 Pa — AgPı + Cızıdı + Cı2a Sa + 12395, 
L1P3 — XaPı + CısıSı + Rısa Sa + ıs3 ds, 
LPs — %yPa + Oasıdı + @as2 da + A235. 
Kombinieren wir nun die beiden ersten infinitesimalen Transformationen, 


so erhalten wir die Transformation: 


%3Pa — XaPs + Cıza SS; — Oısı Sg — &123 01 F 12195; 
also ist: 
0132 — &ıaz — Rgpı5 


&ızı = — Og2g, Oıaı — ORgas- 
Unsere drei infinitesimalen Transformationen haben somit die Form: 
X Pa — EaPı + 91 — &ı 82 + 12305, 
L3Pı — Ps — 81 + 01202 + &ı S3, 
LPs — Pa + Aaysı di + 50a — A2S5. 
Wird die letzte unter diesen Transformationen mit: 


103 15458 
Pı u Anz P; + Zur Sr 

j 
kombiniert, so enthält die hervorgehende infinitesimale Transformation 
erster Ordnung das Glied &,p, mit dem Faktor — &3ı, der somit ver- 
schwindet. Es ist daher: 


931 — Azıa — Aıaz — Do. 


und unsere infinitesimalen Transformationen erster Ordnung besitzen die 


Form: 
X; Pr — IrPı + er — &;Sx, 


genau wie wenn n größer als 3 ist. Wir kommen daher im Falle n = 3 
genau zu demselben Resultate, wie im Falle » > 3. 


25. Auch wenn n=2 ist, bleiben die aufgestellten Sätze gültig. [303 
Dies folgt unmittelbar daraus, daß die einzige infinitesimale Transforma- 


a a a Dt a ae eh ne a. a nn a ins 
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tion erster Ordnung, welche in diesem Falle auftritt, von vornherein die 


Form: 
% Pa — %aPpı + Sı + 8, 


besitzt. Die Erledigung dieses Falles liegt übrigens implizite in der von 
mir längst durchgeführten Bestimmung aller projektiven Gruppen einer 
Ebene. 

Ich darf wohl hinzufügen, daß auch der Fall n= 3 von mir schon 
in einer älteren Arbeit erledigt worden ist. 


S4. 

26. Auf S. 295 [hier S. 390] fragten wir nach allen reellen projek- 
tiven Gruppen des dreifach ausgedehnten Raumes, welche ausnahmelos 
oder innerhalb eines gewissen Bereiches freie Beweglichkeit im 
Infinitesimalen besitzen. Wir können jetzt diese Frage sehr leicht 
beantworten. 

Jede Gruppe von der verlangten Beschaffenheit ist nach den Ent- 
wickelungen des zweiten Paragraphen durch eine reelle "Transformation 
ähnlich entweder mit der Gruppe der euklidischen oder mit der Gruppe 
der nichteuklidischen Bewegungen des dreifach ausgedehnten Raumes. 

Nun aber suchen wir nur projektive Gruppen mit den betreffen- 
den Eigenschaften. Es zeigen also die Entwickelungen des vorigen Para- 
graphen, daß jede Gruppe von der verlangten Beschaffenheit mit einer der 
genannten projektiven Gruppen innerhalb der allgemeinen projektiven 
Gruppe durch eine reelle Transformation gleichberechtigt sein muß. 

Wollen wir, daß die gesuchte Gruppe ausnahmelos für alle Punkte 
des Raumes freie Beweglichkeit im Infinitesimalen besitzen soll, so muß 
die Gruppe der euklidischen Bewegungen ausgeschlossen werden, da sie 
die unendlich ferne Ebene in Ruhe läßt, und sich die Elemente dieser 
Ebene infolgedessen nicht um ihre Linienelemente drehen können. Gleich- 
zeitig müssen alle mit dieser Gruppe innerhalb der allgemeinen projek- 
tiven Gruppe gleichberechtigten Gruppen ausgeschlossen werden. 

Unser Resultat ist also das folgende: 


Satz 6. Besitzt eine reelle kontinuierliche projek- [304 
tive Gruppe des dreifach ausgedehnten Raumes ausnahme- 
los freie Beweglichkeit im Infinitesimalen, so besteht sie 
aus allen reellen projektiven Transformationen, welche 
eine durch eine reelle Gleichung dargestellte imaginäre 
Fläche zweiten Grades mit nicht verschwindender Deter- 
minante in sich überführen. 
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Satz 7. Besitzt eine reelle projektive Gruppe des drei- 
fach ausgedehnten Raumes zwar nicht ausnahmelos, jedoch 
innerhalb eines gewissen Bereiches freie Beweglichkeit 
im Infinitesimalen, so sind zwei Fälle denkbar. Entweder 
besteht die Gruppe aus allen projektiven Transforma- 
tionen, welche eine geschlossene reelle Fläche zweiten 
Grades (Ellipsoid, zweischaliges Hyperboloid, ellipti- 
sches Paraboloid)in sich überführen; oder die Gruppe ist 
innerhalb der allgemeinen projektiven Gruppe mit der 
Gruppe der euklidischen Bewegungen durch eine reelle 
Transformation gleichberechtigt. 


$ 5. 

27. Jetzt können wir unsere allgemeinen Probleme ohne Schwierig- 
keit für einen vierfach ausgedehnten Raum A, erledigen. 

Wir suchen zunächst im vierfach ausgedehnten Raume %,, &%, X, &q 
alle reellen Transformationsgruppen, bei denen innerhalb eines ge- 
wissen Bereiches freie Beweglichkeit im Infinitesimalen in dem fol- 
genden Sinne stattfindet: 

Wird ein beliebiger reeller Punkt, ein beliebiges hindurchgehendes 
reelles M,-Element und ein beliebiges durch beide gehendes reelles M;- 
Element festgehalten, so ist noch kontinuierliche Bewegung des Raumes I, 
möglich; wird jedoch außerdem noch ein durch das M,- Element gehen- 
des reelles M;-Element festgehalten, so bleiben alle Punkte des Raumes 
in Ruhe. 

Um dieses Problem zu erledigen, betrachten wir die durch einen 
festgehaltenen Punkt P gehenden oo? reellen M,-Elemente als Punkte 
eines dreifachen Raumes R,, welcher von einer projektiven Gruppe trans- 
formiert wird. Diese projektive Gruppe hat nun, wie wir jetzt zeigen wer- 
den, die in $ 4 vorausgesetzten Eigenschaften.. 

Wird im Raume R, der reelle Punkt P, ein hindurchgehendes reelles 
M,-Element, sowie ein durch dasselbe gehendes reelles M,-Element fest- 
gehalten, so heißt dies, daß im Raume Ry ein reeller Punkt und ein hin- 
durchgehendes reelles Linienelement festgehalten werden. Gäbe es nun [305 
unter den durch dieses Linienelement gehenden reellen Flächenelementen 
auch nur ein einziges, welches sich unter den gemachten Voraussetzungen 
nicht um das Tinienelement drehen könnte, so existierte im Raume A, 
ein durch den Punkt P, durch das festgehaltene Linienelement, sowie 
durch das festgehaltene M,-Element gehendes reelles M3-Element, welches 
sich nicht um dieses M,-Element drehen könnte. Dann blieben aber alle 





$ 4,5. Nr. 26—30. Gruppen des R, mit freier Bewegl. im Inf. 399 


Punkte des Raumes AR, in Ruhe, was unserer Voraussetzung der freien 
Beweglichkeit im Infinitesimalen widersprechen würde. 

Die reelle projektive Gruppe unseres dreifachen Raumes FR,’ be- 
sitzt daher in dem bekannten Sinne des Wortes freie Beweglichkeit 
im Infinitesimalen und zwar ausnahmelos. Sie besteht infolge- 
dessen aus allen reellen projektiven Transformationen, welche eine durch 
eine reelle Gleichung dargestellte imaginäre Mannigfaltigkeit zweiten Gra- 
des mit nicht verschwindender Determinante in sich überführen. 


28. Hieraus folgt, daß die vorgelegte Gruppe des vierfachen Raumes 
R, eine reelle Gleichung zweiten Grades: 


1.58 
Tina ... x) dx; dx = (0) 


mit nicht identisch verschwindender Determinante : 


N, 


invariant läßt. | 

Die Gruppe des Raumes A, ist transitiv. Existierten nämlich oo! (oder 
noch mehr) invariante reelle Mannigfaltigkeiten M,, so würde in jedem 
Punkte des Raumes die ebene Tangential-#%, an die durch den Punkt 
gehende M, ein M;-Element bestimmen, das sich nicht um jedes in ihm 
enthaltene M,-Element drehen könnte. Das aber würde unserer Voraus- 
setzung widersprechen; also leuchtet ein, daß die Gruppe unseres vierfach 
ausgedehnten Raumes transitiv ist. 


29. Nunmehr ist es leicht, die Zahl der Parameter unserer Gruppe 
zu bestimmen. 

Einen Punkt P des vierfachen Raumes A, festhalten kommt auf vier 
Bedingungen hinaus. Da andererseits die durch P gehenden Linien- [306 
elemente durch eine sechsgliedrige Gruppe transformiert werden, und 
da es sicher ist, daß alle Punkte des Raumes R, in Ruhe bleiben, sobald 
alle durch P gehenden Linienelemente festgehalten werden, so leuchtet 
ein, daß gerade zehn Bedingungen erforderlich sind, um alle Punkte des 
Raumes AR, in Ruhe zu halten. Dieser Raum wird somit durch eine zehn- 
gliedrige (Gruppe transformiert. 


30. Wir setzen voraus, daß der Koordinatenanfang x; = 0 ein Punkt 
von allgemeiner Lage ist. Dann enthält unsere Gruppe vier infinitesimale 
Transformationen von der Form: 


Prt**: (k=1, 2,3, 4). 
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Setzen wir nun ferner voraus, daß die bei der zehngliedrigen Gruppe in- 
variante Differentialgleichung: 
1... 4 
I fir(x) de, da; = 0 
ik 


[} 


bei der Substitution x, = 0 die Form: 
dx? + dx? + da? + daf= 0 


annimmt, so muß unsere Gruppe sechs infinitesimale Transformationen 


von der Form: 
we 


Pr — KrPpi + ED 2; + ** (i,k=1,...,4) 
; 


enthalten; dieselben zeigen, wie die durch den Koordinatenanfang gehenden 
Linienelemente transformiert werden, wenn dieser Punkt festgehalten wird. 

Da unsere Gruppe des Raumes AR, zehngliedrig ist, so enthält sie 
keine anderen infinitesimalen Transformationen als die vier von nullter 
Ordnung p, + --- und die sechs soeben besprochenen von erster Ordnung. 
Es ist dabei leicht zu erkennen, daß die Konstanten «,, alle gleich Null 
sind. Das ergibt sich nämlich sogleich, wenn man die beiden infinitesi- 
malen Transformationen: 


LPr — Pi F ir I %P; 06 a, 
9 


%, Dr — Erd + or SP; + 
9 


kombiniert. 


31. Es stellt sich also die Aufgabe, im Raume &,,...,%, alle [307 
zehngliedrigen Gruppen zu finden, welche zehn infinitesimale Transforma- 
tionen von der Form: 


7°, ..., YTt 


UP —- Mt: (,k=1,...,4) 
enthalten. 


Dieses Problem habe ich eingehend im zehnten Bande des norwegi- 
schen „Archivs for Mathematik“ behandelt. [1886, d. Ausg. Bd. V, Abh.XXII, 
S.553—550.] Es ergab sich, daß die betreffende Gruppe entweder mit der 
Gruppe aller euklidischen, oder mit einer der beiden Gruppen von nicht- 
euklidischen Bewegungen des Raumes R, ähnlich sein muß, und zwar 
durch eine reelle Transformation, was allerdings a. a. O. nicht hervor- 
gehoben ist, aber sehr leicht eingesehen werden kann. 
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Hiermit erhalten wir das folgende 'T'heorem: 


Theorem 2. Besitzt eineG@ruppe von reellen Punkttrans- 
formationen des vierfach ausgedehnten Raumes z,,...,4 
im früher erklärten Sinne des Wortes innerhalb eines ge- 
wissen Bereiches freie Beweglichkeit im Infinitesimalen, 
so sind zwei Fällemöglich. DieGruppeist durch einereelle 
Transformationähnlichentwedermitder@Gruppedereukli- 
dischen Bewegungen, oder mit der Gruppe der nichteukli- 
dischen Bewegungen des vierfachen Raumes. Im letzten 
Falle kann dieinvariante Fläche zweiten Grades, die immer 
durch eine reelle Gleichung dargestellt wird, reell oder 
imaginär sein. 


$ 6. 

32. Wir stellen nun die Frage nach allen reellen projektiven 
Gruppen des vierfach ausgedehnten Raumes, welche entweder ausnahme- 
los, oder jedenfalls innerhalb eines gewissen Bereiches freie Beweglichkeit 
im Infinitesimalen in dem früher angegebenen Sinne besitzen. 


Die betreffenden Gruppen sind nach den Entwickelungen des vorigen 
Paragraphen durch eine reelle Transformation ähnlich entweder mit der 
Gruppe aller euklidischen Bewegungen, oder mit der Gruppe aller nicht- 
euklidischen Bewegungen des Raumes R,. | 


Da aber die gesuchten Gruppen projektiv sein sollen, so müssen 
sie nach den Ergebnissen des $ 3 innerhalb der allgemeinen projek- [308 
tiven Gruppe mit einer unter den genannten Gruppen durch eine reelle 
Transformation gleichberechtigt sein. 


Wollen wir, daß die verlangten Eigenschaften ausnahmelos für alle 
Punkte des Raumes gelten sollen, so müssen die Gruppe der euklidischen 
Bewegungen, sowie alle mit ihr innerhalb der allgemeinen projektiven 
Gruppe gleichberechtigten reellen Gruppen ausgeschlossen werden. Denn 
bei einer solchen Gruppe bleibt eine dreifach ausgedehnte reelle ebene 
Mannigfaltigkeit invariant, und also können sich die in derselben gelegenen 
M;3-Elemente nicht frei um jedes in ihnen enthaltene M,-Element drehen. 
Es muß also die gesuchte Gruppe aus allen reellen Transformationen be- 
stehen, welche eine gewisse Fläche zweiten Grades mit nicht verschwin- 
dender Determinante in sich überführen. Dabei leuchtet ein, daß die 
Fläche, die natürlich durch eine reelle Gleichung dargestellt wird, imagi- 
när sein muß. 
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33. Unser Resultat ist also das folgende: 


Satz 8. Besitzt eine reelle kontinuierliche projektive 
Gruppe des Raumes a,,...,% freie Beweglichkeit im Infini- 
tesimalen im bekannten Sinne des Wortes, und zwar nicht 
bloß innerhalb eines gewissen Bereiches, sondern aus- 
nahmelos, so besteht diese Gruppe aus allen reellen pro- 
jektiven Transformationen, welche eine durch eine reelle 
Gleichung dargestellte imaginäre dreifach ausgedehnte 
Mannigfaltigkeit zweiten Grades mit nicht verschwinden- 
der Determinantein sich überführen. 


Satz 9. Besitzt eine reelle projektive Gruppe des Rau- 
mes &,...,%ı zwar nicht ausnahmelos, aber doch innerhalb 
eines gewissen Bereiches freie Beweglichkeit im Infinite- 
simalen, so sind zwei Fälle denkbar. Entweder besteht die 
Gruppe aus allen reellen projektiven Transformationen, 
welche eine geschlossene reelle Fläche zweiten Grades mit 
nicht verschwindender Determinante in sich überführen; 
oder sie ist dureh eine reelle projektive Transformation 
ähnlich mit der Gruppe: 


Pı, ---„, Pa; Pr — IrPi „el 


aller euklidischen Bewegungen des Raumes %,,..., X. 


KR 


34. Jetzt übersieht man leicht, wie man die für den drei- und vier- 
fach ausgedehnten Raum abgeleiteten Sätze auf den »-fach ausge- [309 
dehnten Raum übertragen kann. Man zeigt allgemein, daß, wenn sie für 
einen (a—1)-fach ausgedehnten Raum R,„_, gelten, sie dann auch für 
den n-fach ausgedehnten Raum Gültigkeit haben. 

Wir setzen demnach als bewiesen voraus, daß unsere Sätze für den 
(n —1)-fach ausgedehnten Raum R,„_, gelten, und suchen im Raume R, 
alle reellen Transformationsgruppen, bei denen innerhalb eines ge- 
wissen Bereiches freie Beweglichkeit im Infinitesimalen 
stattfindet. | 

Wird ein reeller Punkt &,,..., &„ festgehalten, so bilden die durch 
diesen Punkt gehenden M;-Elemente dx,,..., dx, einen (n — 1)-fach aus- 
gedehnten Raum R„_ı, welcher durch eine projektive Gruppe transfor- 
miert wird. Halten wir nun in diesem Raume R,;_ı einen Punkt dx; fest, 
ein hindurchgehendes M,-Element, ein durch dasselbe gehendes M,-Ele- 
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ment, und so weiter, endlich ein reelles M„_s3- Element, so müssen sich alle 
durch dieses letzte Element gehenden reellen M„_s-Elemente noch drehen 
können. Sonst bliebe nämlich im Raume R,, nachdem ein Punkt x,, ein 
M,-Element dx,,..., ein M„_s- Element festgehalten worden sind, gleich- 
zeitig ein durch dieses M,„_s- Element gehendes M,„_,-Element und damit 
überhaupt jeder Punkt des Raumes R, in Ruhe. Das ist aber von vorn- 
herein ausgeschlossen. 

Unsere projektive Gruppe des Raumes R,„_ı besitzt also ausnahme- 
los freie Beweglichkeit im Infinitesimalen. Daher besteht diese projektive 
Gruppe aus allen reellen projektiven Transformationen, welche eine durch 
eine reelle Gleichung: 


1 
fire, zul } u) dx; da. = 0 


dargestellte imaginäre Mannigfaltigkeit mit nicht verschwindender Deter- 


minante invariant lassen. 
Die gesuchte Gruppe des Raumes R, läßt infolgedessen eine Diffe- 


rentialgleichung zweiten Grades: 


in 
I fır(z) da, dx, — 0 
i, k 

mit nicht identisch verschwindender Determinante invariant. 


35. Wir nehmen nun an, daß der Koordinatenanfang: 
nen sen, =0 [310 


ein Punkt von allgemeiner Lage ist, und daß die invariante Differential- 
gleichung bei der Substitution x; = 0 die Form: 
da? ++ da,2= 0 

annimmt. Die durch den Koordinatenanfang gehenden M,-Elemente dx; 
werden dann durch die allgemeinste kontinuierliche projektive Gruppe 
transformiert, welche die Mannigfaltigkeit Idx,?= 0 invariant läßt. 
Andererseits muß die gesuchte Gruppe des Raumes R, transitiv sein, 
denn sonst wäre es möglich, ein M„_,-Element anzugeben, das sich nicht 
um jedes in ihm enthaltene M„_s-Element drehen könnte. Hieraus er- 
gibt sich, daß die gesuchte Gruppe n + In(n — 1) infinitesimale Trans- 
formationen von der Form: 

Pı - ie won, Vi RN 


n 


1 
LiPr — Pi + 4 DI 2P; er 
; 


aber keine von diesen unabhängige enthält. 
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In der früher besprochenen Arbeit im zehnten Bande des norwegi- 
schen Archivs habe ich nun alle Gruppen bestimmt, deren infinitesimale 
Transformationen diese Form besitzen. Ich fand, daß jede derartige Gruppe 
entweder mit der Gruppe der euklidischen Bewegungen, oder mit der 
Gruppe der nichteuklidischen Bewegungen ähnlich ist. Ich kann noch 
hinzufügen, daß diese Ähnlichkeit durch eine reelle Transformation ver- 
mittelt wird; man muß nur beachten, daß vom reellen Standpunkte aus 
zwei verschiedene Gruppen von nichteuklidischen Bewegungen zu unter- 
scheiden sind. 

36. Es ist daher das gestellte Problem vollständig erledigt; unsere 
Ergebnisse lassen sich folgendermaßen zusammenfassen: 


Theorem 3. Die Gruppe der euklidischen Bewegungen: 


Pı,y ---, Pr» LiPr — Kr Pi 6,8 2..2,005 
die Gruppe der nichteuklidischen Bewegungen: 
1...n 
Pr + Tr > ,P;, IiPr x Lk Pi (,k=1,...,n), [311 
5 
welche die Fläche: 
+. ++ a a El, 
invariant lassen, und endlich die@ruppe der nichteuklidi- 


schen Bewegungen: 
Bi 


N 
Dr — %2 %;Pj, KiPr — WrPi en. 
; 
welche die Fläche: 
22 +. +2. —1=0 


ın sich überführen, und diemitihnen durcheine reelle Trans- 


formationähnlichenGruppen sind die einzigenreellen Trans- 


formationsgruppen des Raumes 2,,...,2%,, welche innerhalb 
eines Bereiches freie Beweglichkeit im Infinitesimalen in 
folgendemSinne des Wortes besitzen: Wirdinnerhalb dieses 
Bereiches ein beliebiger reeller Punkt, ein beliebiges hin- 
durchgehendes reelles M,-Element da,,..., dx„, ein beliebi- 
ges durch das letztere gehendes reelles M,-Element,...., 
endlich ein beliebiges reelles M,-Element festgehalten, so 
ist kontinuierliche Bewegung möglich so lange und nur so 
lange, als gkleinerals n—1 ist. 


37. Wir stellen andererseits die Frage nach allen reellen projek- 
tiven Gruppen des n-fach ausgedehnten Räumes &;, .... %„, welche ent- 
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weder ausnahmelos oder innerhalb eines gewissen Bereiches freie Beweg- 
lichkeit im Infinitesimalen in dem angegebenen Sinne besitzen. 

Jede derartige Gruppe ist nach den vorangehenden Entwiekelungen 
ähnlich entweder mit der Gruppe der euklidischen oder mit einer der 
Gruppen von nichteuklidischen Bewegungen des n-fach ausgedehnten Rau- 
UNE De 

Da aber die gesuchte Gruppe projektiv sein soll, so muß sie nach 
den Ergebnissen des $ 3 durch eine reelle projektive Transformation mit 
einer unter den drei betreffenden Gruppen ähnlich sein. 

Sollen die verlangten Eigenschaften ausnahmelos für alle Punkte [312 
des Raumes &,,..., %„ gelten, so müssen die Gruppe der euklidischen Be- 
wegungen und die mit ihr innerhalb der allgemeinen projektiven Gruppe 
gleichberechtigten reellen Gruppen ausgeschlossen werden. Denn bei einer 
solchen Gruppe bleibt eine (n— 1)-fach ausgedehnte reelle ebene Mannig- 
faltigkeit invariant, und daher können sich die M„_,-Elemente dieser 
Mannigfaltigkeit nieht drehen. Ebenso muß natürlich die projektive Gruppe 
der reellen Mannigfaltigkeit: 


+ + 1=0 


ausgeschlossen werden; denn die M„_,-Elemente dieser Mannigfaltigkeit 
können sich ja nicht frei drehen. 


38. Unsere Ergebnisse lassen sich in die beiden folgenden Sätze zu- 
sammenfassen: 


Satz 10. Besitzt eine reelle kontinuierliche, projektive 
Gruppe des Raumes z,,..., 2, freie Beweglichkeit im Infini- 
tesimalen in dem bekannten Sinne, und zwar nicht bloß 
innerhalb eines gewissen Bereiches, sondern ausnahmelos 
fürallePunkte des Raumes, so besteht die Gruppeausallen 
reellen projektiven Transformationen, welche eine durch 
eine reelle Gleichung zweiten Grades: 


dr + Dept +d=0 


dargestellte imaginäre Fläche zweiten Grades mit nicht 
verschwindender Determinantein sich transformieren. 


Satz Il. Besitzt eine reelle, kontinuierliche, projek- 
tive Gruppe des Raumes z,,...,2, nicht ausnahmelos, aber 
doch innerhalb eines gewissen Bereiches freie Beweglich- 
keitimInfinitesimalen, so ist die Gruppe dureh eine reelle 
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projektive Transformation ähnlich entweder mit der 
Gruppe der euklidischen Bewegungen: 


Pr, KiPr — XrPi (,k=1,...,0), 


oder mit der Gruppe der nichteuklidischen Bewegungen, 
welche die Fläche: 

a Re See ni, 
invariant lassen. 


- 39. Indem wir diese Untersuchung abschließen, haben wir noch [313 
eine allgemeine Bemerkung hinzuzufügen. 

Im Vorangehenden betrachten wir nur solche Transformationsgruppen, 
welche durch analytische Gleichungen bestimmt sind. Diese Beschrän- 
kung ist nicht notwendig. Man kann überhaupt Gruppen betrachten, 
welehe durch kontinuierliche Gleichungen bestimmt sind, die eine gewisse 
Anzahl von Malen differentiiert werden können. Die vorangehenden 
Theorien bleiben auch für derartige Gruppen noch gültig. Das beruht 
darauf, daß jede transitive Gruppe, welche durch solche kontinuierliche 
Gleichungen bestimmt ist, die eine gewisse Anzahl Differentiationen ge- 
statten, mit einer durch analytische Gleichungen darstellbaren Gruppe 
ähnlich ist. Es ist aber hier nicht der Ort, diese Andeutung weiter aus- 
zuführen. 


S 8. 
40. Wir werden bei dieser Gelegenheit noch einige Sätze aufstellen, 
die oft Anwendung finden und welche mit den vorangehenden Theorien 
in einem gewissen Zusammenhange stehen. 


Satz 12. Die Gruppe der reziproken Radien des n-fach 
ausgedehnten Raumes ist mit keiner projektiven Gruppe 
dieses Raumes ähnlich. 


Beweis. Die Gruppe der reziproken Radien des »n-fach ausgedehnten 
Raumes enthält: 
n+znn—1)+1+n 
unabhängige infinitesimale Transformationen, als welche wir am besten 


die nachstehenden wählen: 
1 N 


Pr, Pi IXPiy SUP, 


1...n 1...n 
un j u | 
Zu. 22; ZUrPr- 
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Wäre diese Gruppe mit einer projektiven Gruppe des Raumes R, 
ähnlich, so enthielte diese projektive Gruppe n unabhängige infinitesi- [314 
male Transformationen zweiter Ordnung, und zwar die Transformationen: 


n 


1. 
2 Pr 8; 
und n Transformationen nullter Ordnung, welche wir etwa auf die Form: 


Pr + Dr 152:P3 = Pr 
bringen könnten. 
Kombinieren wir P, mit S,, so kommt: 


K 


en 3. 
(PS;) = & Dx,p,+ LPk + ße: . 


Unsere projektive Gruppe enthielte also die infinitesimalen 'Transforma- 


tionen: 1.4 
2 
Er > %,P, er L;Pr: 


” 


Setzen wir nun zunächst k = j, so finden wir die n Transformationen: 


1...n 
SED; + %eDr 
5 
und durch deren Addition die Transformation: 
1...n 
>27 Ik Pr 
und gleichzeitig die »n Transformationen x, px; folglich wären alle n? Trans- 
formationen 2,p; vorhanden, und es kämen auch die n Translationen 
Pi13 ---,Pm vor. Kurz, unsere projektive Gruppe enthielte alle projektiven 
infinitesimalen Transformationen, und das ist natürlich ausgeschlossen. 


41. Satz 13. Ist im n-fach ausgedehnten Raume R, eine 
projektive Gruppe mit der speziellen linearen Gruppe 
dieses Raumes ähnlich, so ist sie mit ihr innerhalb der 
allgemeinen projektiven Gruppe gleichberechtigt. 


Beweis. Eine projektive Gruppe, welche mit der speziellen [315 
linearen Gruppe ähnlich ist, enthält a —1 unabhängige infinitesimale 
Transformationen von der Form: 


Pi — InPnt Zub, 


wo 5; in derselben Bedeutung wie vorhin benutzt ist. 


5 DE 
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Kombinieren wir nun die beiden Transformationen: 


1...n 
u 
1 Pı — InPn +2 41585, 
; 
1...n 


Lo Pa — KnDn + = 2,85, 
so erhalten wir die Transformation: 
181 — Kon Sn — ıgda + Aındn; 
da aber keine Transformation zweiter Ordnung vorkommen darf, folgt: 
02] — 0, 012 — 0, Ggn— Oin- 


Es verschwinden also für ,k<n-—1 alle «,,. mit zwei verschiedenen 
Indizes. Unsere infinitesimalen Transformationen erster Ordnung haben 


somit die Form: 
iD Ik Pr + 0; S,;,— [047 Sr 2 


Kombinieren wir diese Transformation mit der Transformation: 
1...n 
127 7 Bir S;, 
; 
die sicher in unserer Gruppe vorkommt, so ergibt sich: 
22;Pr + Bird — Pina da + N: 


Birk = 0, Bir: = &x, 


und wir erhalten die infinitesimale Transformation: 


Es ist daher: 


LP + &D:- 
Die infinitesimalen Transformationen erster Ordnung unserer Gruppe [316 
besitzen somit die Form: 
Pi — mt u — Ir = Auf) 
Pr + & = Biurf- 


42. Es ist nun leicht zu erkennen, daß diese Transformationen eine 


Ebene: ! 


invariant lassen. Es ist ja: 
Arrlhtıt+ 4 Anknt+ 1) sag 1% — Ay &Ca + FDA ——- (Ax.Ik Dix = 
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Mit Benutzung der Gleichung der Ebene kommt daher: 
Arlhıitı ++ Ann + 1) = (HH — &;) — (Ar — 04), 
und dieser Ausdruck verschwindet, wenn A, — «@, = 0 ist. 
Andererseits ist: 
Br hat + hm tl) hut SI ha = (hr — 0%), 


sodaß auch dieser Ausdruck bei der Annahme A,= «, verschwindet. 
Verlegt man daher die betreffende Ebene ins Unendliche, so nehmen 
die infinitesimalen Transformationen erster Ordnung unserer Gruppe die 


Form an: 
%;Pi— %IrPr, TiPr- 
43. Sind nun: 


P= Mt & I 4;P; + Da,;8; 
j ; 
die » infinitesimalen Transformationen nullter Ordnung unserer Gruppe, so 


ist leicht zu erkennen, daß die «,; gleich Null sind. Durch Kombination 
von 2,9; — %;P,; mit P, kommt nämlich: 


Pı=Mm+ 9; — Er Dr, 
und durch Kombination von %,p, mit P,’ kommt: [317 
Er IR S ER 


sodaß «;; gleich Null sein muß, da ja unsere Gruppe keine infinitesimale 
Transformation zweiter Ordnung enthält. Unsere infinitesimalen Trans- 
formationen nullter Ordnung haben somit die Form: 


Prt id. 


Ferner kommt durch Kombination von 9, + @.;9,; mit &%.P:: 


Pi— &kidk, 
sodaß: &,;= — &;r Ist. 


44. Ist nun n>2, so können wir ohne weiteres «;; gleich Null 
setzen, weil dann der Zahl k gegenüber keine andere Zahl © ausgezeichnet 
ist. Ist andererseits 2 —= 2, so haben wir nur die fünf infinitesimalen Trans- 
formationen: 

Pıt &12S2, Pat &zıdı, XıPı—RePe, ZıPa, XePpı; 
durch Kombination der beiden ersten kommt: 
%2, (221 Pı + XaP2) — kıalkıpı + 22 P2), 
oder, da &g = — Qsı ist: 


0132, Pı + 3XgP2) - 
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Da aber die infinitesimale Transformation 2,9, + %3Pa nicht vorkommen 

darf, ist &, = 0. Es ergibt sich somit unter allen Umständen, daß unsere 

infinitesimalen Transformationen nullter Ordnung die Form 9, besitzen. 
Unser Satz ist somit erwiesen. 


45. Satz 14. Ist eine (reelle) projektive Gruppe des n- 
fachen Raumes 2%,...,%n mit der allgemeinen (reellen) 
linearen Gruppe dieses Raumes (durch eine reelle Trans- 
formation) ähnlich, so ist sie mitihrinnerhalb derallge- 
meinen projektiven Gruppe (durch eine reelle Transforma- 
tion) gleichberechtigt. 


Ist [nämlich] eine projektive Gruppe mit der allgemeinen linearen [318 
ähnlich, so enthält sie ».n infinitesimale Transformationen von der Form: 


1 
m — Pr + Sr; 85, 
I 


ab: 


..N 
8 NT Yy 
Pot — ‚Bird; 
f 


mt + mt at tn Uf. 
Es ist leicht, zu erkennen, daß die letzte Transformation, wenn die 


C. nicht alle verschwinden, eine ganz bestimmte im Eindlichen gelegene 


Ebene: 
At + umt+1=0 


invariant läßt. Es ist nämlich: 
Uhtı + +,m +1) => Du + FD 
9 


= I as 4% + az u): 
9 


Dieser Ausdruck verschwindet vermöge der Gleichung der Ebene dann 


und nur dann, wenn: 
rg Gı, ..., A Cn 


ist. Denken wir uns diese bei Uf invariante Ebene ins Unendliche ver- 
legt, so erhält Uf die Form: | 


ıPıTt °'* + InPn} 


das folgt ohne weiteres daraus, daß die Transformation Uf die durch den 
Koordinatenanfang gehenden Geraden alle in Ruhe läßt; man kann es 
übrigens leicht durch Rechnung bestätigen. 
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46. In den jetzt eingeführten neuen Veränderlichen bleibt die Form 
der übrigen infinitesimalen Transformationen im wesentlichen ungeändert. 
Die infinitesimalen Transformationen unserer Gruppe haben somit jetzt 


die Form: 


1... 
Pi — Ir Pr + 304,55, [319 
23 
1...n 
Pr +2 Bir; 95, 
; 


Amt tm m=U. 


Kombiniert man aber U mit den übrigen infinitesimalen Transformationen 
erster Ordnung, und beachtet man, daß infinitesimale Transformationen 
zweiter Ordnung nicht vorkommen dürfen, so übersieht man ohne wei- 


teres, daß: 
ins Pin; = 0 
ist. 
| 47. Es bleibt noch übrig, die infinitesimalen Transformationen nullter 
Ordnung zu bestimmen. Ist: 


nz N 


+2 Sansa P; + Spu8) 


eine solche, so kann man zunächst ohne Beschränkung alle en gleich 
Null setzen. Nun aber ist: 


Iren 


1...n 
(p. + Br S;, v) uk — Br; S;, 
; j 


und also müssen auch alle ß,; gleich Null sein. 
Hiermit haben unsere infinitesimalen Transformationen die Form: 


Pr; FiPr 
erhalten, und es ist daher unser Satz bewiesen. 


48. Satz 15. Ist eine projektive Gruppe mit der Gruppe 
aller Ähnlichkeitstransformationen ähnlich, so ist sie 
mit dieser innerhalb der allgemeinen ek ison Gruppe 
gleichberechtigt. 


Ist eine projektive Gruppe mit der Gruppe aller Ähnlichkeitstrans- 
formationen ähnlich, so erhält sie, wenn wir wiederum die Bezeichnung: 


L.% 


j£ 
4 >? m =; 
® 
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benutzen: [320 
n+Inn—1)+1 


infinitesimale Transformationen, welche die Form: 


1...n 
Pr + I; 85, 
on 
Pr — Pi + Bir 85, 
1 
26. Ya fr Inn + Zn de = U 


besitzen. Dabei können wir, wie wir schon früher gesehen haben, ohne 
Beschränkung annehmen, daß alle c,— 0 sind. 
Sodann ergibt sich durch Kombination: 


ren 1...n 
(.— Ir Pi + Sßins 95, Neun) > — ßursS; ) 
9 9 


1a RN 
(n. +2 2505, Sarpı) ze; — Da,,S;, 
; f 


sodaß alle «,,; und alle ß,,; gleich Null sind. 
Unser Satz ist hiermit erwiesen. 


49. Satz 16. Die kontinuierliche projektive @ruppeeiner 
Fläche zweiten Grades mit nichtidentisch verschwinden- 
der Determinante ist in keiner größeren kontinuierlichen 
Untergruppe der allgemeinen projektiven Gruppe ent- 
halten. 


Wir zeigen, daß, wenn dieser Satz für den R„_, gilt, er auch für den 
n-fach ausgedehnten Raum AR, gültig ist. 

(Gesetzt, daß unser Satz für den R,„_., erwiesen ist. 

Wir betrachten im R, die Gruppe @ einer F,, und setzen voraus, daß 
dieselbe in einer größeren Untergruppe I’ der allgemeinen projektiven 
(ruppe enthalten ist. 

Halten wir nun einen Punkt von allgemeiner Lage fest, so werden 
die Transformationen der Gruppe @, welche diesen Punkt in Ruhe lassen, 
den Raum der hindurehgehenden oo”! Richtungen durch eine projektive 
Gruppe g transformieren. Ebenso transformiert die Gruppe I’ die be- [321 
sprochenen Richtungen durch eine projektive Gruppe y. Dabei ist klar, 


daß die Gruppe g entweder in der Gruppe y enthalten oder mit dieser 
identisch ist. 
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Wäre g als Untergruppe in y enthalten, so wäre y nach unserer Vor- 
aussetzung die allgemeine projektive Gruppe des (an — 1)-fach ausgedehnten 
Raumes der besprochenen Richtungen; und dann wäre nach einem be- 
kannten Satze von mir die Gruppe I’ entweder die allgemeine projektive 
(Gruppe, oder sie wäre mit der allgemeinen linearen oder der speziellen 
linearen Gruppe des n-fach ausgedehnten Raumes z,,...., z, ähnlich, und 
das sogar durch eine projektive Transformation. Nun aber läßt die all- 
gemeine Gruppe @ einer Fläche zweiten Grades keine Ebene invariant; 
daher ist sie weder in der speziellen noch in der allgemeinen linearen 
Gruppe enthalten. Die Annahme, daß g als Untergruppe in y enthalten 
ist, führt also dazu, daß I’ die allgemeine projektive Gruppe des Raumes 
user Ze 

Betrachten wir jetzt die Annahme, daß y und y identisch sind. Als- 
dann ist die Gruppe T’ ähnlich entweder mit der Gruppe aller Ähnlich- 
keitstransformationen, oder mit der Gruppe der reziproken Radien. Das 
letzte ist ausgeschlossen durch den Satz 12, S. 313 [hier S. 406). 

Es bleibt also nur die Frage übrig, ob I’ mit der Gruppe aller Ähn- 
lichkeitstransformationen ähnlich sein kann. Daß dies unmöglich ist, folgt 
leicht daraus, daß jede mit der Gruppe der Ähnlichkeitstransformationen 
ähnliche projektive Gruppe mit ihr innerhalb der allgemeinen projektiven 
Gruppe gleichberechtigt ist. In der Tat, die Gruppe der Ähnlichkeits- 
transformationen, sowie jede mit ihr innerhalb der allgemeinen projektiven 
Gruppe gleichberechtigte Gruppe läßt eine ebene Mannigfaltigkeit: 


AH + + on ınte=0O 


invariant; die Gruppe einer Fläche zweiten Grades dagegen läßt keine 
solche ebene Mannigfaltigkeit invariant; die letztere Gruppe kann daher 
in keiner Gruppe enthalten sein, welche eine ebene Mannigfaltigkeit in- 
variant läßt. 


vIl 
Über die Grundlagen der Geometrie. II. Abhandlung. |355 


Leipz. Ber. 1890; Heft III, abgeliefert 26. 2. 1891, S. 355—418. Vorgelegt in der 
Sitzung vom 20.10. 1890. 


1. Nach dem Vorgange von Riemann und Herrn v. Helmholtz 
habe ich versucht, die Axiome, welche der Geometrie zu Grunde liegen, 
auf ein Minimum zurückzuführen. Ich habe mich dabei auf die Seiten 
dieses allgemeinen Problems beschränkt, welche, wie mir scheint, bisher 
nur unvollkommen behandelt worden sind. Eine kurze Zusammenfassung 
meiner wichtigsten Resultate gab ich schon im Jahre 1886 in diesen Be- 
richten in der Note: Bemerkungen zu v. HelmholtzsArbeit: Über 
die Tatsachen, die der Geometrie zu Grunde liegen. [Hier 
Abh. V.] 

In einer Abhandlung, die vor kurzem in diesen Berichten erschienen 
ist, entwickelte ich sodann eine ausführliche Begründung einiger neuer 
Resultate, die sich durch besondere Einfachheit und Schönheit auszeichnen. 
In der nachstehenden Arbeit gebe ich nunmehr eine vollständige Dar- 
stellung meiner übrigen Untersuchungen auf diesem Gebiete. Ich glaube 
durch dieselben die älteren Untersuchungen von Herrn v. Helmholtz 
und von Riemann wesentlich vervollständigt und verbessert zu haben. 

Zu bemerken ist hierbei, daß ich mich in der vorliegenden Arbeit, 
im Gegensatze zu der vorigen, auf den dreifach ausgedehnten Raum be- 
schränke. Ich bezweifle nicht, daß sich die hier abgeleiteten Resultate auf 
n-dimensionale Räume übertragen lassen. Es ist mir aber nicht gelungen, 
die Übertragung durchzuführen. Diese verlangt, wie es scheint, wesentlich 
. andere Methoden, als von mir im folgenden benutzt worden sind. 


2. In neuerer Zeit hat sich Herr Poinear& mit ähnlichen Unter- [356 
suchungen beschäftigt, leider ohne die einschlagende Literatur vollkommen 
zu kennen. Es ist mir aber eine Befriedigung gewesen, daß auch dieser 
große Mathematiker in seiner interessanten Note meine Theorie der Trans- 
formationsgruppen zum Ausgangspunkte genommen hat. Unter diesen 
Umständen ist zu hoffen, daß die Bedeutung der Gruppentheorie für die 
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Grundlagen. der Geometrie in künftigen Untersuchungen gebührend be- 
rücksichtigt werden wird. 

Herr Poincare hat in anderen Arbeiten die Bedeutung der Gruppen- 
theorie für die Theorie der komplexen Zahlen klargestellt. Diese seine 
Bemerkung hat in neuerer Zeit die Herren Schur, Study und Schef- 
fers zu einer Reihe von interessanten Untersuchungen über komplexe 
Zahlen vom gruppentheoretischen Standpunkte aus veranlaßt. In dieser 
Richtung ist offenbar noch viel zu tun. 

Andere Verfasser, insbesondere die Herren Picard ‚ Study und 
Engel haben in neuerer Zeit, wesentlich im Anschluß an meine Arbeiten, 
die Gruppentheorie auf die Theorie der Differentialgleichungen angewendet 
und mit der Invariantentheorie in Verbindung gebracht. 

Endlich haben die Herren Engel, Killing!) und Sehur sowie 
einige unter meinen jüngeren Schülern mit großem Erfolge in der ab- 
strakten Theorie der Transformationsgruppen gearbeitet. 

Unter diesen Umständen darf ich hoffen, daß die Entwickelung dieser 
wichtigen Theorie, die ich als meine wesentlichste Lebensaufgabe be- 
trachtet habe, auch zukünftig rasch vorwärts schreiten wird. Insbesondere 
wünsche ich, daß die Bedeutung dieser Theorie für die Diffe- 
rentialgleichungen durch neue Untersuchungen klarer gestellt werde. 

Es dürfte für jüngere Mathematiker eine dankbare Aufgabe sein, alle 
von mir skizzierten Integrationstheorien im einzelnen auszuführen und 
deren Zusammenhang mit anderen Untersuchungen auf diesem Gebiete 
klarzustellen. Ich denke hier in erster Linie an Hal phens bekannte [357 
Untersuchungen über Differentialinvarianten. Ich denke ferner an neuere 
Untersuchungen von jüngeren französischen Mathematikern, die tatsächlich 
mit meinen allgemeinen Theorien im genauesten Zusammenhange stehen. 

Auch bei der Behandlung von rein geometrischen Problemen gewährt 
die Gruppentheorie oft mächtige Unterstützung. | 

Schließlich glaube ich, daß auch die Mechanik dadurch gewinnen 
wird, wenn sie die Prinzipien der Gruppentheorie verwertet, 

Ich habe geglaubt, daß es nützlich sein könnte, wenn ich einmal auf 
die Aufgaben hinwiese, deren Erledigung mir zur Förderung der Theorie 
der Transformationsgruppen zunächst wünschenswert erscheint. 

Ich hoffe, bald dieser Gesellschaft eine Reihe Untersuchungen über 
unendliche Gruppen vorlegen zu können. Die Theorie der unendlichen 





1) Die Untersuchungen des Herrn Professor Killin g über die Zusammen- 
setzung der Gruppen gehen wesentlich weiter als meine älteren Arbeiten auf 
diesem Gebiete. Verbunden mit meinen älteren Integrationstheorien geben sie Re- 
sultate von der höchsten Bedeutung für die Integralrechnung. 
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Gruppen, die bis jetzt von mir nur unvollkommen skizziert worden ist, 
eröffnet den Mathematikern ein noch größeres und noch dankbareres Ge- 
biet der Forschung, als die Theorie der endlichen Gruppen. 

3. Ich habe es für richtig erachtet, der nachstehenden Arbeit eine 
möglichst elementare Form zu geben; aus der allgemeinen Theorie 
der Transformationsgruppen habe ich daher verhältnismäßig wenig und 
jedenfalls nur ganz einfache Sätze entlehnt. 


$ 1. Vorbereitende Entwickelungen. 
4. Es sei: 
ze, 8 Ww u, 
(1) Yyı=y(%,Y,2, 4, IRRE} 
+, =VUla,y, 8, An, Gas -+.), 


eine Schar von unendlich vielen reellen Transformationen des Raumes 
%,y,2£, über welche wir die folgenden Annahmen machen: 


A. Die Funktionen f, p, v mögen analytische Funktionen der 
Koordinaten x, y, z und der Parameter aı, Qs, As, ... sein. 

B. Zwei Punkte z,, Yı, 215 Xa, Ya, 22 sollen gegenüber jeder Trans- [358 
formation unserer Schar eine Invariante: 


2(&,, Yı, 215 Ka), Ya, 23) 
haben. 


Gibt es also eine Transformation der Schar, welche diesen beiden 
Punkten die neuen Lagen: 


Fi 4 I I , ! 
X, Yı,?ı53 Fa, Ya, ?a 
erteilt, so soll die Gleichung: 
£ N; p ı ! I 
2a, Yı, ?ı, %2, Ya, 2, ) — 2(x, Yı, 21, Ta, Ya, 2) 
bestehen. 


C. Es findet im Riemann-Helmholtzschen Sinne freie Beweg- 
lichkeit des Raumes statt. 

Das heißt, der Punkt &,, y,, 2, kann in jeden anderen Punkt über- 
geführt werden; wird der Punkt &,, Yı, 2ı festgehalten, so kann jeder 
andere Punkt %,, Ya, 22 (von allgemeiner Lage) gerade o0? Lagen %;', 
Yg', 2) annehmen, welche durch die Gleichung: 


4 ' 7 
2a, Yı, ?1, %a , Ya, ?a ) rn 2x, Yı, #1, %a, Ya, 2a) 


bestimmt sind. Werden die beiden Punkte x,, Yı,2, und &3, Ya, 22 fest- 
gehalten, so kann ein dritter Punkt «3, Y3, 23 (von allgemeiner Lage) 
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gerade oo! Lagen 23‘, y3', 23° annehmen, welche durch die beiden Gleichungen: 


[4 ! 

(x, Yı, 21, X, Ya ,?3 ) > 2(aı. Yı, #15 3, Y3, 23), 
/ 

2(x,, Ya, fa, X, Yg, 23) sr: (az, Ya, #2, T3, Y3, 23) 


bestimmt sind. Werden endlich drei Punkte z,, Yı, 215 %g, Ya, 225 Xa, Ya, 23 
festgehalten, so bleiben alle Punkte des Raumes in Ruhe, es sollen also 
die drei Gleichungen: 


! 3 ! 

2(x, Yı, ?ı> Fa, Ya, a ) . 2, Yı, ?ı1, Ka, Ya, 24); 
3 I ! . 

2 (X, Ya, Aa, Ka, Ya, ?a ) er 2 (X, Ya, a, Xa, Ya, 24); 
’ I ! 

2%, Y3, ?3, Ka, Ya,?a ) ws; (ds, Y3, ?3, Xa, Ya, 24) 


nur für 24 = %, Ya = Ya, 2a = 4 erfüllt sein. 

ö. Herr v. Helmholtz betrachtet ebenfalls Transformations- [359 
gleichungen, an die er, wenn ich ihn richtig verstanden habe, die drei 
Forderungen A, B und € stellt. Überdies stellt er noch eine vierte Forde- 
rung (sein Axiom der Monodromie), die in seinen Untersuchungen eine 
ganz besondere Rolle spielt. Dieses vierte Axiom wird in meiner Arbeit 
gar nicht benutzt.!) 

Ich will hervorheben, daß es mir keineswegs klar ist, ob ich Herrn 
v. Helmholtzs Axiome ganz korrekt wiedergegeben habe. Besonders an 
einer Stelle habe ich Zweifel gehegt, denen ich hier dadurch Ausdruck ge- 
geben habe, daß ich die Worte „von allgemeiner Lage“ eingeklammert habe. 
Ich komme auf diese für das Folgende besonders wichtige Bemerkung später 
zurück. Werden die eingeklammerten Worte, welche bei Herrn v. Helm- 
holtz jedenfalls nicht ausdrücklich vorkommen, gestrichen, so ergibt es 
sich, daß die drei Axiome A,B, €, von denen sogar das erste, A, nicht 
wesentlich ist, vollkommen genügen, um die Bewegungen des euklidischen 
[und die des nichteuklidischen] Raumes vollständig zu charakterisieren.?) 





1) In meiner Theorie der Transformationsgruppen habe ich den Begriff In- 
variante von q Punkten eingeführt. Mit Benutzung dieses allgemeinen Be- 
griffes kommen die Forderungen B und ( darauf hinaus, daß jede Invariante von 
q Punkten sich auf: Invarianten je zweier Punkte zurückführen lassen soll. 

2) Ich will hier hervorheben, daß mein Freund Professor Klein mich zuerst 
auf den Zusammenhang zwischen der mir damals unbekannten Helmholtzschen 
Arbeit und meiner Theorie der Transformationsgruppen aufmerksam gemacht hat. 
Nach wiederholten Aufforderungen von seiner Seite unternahm ich es, eine sorg- 
fältige gruppentheoretische Untersuchung des Riemann-Helmholtzschen Pro- 
blems über die Grundlagen der Geometrie durchzuführen. Herr Klein machte 
mich darauf aufmerksam, daß die Helmholtzschen Resultate nicht von allen 
Seiten als endgültig betrachtet würden, 

Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. IIL,i 27 
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6. Erfüllt ein System von Transformationsgleichungen (1) die Forde- 
rungen A, B und (, so leuchtet unmittelbar ein: 

a) erstens, daß die Aufeinanderfolge von zwei solchen Trans- 
formationen stets wieder mit einer Transformation des Systems äqui- 
valent ist; 

b) zweitens, daß die zu einer Transformation der Schar gehörige 
inverse Transformation ebenfalls der Schar angehört. 

Herr v. Helmholtz gibt diese beiden Schlüsse nicht ausdrück- [360 
lich [an], sie sind jedoch implizite in seiner Arbeit enthalten. i 

Nun aber definiere ich eine kontinuierliche Transformationsgruppe 
als eine Schar von Transformationen, welche die Eigenschaften a) und b) 
besitzt. Dabei betrachte ich allerdings im allgemeinen die in den Trans- 
formationsgleichungen auftretenden Größen als komplexe Veränderliche 
und nehme an, daß die Eigenschaften a) und b) für beliebige komplexe 
Werte der betreffenden Größen bestehen. Das macht indes keinen wesent- 
lichen Unterschied, weil reelle analytische Gleichungen von der Form (1), 
welche die Forderungen a) und b) für alle reellen Wertsysteme erfüllen, 
dies auch für komplexe Wertsysteme tun; das werden wir bald er- 
kennen. 

Ein System Transformationsgleichungen (1), welches Herr v.Helm- 
holtzs drei erste Forderungen A, B und Ü erfüllt, bestimmt unter allen 
Umständen eine kontinuierliche Transformationsgruppe mit drei Veränder- 
lichen und sechs Parametern. Es sind ja drei Bedingungen erforderlich, 
um einen ersten Punkt z,, Yı, 21 festzuhalten; sodann kann sich ein zweiter 
Punkt X, Ya, 2 nur auf einer Fläche bewegen, und es sind somit zwei 
Bedingungen erforderlich, um auch diesen zweiten Punkt festzuhalten; 
darnach kann ein dritter Punkt &3, %3, 23 nur eine Kurve beschreiben; zum 
Festhalten desselben genügt somit eine einzige Bedingung. 

Da es aus Herrn v. Helmholtzs Forderungen unmittelbar hervor- 
geht, daß die Transformationsgleichungen (1) sowohl die Eigenschaft a) 
wie die Eigenschaft b) besitzen, ist es überflüssig, hier auf die an sich 
wichtige Frage einzugehen, ob die Eigenschaft b) eine Konsequenz der 
Eigenschaft a) ist. An einer anderen Stelle habe ich versucht, diese Frage 
eingehend zu erörtern. 


7. Wird zuerst eine beliebige Transformation der Schar (1) und 
darnach die inverse Transformation, welche ebenfalls der Schar angehört, 
ausgeführt, so entsteht eine Transformation der Schar. Unsere Gruppe 
enthält somit die identische Transformation. Es ist daher mög- 
lich, den Parametern a,, aa, ... solche Werte a,’, a,',.... zu erteilen, daß 
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die Gleichungen: 
f(x, 9, 2, a’, Add,.. .) =%, 
pe, Y,?, a", Ag), .. 3 =, Y, 
Y(z,Y,2, a", Ge), Bee .) =2 


bestehen. Gibt man den Parametern Werte a,? + du,, die von den a, [361 
unendlich wenig verschieden sind, so erhält man jedesmal eine infinite- 
simale Transformation der Gruppe. 

Ich gebe jetzt eine kurze Zusammenstellung meiner für das Folgende 
notwendigen Sätze über die infinitesimalen Transformationen einer Gruppe. 
Dabei muß ich hervorheben, daß meine Beweise für diese Sätze noch gültig 
bleiben, wenn die Gruppeneigenschaft nur für reelle Wertsysteme als ge- 
geben betrachtet wird. 


8. Erteilt eine infinitesimale Transformation den Größen %,Yy,2 die 
Zuwachse: 
I2x=&(2,y,2)dt, öy=ndt, d2=£öt, 


so erteilt sie einer beliebigen Funktion f(x, y, z) den Zuwachs: 
1) of 0) 
(ern + le)or. 


Kennt man die Form dieses Zuwachses für ein unbestimmtes f, so kennt 
man gleichzeitig die drei Funktionen &,n,&. Daher kann ich den Ausdruck: 

of of O® 
& 5, +n oy 3 Per Xf 
als Symbol meiner infinitesimalen Transformation benutzen. 

Sind mehrere, etwa r infinitesimale Transformationen: 
i of of of 
eh tm, ten, (k=1,2,...,n 

vorgelegt, so bezeichne ich sie als von einander unabhängig, wenn sie 
keine lineare Relation: 


VRERDETRETTN 


mit konstanten [nicht sämtlich verschwindenden] Koeffizienten identisch 
erfüllen. 


9. Dies vorausgesetzt, lauten die betreffenden Fundamentalsätze 
folgendermaßen : 


I. Eine kontinuierliche Transformationsgruppe mit r wesentlichen [362 


Parametern (deren Transformationen sich paarweise als inverse zusammen- 
27* 
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ordnen lassen) enthält r unabhängige Transformationen Xıfy-- ., Arf, 
und die allgemeinste infinitesimale Transformation der Gruppe hat die 


Form: HERE 
WO &,..., €, willkürliche Konstanten bezeichnen. 
II. Die oo" endlichen Transformationen der Gruppe ordnen sich in 


oor-1 verschiedene Untergruppen, deren jede nur einen Parameter und 
eine infinitesimale Transformation: 


eaXıl+° De er A,f 
enthält. 
IH. Sind X,f,..., Xrf irgend r unabhängige infinitesimale Trans- 
formationen einer r-gliedrigen Gruppe, so erfüllen sie paarweise Rela- 
tionen von der Form: 


2 REDE 3 
X, Xıf — &r X,f= PX 


in denen die c;;; Konstanten bezeichnen. 


IV. Sind umgekehrt r unabhängige infinitesimale Transformationen: 
Xıf,..-, Xrf gegeben, welche Relationen von der Form: 


sr 
X, Xıf— %r X,f= BI 5.0; 


erfüllen, so gibt es eine Gruppe mit r Parametern, deren infinitesimale 
Transformationen die Form: , Xıf ++ e,X,f haben. 

Aus diesen Sätzen können wir nun sogleich einen wichtigen Schluß 
ziehen. 


Satz 1. Erfüllen dieTransformationsgleichungen (l) die 
Forderungen B,(, wenn die auftretenden Größen als reelle 
Veränderliche betrachtet werden, so bestimmen diese Glei- 
chungen auch dann eine Gruppe, wenn die Größen 7,y,2, 
Q,0g,... als komplexe Veränderliche aufgefaßt werden. 


In der Tat, die Sätze I, II, II, IV behalten ihre Geltung. Unsere [363 
Gruppe von reellen Transformationen (1) enthält r reelle unabhängige 
infinitesimale Transformationen X,f,..., X,f, welche Relationen von der 
Form: | 


A ; 
X; Xf— X, X,f= BED 


mit reellen Konstanten c,;, erfüllen. Daher erzeugen die infinitesimalen 
Transformationen: 


e& Xıf as nn Ash, 
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auch wenn &,...,e, als komplexe Konstanten aufgefaßt werden, eine 
Gruppe von komplexen Transformationen, unter denen sich die reellen 
Transformationen (1) befinden. 


$ 2. Ableitung mehrerer Hilfssätze. 


10. In dieser Arbeit stellen wir uns die Aufgabe, alle sechs- 
gliedrigen Transformationsgruppen: 


fehlt th (k=1,...,6) 


des Raumes z,y,2 zufinden, welchedurchreelleanalytische 
Gleichungen definiert sind und für reelle Punkte die 
Forderungen Bund erfüllen. 


Wir wollen zunächst mehrere Eigenschaften der gesuchten Gruppen 
ableiten; dadurch wird uns die wirkliche Bestimmung aller dieser Gruppen, 
die wir in den folgenden Paragraphen durchführen, wesentlich erleichtert. 


11. Wir stellen die Forderung B, daß alle Transformationen der ge- 
suchten Gruppe eine gewisse Funktion der Koordinaten zweier Punkte: 


2, Yı, 215 Ka, Ya, 22) 


invariant lassen sollen. Alsdann verhält sich natürlich auch jede Funktion 
von & als absolute Invariante. Die Forderung € lehrt uns überdies, [364 
daß zwei Punkte außer 2 (und allen Funktionen von &) keine absolute 
Invariante haben. 

Da alle endlichen Transformationen unserer Gruppe durch unendlich 
oft wiederholte Ausführung von infinitesimalen Transformationen erzeugt 
werden, so deckt sich die Forderung, daß & alle endlichen Transfor- 
mationen unserer Gruppe gestatten soll, damit, daß 2 alle infinitesi- 
malen Transformationen der Gruppe, oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt, daß es sechs unabhängige infinitesimale Transformationen der 


Gruppe: 


Kıfy..., Äsf 
gestatten soll. 


Erhalten nun &,, Yı, 21, %a, Ya, 23 bei einer infinitesimalen Transfor- 
mation der Gruppe die Inkremente Öx,, Öyı, Ö2,, 0Xs, ÖYs, Ö2,, so erhält 
eine Funktion f(&, Yı, 21, &a, Ya, 22) das Inkrement: 


f 


0 0 
oyıtzldatz ++; da. 


+ 
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Unsere Forderung, daß unsere Gruppe eine und nur eine Invariante zweier 
Punkte besitzen soll, kommt hiernach darauf hinaus, daß die sechs li- 
nearen partiellen Differentialgleichungen: 


of of 0 
Ww.f=0 = 5.(0, Yı, a + MC SET +++ 6n.(@e, Ya, 2) 
(k=1,2,...,6) 
eine und nur eine gemeinsame Lösung: 


f= 2a, Yı, £1, %a, Ya, 22) 


besitzen sollen. 
Nun leuchtet ein, daß die W,f wie die X,f paarweise Relationen 


von der Form: 
er 


W,; 9 W, W/= as Ww,f 


erfüllen. Sollen daher die Gleichungen W,f=®0 ein voll- 
ständiges System mit nur einer Lösung bestimmen, soist 
dazu nur erforderlich, daß die Determinante: 


A= >+ & (21, Yı, 21) Na (X1, Yı, 21) - - - 66 (X2, Ya, 22) [365 


identisch verschwindet, währendihre fünfreihigen Unter- 
determinanten nicht alle gleich Null sind. Also: 


Satz 2. Bei einer sechsgliedrigen Gruppe Xıf, ..., Xef 
haben zwei Punkte eine und nur eine Invariante, sobald 
die Determinante 4 identisch verschwindet, während ihre 
fünfreihigen Unterdeterminanten nicht alle gleich Null 
sind. 

12. Für die Anwendungen ist es nützlich, dieses Kriterium auf eine 
andere Form zu bringen. Das erreichen wir folgendermaßen: 


Wir multiplizieren die W,f mit solehen Funktionen %, von &, Yı, 21; 
daß in dem Ausdrucke: 


v, Wıf+ a U Wef 


die Koeffizienten von 9f:0x,, Of:9yı, 9f:0z, alle gleich Null werden. 
Diese Forderung genügt natürlich nicht zur Bestimmung der %,; die 
Gleichungen: 


dı 81 (21, Yı, 2) +++ Yes (2, Yy,24) =, 
HM.) tun: --)=-0, 
hal + )+ ++ Bla, YA) = 0 
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lassen sich nämlich, da die Gruppe X,f,.. ., Xsf transitiv ist, nach drei 
von den %;, auflösen, und es können daher die drei übrigen y, willkürlich 
gewählt werden. 

Unter allen möglichen in dieser Weise hervorgehenden Ausdrücken 
&y,W,f können wir drei wählen, etwa: 


W.f= vun, Yı, A)Wırf =1,2,3), 
welche keine Relation: 
w, (21, Yı, a)Wıf+ wW;,f+WwW;f=0 


erfüllen. Setzen wir dann: 


Ww;f ir E, Luaee + N Be a a %, =1,2,3), 


so verschwindet die Determinante: [366 
ZS+thnb=4 


gleichzeitig mit 4, da sich 4 und 4 nur um einen nicht verschwindenden 


Faktor: 
S+ &.(2ı, Yı, 2) 70 (%ı we; .) & (21 se .) 


unterscheiden. Es leuchtet andererseits ein, daß alle zweireihigen Unter- 
determinanten von 41 [stets dann aber auch] nur dann verschwinden, 
wenn .alle fünfreihigen Determinanten von 1 gleich Null sind. 


Bei einer sechsgliedrigen Gruppe Xıf,..., Xsf haben 
daher zwei Punkte eine und nur eine Invariante, sobald 


die dreireihige Determinante 4 identisch verschwindet, 
während iihre zweireihigen Unterdeterminanten nicht alle 


gleich Null sind. 


13. Es ist nützlich, den begrifflichen Sinn dieses neuen Kriteriums 
näher zu erörtern. 

Daß alle Transformationen unserer sechsgliedrigen Gruppe eine und 
nur eine Funktion der Koordinaten zweier Punkte &,, %ı, 21 und &s, Ya, £a 
invariant lassen, kommt darauf hinaus, daß ein beliebig gewähltes Punkte- 
paar durch die"Transformationen der Gruppe nicht in alle anderen Punkte- 
paare, sondern nur in 00° verschiedene Punktepaare übergeführt werden 
kann. Das ist offenbar dann und nur dann der Fall, wenn erstens ein be- 
liebig gewählter Punkt x,, Yı, 2 in jeden andern Punkt &,', y,', 2,‘ über- 
geführt werden kann, und wenn zweitens die Transformationen der Gruppe, 
welche den Punkt &,', yı', 2, invariant lassen, einem beliebig gewählten 
Punkte 23, Y, 23 noch gerade oo? verschiedene Lagen erteilen können. 
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Bei einer sechsgliedrigen Gruppe haben daher zwei 
Punkte eine und nur eine Invariante, sobald erstens die 
Gruppe transitiv ist, und sobald zweitens die Transfor- 
mationen der Gruppe, die einen beliebig gewählten Punkt 
%/,Y%ı,2ı festhalten, jeden anderen Punkt von allgemeiner 
Lage in |gerade] ©: verschiedeneandere Punkte überführen 
können. 


Hiermit ist die begriffliche Deutung des früher abgeleiteten ana- 
Iytischen Kriteriums gefunden. In der Tat, die infinitesimalen Transfor- 
mationen: W,f= &%;,(&, Yı, 2) Wrf lassen den Punkt z,, yı, 2 [367 
in Ruhe und sind die allgemeinsten Transformationen der Gruppe X,f, 
welche diesen Punkt invariant lassen. Daß die Determinante J/ ver- 
schwindet, während ihre zweireihigen Unterdeterminanten nicht alle gleich 
Null sind, bedeutet, daß die Transformationen W,f den Punkt x,, Ys, 2, 
in gerade 00° verschiedene andere Punkte überführen können. 


14. Betrachten wir für einen Augenblick die Gruppe der euklidischen 
Bewegungen. Alle Transformationen dieser Gruppe, die einen Punkt 
%ı, Yı, 2 in Ruhe halten, erteilen einem anderen Punkte &%;, %g, 23 00° ver- 
schiedene Lagen, deren Inbegriff eine Kugel mit dem Mittelpunkte x, ,%ı, 21 
bildet. Die oo? Punkte des Raumes verteilen sich auf oo! Kugeln mit dem- 
selben Mittelpunkte x, Yı, 21- 

In dem allgemeinen von uns betrachteten Falle ist es zweckmäßig, 
eine entsprechende Ausdrucksweise anzuwenden. Die Transformationen 
unserer Gruppe, welche den Punkt z,, %,, 2, in Ruhe halten, erteilen einem 
anderen Punkte &%,, Ya, 23 00° verschiedene Lagen, deren Inbegriff eine 
Fläche bildet; wir nennen diese Fläche eine Pseudokugel und be- 
trachten &,,%ı, 2 als deren Mittelpunkt. 

Jeder Punkt &,, Yı, 2 ist auf diese Weise der Mittelpunkt von 
oo! Pseudokugeln. Jede Pseudokugel mit dem Mittelpunkte x), Yı, 2 wird 
dargestellt durch die Gleichung: 


REINE VARTA i 
2x, Yı, ?fı, Xa , Ya, 2a ) ma: 2a, Yı, #1; Ta, Ya; 22), 


wenn wir darin 30, 9°, 2, als einen gegebenen, &s, Ys, 25 als einen ver- 
änderlichen Punkt [der Pseudokugel] betrachten. 

Alle Transformationen W,f unserer Gruppe, welche den Punkt 
%1,Y%ı,2ı in Ruhe lassen, führen jeden [andern] Punkt in die oo? Punkte 
der hindurchgehenden Pseudokugel mit dem Mittelpunkte &,, Yı, 21 über. 


15. Ehe wir weiter gehen, wollen wir noch das früher abgeleitete 
analytische Kriterium in der folgenden Form aussprechen: 


$ 2. Nr. 13—16. Die Pseudokugeln 495 
Satz 3. Bei der sechsgliedrigen eh 


X,f= tm Et (k=1,2,...,6) 


besitzenzweiPunkteeineundnur eine er wenn[368 
erstens die dreireihigen Determinanten N + &;n,$; nicht alle 
verschwinden, und wenn zweitens die Determinante 4 von 
drei unabhängigen infinitesimalen Transformationen 
GÄ,ıf+'--+0Xsf, welche einen Punkt von allgemeiner 
Lage x2,,y,,2, invariant lassen, selbstverschwindet, während 
ihre zweireihigen Unterdeterminanten nicht alle gleich 
Null sind. 

16. Alle Pseudokugeln mit dem gemeinsamen Mittelpunkte x,, yı, 21 
erfüllen nach dem Vorangehenden drei lineare partielle Differential- 
gleichungen: Ks BE a 

wi=0, Wıf=0, Wif=0, 
unter denen jedoch nur je zwei von einander unabhängig sind. 

Es seien demnach: 

u + Br + pol = 0) (k=1,2) 
zwei unabhängige lineare partielle Differentialgleichungen, welche von 
allen Pseudokugeln mit dem Mittelpunkte x,, Yı, 2, erfüllt werden. 

Nach ihrer Ableitung hängen die Koeffizienten «;, ß;, y, nicht nur 
von &, y,2, sondern auch von &,, Yı,2, ab, und wir werden zeigen, daß 
sie von %ı, Yı, 21 nicht bloß formal abhängen. 

Unsere Behauptung kommt darauf hinaus, daß die Schar: 


2 (21, Yı, 21, %,Y, 2) = a = Const. 


der Pseudokugeln mit demselben Mittelpunkte nicht von diesem Mittel- 
punkte unabhängig sein kann; anders ausgesprochen: wir behaupten, daß 
es im Raume mehr als oo! verschiedene Pseudokugeln gibt. 

Setzen wir in der Tat voraus, daß es nur oo! Pseudokugeln gibt, daß 
also durch jeden Punkt des Raumes nur eine Pseudokugel hindurchgeht. 
Halten wir nun mit Herrn v. Helmholtz zwei reelle Punkte P, und P, 
von allgemeiner Lage fest, so kann sich nach seinem Prinzipe der freien 
Beweglichkeit ein beliebiger dritter Punkt P nur auf einer Kurve bewegen, 
und zwar auf der Schnittkurve der beiden durch P gehenden Pseudo- [369 
kugeln, deren Mittelpunkte eben P, und P, sind. Das Prinzip der freien 
Beweglichkeit schließt also die Annahme, daß durch P nur eine Pseudo- 
kugel hindurchgeht, ohne weiteres aus. 
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Betrachtet man daher jeden Punkt des Raumes als 
Mittelpunkt von oo! Pseudokugeln, so ist die Anzahlaller 
dieser Pseudokugeln mindestens of, 


Hiermit ist nachgewiesen, daß es unmöglich ist, in den Veränder- 
lichen &, y,2 zwei unabhängige lineare partielle Differentialgleichungen : 
of of PEO= 

RB, 27, Pr a, Fr AT Pa 0 

aufzustellen, welche von allen Pseudokugeln des Raumes befriedigt werden, 

wohlbemerkt, wenn die Forderung hinzugefügt wird, daß die Koeffizienten 

&x, Br, yı von den Koordinaten &,, Yı, 1 des Mittelpunktes unabhängig 
sein sollen. 


17. Wir gehen jetzt einen Schritt weiter und behaupten, daß es so- 
gar unmöglich ist, eine einzelne lineare partielle Differentialgleichung: 


Be, 
AZ Um 0, 7.200 


anzugeben, welche von allen Pseudokugeln des Raumes erfüllt wird und 
deren Koeffizienten von &,, %ı, 2, unabhängig sind. 

Gesetzt nämlich, daß alle Pseudokugeln des Raumes eine Gleichung: 
Af=0 erfüllten, deren Koeffizienten von 2, Yı, 21 unabhängig wären. 
Alsdann besäßen alle Pseudokugeln die gemeinsame Gleichungsform 
u—f(v)=0, wo u und v zwei unabhängige Lösungen der Gleichung 
Af=0 bezeichneten. Zugleich bestimmten die Gleichungen: 


u=a= Const, v = b= ÜConst. 


00? Kurven des Raumes: die Mongeschen Charakteristiken der Gleichung 
Af=0, und jede Pseudokugel wäre von oo! solchen Charakteristiken 
erzeugt. 

Da nun durch jeden Punkt des Raumes nur eine Charakteristik [370 
hindurchgeht, so hätten alle durch den Punkt P gehenden Pseudokugeln 
eine gemeinsame Schnittkurve, nämlich die durch diesen Punkt gehende 
Charakteristik. 

Hieraus folgt sogleich, daß die Charakteristiken reelle Kurven sein 
müssen. Denn nach v. Helmholtzs Prinzip der freien Beweglichkeit 
schneiden einander zwei durch einen reellen Punkt P gehende Pseudo- 
kugeln mit den Mittelpunkten P, und P, in einer reellen Kurve, welche 
von dem Punkte P durchlaufen wird, wenn die beiden Punkte P, und P, 
festgehalten, und sodann die noch möglichen Bewegungen des Raumes 
ausgeführt werden. Erfüllten daher alle Pseudokugeln die lineare partielle 
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Differentialgleichung Af= 0, so müßten die Koeffizienten «, ß, y, oder 
jedenfalls ihre Verhältnisse reelle Funktionen von x, y, 2 sein. | 

Es ist aber leicht, zu sehen, daß dieser Fall gar nicht eintreten kann. 
Das Prinzip der freien Beweglichkeit verlangt ja, daß, wenn drei Punkte 
von allgemeiner Lage: P,, P,; und P; festgehalten werden, daß dann die 
durch einen vierten Punkt P von allgemeiner Lage gehenden Pseudo- 
kugeln mit den Mittelpunkten P,, P,, P; nur den einen Punkt P gemein 
haben. 

Es gilt somit der 


Satz 4. Erfüllt eine sechsgliedrige Transformations- 
gruppe die beiden Forderungen B und 6, so gibt es keine 
lineare partielle Differentialgleichung: 


0 s 0 
Area th tr = 


welche von allen RUE mit dem Mittelpunkte 
21, Yı, 21 befriedigt wird, und deren Koeffizienten von 2, Yı, 21 
unabhängig sind. 


18. Aus den beiden abgeleiteten Hilfssätzen lassen sich jetzt wichtige 
Schlüsse ziehen, welche die Bestimmung aller sechsgliedrigen Transfor- 
mationsgruppen mit den verlangten Eigenschaften wesentlich erleichtern. 

Zunächst zeigen wir, daß eine sechsgliedrige 'Transformationsgruppe, 
welche die beiden Forderungen B und C erfüllt, nie zwei infinitesimale 
Transformationen: 


X,.f= 4 Mer a (k=1,2) [371 
enthält, welche durch eine lineare Relation: 


pt, Y, 2) Xıf+ Pal, Y, 2) At 0 


verknüpft sind, und somit dieselben Bahnkurven besitzen. 

Enthielte nämlich die Gruppe zwei solche infinitesimale Transfor- 
mationen X,f und X,f, so besäße sie auch immer eine von der Form: 
6 Xıf + ca Xaf, welche einen beliebig gewählten Punkt z,, %ı, 2} in Ruhe 
ließe, nämlich die Transformation: 


91 (&ı, Yı, 2) Aıf+t 9 (21, Yı, 2) Aaf- 


Es erfüllten daher alle Pseudokugeln mit dem Mittelpunkte x, %ı, 2, die 
lineare partielle Differentialgleichung: 


9%, Yı, 2) Xıf+t pr(tı, Yı, &ı) Kf=0, 
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oder, was auf dasselbe hinauskommt, die Gleichung: 
[pı (21, 9, 21) - P2(&, 9, 2) — Pa(Rı, Yı, 21) - Pıl@, 2) uf =, 


welche mit der Gleichung: 
Xf=0 


äquivalent wäre, da der Faktor: 


Yı (2; Yı, 21) 92(%, Y, 2) = p2(tı, Yyı,2)- 9%, Y, 2) 


nicht identisch gleich Null ist. 

Hiermit sind wir indes auf einen Widerspruch geführt, weil nicht 
alle Pseudokugeln mit dem Mittelpunkte z,, Yı, 2, eine lineare partielle 
Differentialgleichung erster Ordnung erfüllen können, deren Koeffizienten 
von &ı, Yı, 2 unabhängig sind. 


19. Später wird sich ergeben, daß eine sechsgliedrige Gruppe häufig 
eine Schar von oo! Flächen invariant läßt. Es ist daher zweckmäßig, schon 
hier Gruppen zu betrachten, welche die beiden besprochenen Forderungen 
erfüllen und gleichzeitig eine Schar von oo! Flächen 9 (x, y, di — a = Const. 
invariant lassen. 

Ist eine derartige Gruppe vorgelegt, so können wir durch Ein- [372 
führung des p als eines neuen x immer erreichen, daß die infinitesimalen 
Transformationen unserer Gruppe sämtlich die Form: 


Ba) 2 + net + 


erhalten, wo die &, nur von & en Es ist dann klar, daß die ver- 
kürzten}infinitesimalen Transformationen $;. (x) (Of: x) selbst eine Gruppe 
erzeugen. Nach meiner allgemeinen Theorie kann überdies stets eine 
solehe Funktion von x als neues x eingeführt werden, daß alle &, ganze 
Funktionen vom zweiten Grade in & werden: 


= dr + b, - X. 


Es sind daher immer vier oder eine noch geringere Anzahl &, durch 
eine lineare Relation mit konstanten Koeffizienten verknüpft. Wir wollen 
nun untersuchen, welche Möglichkeiten in unserem Falle wirklich ein- 
treten können. 


20. Da die sechsgliedrige Gruppe transitiv ist, können die &, nicht 
alle gleich Null sein; daher kommen in jeder zwischen den &, bestehenden 
linearen homogenen Relation mindestens zwei solche Größen vor. 

Wären nun je zwei der &, durch eine solche Relation verknüpft, so 
bestimmten alle &8.(0f:0x) = &,p eine eingliedrige Gruppe, welche auf 
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die Form p reduzibel wäre. Dann wäre x, — %, eine Invariante von zwei 
Punkten, und also würden die zu dem Mittelpunkte z,, yı, 2, gehörigen 
oo! Pseudokugeln durch die Gleichung: 


%ı — t=a= Üonst. 


dargestellt. In diesem Falle existierten also nur oo! Pseudokugeln, nämlich 
die Ebenen x = Const.; da aber die Anzahl der Pseudokugeln, wie früher 
nachgewiesen, immer größer als oo! ist, so können die verkürzten infini- 
tesimalen Transformationen: &,(2)p nicht blos eine eingliedrige Gruppe 
bestimmen. 


21. Wir wollen jetzt untersuchen, ob es denkbar ist, daß die ver- 
kürzten infinitesimalen Transformationen &,(x)p eine zweigliedrige Gruppe 
bestimmen, oder, was auf dasselbe hinauskommt, ob es denkbar ist, [373 
daß jedesmal drei von den Größen &, durch eine lineare homogene Re- 
lation verknüpft sind. 

In dem angenommenen Falle ließen sich die &, nach meiner all- 
gemeinen Theorie auf die Form: 


Ar + 55% 
bringen; es enthielte also die sechsgliedrige Gruppe des Raumes sechs 
unabhängige infinitesimale Transformationen von der Form: 
prmgatär, 
aptmgtßr, | 

Qt sr ee 

wo zur Abkürzung: 
a3, du nid Pd 

gesetzt ist. Ein Punkt x,, yı, 2, von allgemeiner Lage gestattete infolge- 
dessen drei infinitesimale Transformationen von der Form: 


Kıf —m)P + mg+ ar, 
Xf= n294+ br, 
Xf = 739+ bar, 
deren Determinante: 
C—-ı NM &ı | ih 
4=| 0 Na = (en) 
0 m 
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nach dem Satze 3 sicher null wäre. Unsere Gruppe enthielte also zwei 
infinitesimale Transformationen X,f und X3f, welche durch eine lineare 


Relation: Br = 
p5(&,Y,2) Xaf+ Ys(X, y,2)Xsf= 0 


verknüpft wären. Da dies indes nach einer früheren Bemerkung ausge- 
schlossen ist, folgt der 


Satz 5. Läßt eine sechsgliedrige Transformations- [374 
gruppe des Raumes x,y,2, welche die Forderungen B und C 
erfüllt, eine Schar von oo! reellen oder imaginären Flächen 
invariant, so transformiert sie diese Flächenschar, die 
ja eine einfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit bildet, durch 
eine dreigliedrige Gruppe. 


22. In meiner ersten Abhandlung über die Grundlagen der Geometrie 
zeigte ich, daß eine dreigliedrige projektive Gruppe der Ebene 
entweder aus allen projektiven Transformationen besteht, 
welche einen Kegelschnitt invariant lassen, oder einen 
Punkt in Ruhe läßt. 

Für das Folgende ist es notwendig, ähnliche Sätze für ein- und zwei- 
gliedrige projektive Gruppen aufzustellen. 

Eine eingliedrige projektive Gruppe einer Ebene läßt immer min- 
destens einen Punkt in Ruhe. 

Betrachten wir jetzt eine zweigliedrige projektive Gruppe X,f, X, f 
der Ebene. Eine allgemeine infinitesimale Transformation c, X,f + &@Xaf 
läßt entweder mindestens einen isolierten Punkt, oder alle Punkte einer 
Geraden in Ruhe. Im ersten Falle ist es denkbar, daß alle oo! infinitesi- 
malen Transformationen c, X,f + Ca Xaf denselben Punkt in Ruhe lassen; 
tritt dieser Fall nicht ein, so bilden die oo! invarianten Punkte eine Kurve, 
welche offenbar bei der zweigliedrigen Gruppe invariant bleibt. 

Läßt andererseits eine allgemeine infinitesimale "Transformation 
4 Xıf+ %X,f alle Punkte einer Geraden in Ruhe, so ist es denkbar, daß 
zu allen Transformationen dieselbe Gerade gehört; es ist aber auch denk- 
bar, daß oo! solche Gerade auftreten, welche dann eine invariante Kurve 
oder einen invarianten Punkt umhüllen. 

Bei einer zweigliedrigen projektiven Gruppe bleibt also entweder ein 
Punkt oder eine Gerade oder eine krumme Kurve invariant. Im zweiten 
dieser drei Fälle bleibt auf der Geraden notwendig ein Punkt stehen. Im 
dritten Falle ist die krumme Kurve nach einem bekannten Satze ein 
Kegelschnitt, und auf diesem Kegelschnitte bleibt ebenfalls ein Punkt in- 
variant. Es gilt somit der allgemeine Satz: 
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Satz 6. Läßt eine projektive Gruppe der Ebene mit 
weniger als vier Parametern keinen Punkt in Ruhe, so ist 
sie dreigliedrig und besteht aus allen projektiven Transfor- 
mationen, welche einen Kegelschnitt in sich überführen. 


$ 3. Zerlegung des Problems. [375 


=3. Jetzt können wir unser allgemeines Problem in Angriff nehmen 
und alle sechsgliedrigen Transformationsgruppen des Raumes bestimmen, 
bei denen zwei Punkte eine und nur eine Invariante haben, während freie 
Beweglichkeit im bekannten Sinne stattfindet. 

Ist eine derartige Gruppe vorgelegt, so erzeugen alle Transformationen 
derselben, die einen Punkt von allgemeiner Lage in Ruhe lassen, eben 
weil die Gruppe transitiv ist, eine dreigliedrige Untergruppe. Die durch 
den festgehaltenen Punkt gehenden Linienelemente bilden eine zweifach 
ausgedehnte Mannigfaltigkeit, welche von den Transformationen der 
soeben besprochenen dreigliedrigen Gruppe projektiv transformiert wird. 
Diese projektiven Transformationen unserer zweifach ausgedehnten Mannig- 
faltigkeit bilden eine Gruppe mit höchstens drei Parametern. !) Daher 
zeigen die vorangehenden Entwickelungen (Satz 6), daß zwei Möglich- 
keiten vorhanden sind. Mit jedem Punkte von allgemeiner Lage ist ent- 
weder eine Richtung d&: dy:dz oder ein Kegel zweiten Grades invariant 
verknüpft. 


*4. Im letzen Falle läßt die Gruppe eine Differentialgleichung zweiten 
(Grades: 


V=ada”+ Bay? Hyd? +2sdady+2pdydz+2vdedz 


invariant; sie ist überdies primitiv, weil mit einem Punkte von all- 
gemeiner Lage kein Linienelement und auch kein Flächenelement invariant 
verknüpft ist. | 

Diesen Fall habe ich in früheren Arbeiten erledigt (vgl. auch [376 
meine erste Abhandlung über die Grundlagen der Geometrie [hier Abh. V1)). 





1) Wenn ich Herrn v. Helmholtzs Arbeit richtig verstanden habe, enthält 
diese den wesentlichen Fehler, daß sie es implizite als selbstverständlich betrachtet, 
daß die Linienelemente durch einen festgehaltenen Punkt von einer dreigliedrigen 
projektiven Gruppe transformiert werden. Es wäre Ja möglich, daß es unter den 
infinitesimalen Transformationen der sechsgliedrigen Gruppe des Raumes, welche 
einen Punkt von allgemeiner Lage festhalten, eine gibt, die zugleich alle durch 
denselben gehenden Linienelemente invariant läßt. 

Ich will aber auch hier hervorheben, daß der eigentliche Sinn der 
Auseinandersetzungen des berühmten Verfassers miran einigen 
Stellen dunkel geblieben ist. 
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Es ergab sich, daß die gesuchte sechsgliedrige Gruppe durch eine reelle 
Transformation entweder mit der Gruppe der euklidischen oder mit einer 
der beiden Gruppen von nichteuklidischen Bewegungen ähnlich ist. 


25. Es bleibt also nur noch der Fall zu erledigen, daß mit jedem 
Punkte ein Linienelement invariant verknüpft ist. 

In diesem Falle existiert ein bei der Gruppe invariantes simultanes 
System: 
de dy __dz 


a 
Sind u, v» unabhängige Integrale desselben, so bestimmen die Gleichungen: 
“= qa= Const, v=b= ÜConst. 


die oo? Integralkurven unseres simultanen Systems, die eine bei unserer 
Gruppe invariante reelle oder imaginäre Kurvenschar bilden. 

Führen wir daher die reellen oder imaginären Größen « und 
v als neues x respektive neues y ein, so erhalten unsere infinitesimalen 
Transformationen sämtlich die Form: 


of of of 
X, [= En, vs Hr 7% (&, DE + 6.(X, 9%, 2), 
oder: 


X,f= 6 (X, y)p Bi 18%, y)q ai &.(®, Y, z)r. 


Es leuchtet hier ohne weiteres ein, daß die verkürzten infinitesimalen 
Transformationen: 


Be &.(%,Y)P + Ne, Y)Q 


ihrerseits eine Gruppe erzeugen, welche die Geradenschar: & = Const., 
y = Üonst. invariant läßt und dabei höchstens sechs Parameter enthält. 


26. Die im vorigen Paragraphen abgeleiteten Hilfssätze lassen nun 
zunächst leicht erkennen, daß die Gruppe X,f mindestens fünf Parameter 
enthält. Sonst enthielte nämlich die sechsgliedrige Gruppe X,f zwei [377 
unabhängige infinitesimale Transformationen von der Form: 


Y.ıf= bir, Yf= or, 
welche durch die identische Relation: 
&hf— ef 0 


verknüpft wären. Da aber eine solche Relation von vornherein ausge- 
schlossen ist, so dürfen wir schließen, daß die Gruppe X,f wirklich min- 
destens fünf wesentliche Parameter enthält. 
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27. Wir wollen zunächst annehmen, daß die Gruppe X,f sechs un- 
abhängige infinitesimale Transformationen enthält. In früheren Arbeiten 
von mir (vgl. insbesondere Math. Annalen Bd. XVI [1880, d. Ausg. Bd. VI, 
Abh.I]) sind nun alle Transformationsgruppen einer zweifach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit bestimmt. Jetzt müssen wir unter allen Transformations- 
gruppen der Mannigfaltigkeit x, y die sechsgliedrigen herausgreifen, so- 
dann nach und nach jede sechsgliedrige Gruppe als eine Gruppe X,„.f auf- 
fassen und endlich alle Gruppen von der Form: 


BiEifttar (k=1,...,6) 


bestimmen, welche unsere Forderungen erfüllen. 

Die im vorangehenden Paragraphen entwickelten Hilfssätze zeigen, 
daß man unter allen sechsgliedrigen Gruppen der Mannigfaltigkeit x, y 
gewisse von vornherein ausschließen kann. 

Läßt eine sechsgliedrige Gruppe Y,f der Ebene x, y eine und nur 
eine Kurvenschar p(z,y) = a = Üonst. invariant, so läßt jede Trans- 
formationsgruppe des Raumes, welche die Form: 


Yf+&r (k=1,...,6) 


besitzt, die Flächenschar @(z, y) = a invariant. Nach Satz 5, S. 374 [hier 
S. 430] brauchen wir aber nur solche Gruppen: Y,f+ &r zu berück- 
sichtigen, bei denen die Flächenschar = a dreigliedrig transformiert 
wird. Unter den sechsgliedrigen Gruppen der Ebene x, y, welche eine 
einzige Kurvenschar (x, y) = a invariant lassen, kommen daher nur die 
in Betracht, welche diese Kurvenschar dreigliedrig transformieren. [378 
Es sind das nur die beiden Gruppen: 


1,29, 9,9, 2p + yg, ap + 2xyg; 
9, #9, 49, P, xp, @p + axyg. 
Läßt eine sechsgliedrige Gruppe der Ebene x, y gar keine Kurven- 
schar (x, y) = a invariant, so kann sie auf die kanonische Form: 


P, 4, 29, £P, yq9, yP 


gebracht werden. Läßt sie dagegen zwei Kurvenscharen invariant, so kann 
sie die kanonische Form: 


p, zp, @°p, q,yq,yq 
erhalten. 


 *%8. Wir wenden uns jetzt zu dem Falle, daß die verkürzte Gruppe 
X,f fünfgliedrig ist. Auch hier muß jede etwa vorkommende invariante 


Kurvenschar (x, y) = a dreigliedrig transformiert werden. 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. IL, ı 28 
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Es gibt aber in diesem Falle nur zwei Gruppen, welche berück- 


sichtigt werden müssen; das sind die Gruppen: 


pP, gG, 4; cp — Yyq, yp 
und: 
gq,29,2, 22p + ya, p+ zyg. 


Diese sechs Gruppen haben wir jetzt der Reihe nach als Gruppen X, f 
zu betrachten und die zugehörigen Gruppen X,f zu berechnen. 


$4. Bestimmung aller Gruppen, deren verkürzte Gruppen sechsgliedrig sind. 


29, Wir setzen zunächst voraus, daß die verkürzte Gruppe X,f sechs- 
gliedrig ist und somit eine der vier folgenden Formen besitzt: 


(A) P, 9, 29, &P, y9, YP, 

(B) p, xp, 22P, 9, 49, Y°9; 

(C) 1,29, y9q, P, 2p, p+ xyg, [379 
(D) 9,29, ®q,2, 2p + yg, ®p+ 2zyg. 


Diese vier Fälle gehen wir jetzt der Reihe nach durch. 


30. Wir setzen zunächst voraus, daß die Gruppe X,f die Form: 


(A) ?, 9, 29, 2P, yq, yp 


besitzt. Wir müssen also sechs Funktionen fi, fa, ---, fs von X, %, 2 derart 
bestimmen, daß die infinitesimalen Transformationen: 


p+fAr,ga+fr, ag+fr, a» —-ya+hır, yp+hr, p+yqa+Tfer 


eine sechsgliedrige Gruppe erzeugen, welche die verlangten Eigenschaften 
besitzt. 

Durch Klammeroperation erhalten wir eine Anzahl Differential- 
relationen, welche zwischen den sechs Funktionen f, bestehen. Wir suchen 
die allgemeinsten Funktionen fz, welche diese Relationen erfüllen; außerdem 
versuchen wir durch passende Wahl der unabhängigen Veränderlichen 2 
zu erreichen, daß die Form der f, so einfach wie möglich wird. 

Durch Kombination ergibt sich: 


Ofs of; 1) 1] 
(p+fr, q+Ar)= (52 R Er pa)r. 
Nun aber enthält unsere Gruppe keine infinitesimale Transformation von 
der Form: 
w(x,y,e)r, 


$ 3, 4. Nr. 28—30. Die verkürzte Gruppe hat die Form (A) 435 


also ist: 


B of, = of, 
Seine f = 0. 


Denken wir uns nun, wie offenbar ER die Veränderliche z von vorn- 
herein in solcher Weise gewählt, daß fj gleich Null ist, so erhalten wir 
die einfache Gleichung: 

Of _ 

FEN 


‚welche zeigt, daß f, von & frei ist. 
Unsere beiden ersten infinitesimalen Transformationen haben [380 


somit die Form: 
P,ga+Rhly,e)r. 
Es ist indes leicht, diese Transformationen auf eine noch einfachere Form 
zu bringen; wir führen: | 
ed A: a (Y ’ 2) 


als neues z ein; dabei behält » seine Form, während: 
of of. 207 of 
rettete) 
wird. Wählen wir daher p so, daß: 
°P op _ 
27 +h7, 0 


ist, so erhalten die beiden ersten infinitesimalen Transformationen die 


Form: 
P,q.- 


Zur Bestimmung von fa bilden wir die Gleichungen: 


(p, 2g + far) ga ar 


0 Is, 


(9, z2q+fsr) = dy" 


welche zeigen, daß fs nur von z abhängt. Es ist dabei klar, daß /; von 
Null verschieden sein muß, weil sonst die infinitesimalen Transformationen 
q,%&q durch eine Henne Relation verknüpft wären. Die dritte infini- 
tesimale Transformation hat somit die Form: 


24 + Zr (Z+0), 


und man kann auch noch durch Einführung einer passenden Größe 9 (2) 


an Stelle von 2 erreichen, daß Z = 1 wird. 
28* 
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Da dies keinen Einfluß auf die Form der beiden ersten infinitesimalen 
Transformationen hat, so erscheinen jetzt die drei ersten in der Gestalt: 


P,G,Fgrr. [381 
Um die Form der vierten infinitesimalen Transformation: 
Xf=aıp -yga+lır 


zu bestimmen, bilden wir die Gleichungen: 


(p, zp—yq+fıar) = pr 22H 
ofs 
(q; ya tHhn=-atger, 
< Of A 
(eg+trn,ap—yatfhr)=—22g9+ (ar +3), 


von denen die beiden ersten zeigen, daß fs nur von z abhängt; die letzte 
Gleichung gibt uns sodann die Relation: 


also: 


wo aber die Integrationskonstante a ohne Beschränkung gleich Null ge- 
setzt werden kann. Es ist daher: 


X,ıf=xp —- yq— 2er. 
Zur Bestimmung der fünften infinitesimalen Transformation: 
Kf=yp+far 

bilden wir zunächst die Gleichungen: 

(p,yp+ fr) = an 

(,yp+fhr)=Pp+ Se, 
welche zeigen, daß fs nur von 2 abhängt, daß also X,f die Form: 

X f=yp + Ze) 

besitzt. Sodann bilden wir die Gleichung: [382 


(xp — yq— 2er, yp + Ze)r) = — 2yp — (222'— 2Z)r, 


$ 4. Nr. 30, 31. Die verkürzte Gruppe hat die Form (A) 437 
welche zur Bestimmung von Z die Gleichung: 
222'—2Z=2Z 
liefert; sodaß: 
Z=ke (k = Const.) 
wird. Zur Bestimmung der Konstanten k müssen wir die Gleichung: 
(xg+r,yp+kr)=ap —yq+ 2kzr 
bilden; diese zeigt, daß k= — 1 und: 
Kf=yp— er 
ist. 
Endlich zur Bestimmung von: 


Xf=zp+yg-+fer 


bilden wir zunächst die Gleichungen: 
(p,ap+yg+fr)=p+ 35,7, 


(q, De ee a ri 


welche zeigen, daß fs nur von z abhängt; sodann bilden wir die Glei- 


chungen: 
(@q+r,zp+yg+Zr)= Zr, 


(ap —yg—2zar,ap+yq+Zr)=(- 222’ +2Z)r, 
| (yvp— er, zp+yq+Zr)= (— 2Z+22Z)r, 
welche zeigen, daß Z gleich Null ist. 


31. Hiermit sind die infinitesimalen Transformationen An Au 
auf die einfache Form: | 


P, 9,24 tr, 2p— yq— 2zr, yp— 2?r, xp -+ygq 


gebracht.!) Diese infinitesimalen Transformationen erzeugen eine [383 
Gruppe; es bleibt zu untersuchen, ob diese Gruppe die verlangten Eigen- 
schaften besitzt. 





1) Wenn man die Gruppe p, 9, 29, 2p — yg, yp,zp +yq als eine Gruppe 
von Punkttransformationen der &, y-Ebene betrachtet und diese durch Hinzunahme 


der Größe: 
PR 
dx 


erweitert, so erhält man grade die Gruppe des Textes, 
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Die drei infinitesimalen Transformationen: 
P,q,2g re 


zeigen, daß der Koordinatenanfang = y=z=0 ein Punkt von all- 
gemeiner Lage ist. Dieser Punkt bleibt in Ruhe bei den drei infinitesi- 
malen Transformationen: 


zp—yq— 2er, yp— r, 2p+Yyg- 

Wir haben also die Determinante: 
x —y —2z 

13 0 — 2 |=22y®— 2yz 





2 y 0 


zu bilden. Diese verschwindet nicht identisch; daher schließen wir, daß 
die gefundene sechsgliedrige Gruppe die Forderungen B und € nicht 
erfüllt. Ä 


32. Jetzt setzen wir voraus, daß die verkürzte Gruppe die Form: 
(B) P, 9, 2P, yg, °P, ’q 
besitzt. Wir suchen also die sechsgliedrigen Gruppen, welche die Form: 
P+fhnathraptfr,ygatfr,pthr, Yatlfer 


haben und dabei unsere Forderungen B und Ü erfüllen. 


Wie im vorigen Falle erkennen wir, daß wir ohne Beschränkung: 
h=h=V" [384 


Xıf=p, %f=q 
setzen können. Sodann bilden wir die Ausdrücke: 


(p,ap+fhr)=p+ ap, 


und dementsprechend: 


(9, zp-+fsr)= öy 


welche zeigen, daß fs nur von z abhängen kann; überdies ist klar, daß fs 
von Null verschieden sein muß. Wir können daher fs =1 und also: 


%f=ap+r 


$ 4. Nr. 31, 32. Die verkürzte Gruppe hat die Form (B) 439 


setzen. In entsprechender Weise erkennen wir durch Bildung der Glei- 
chungen: 


P,yatfin= zn 
of, 
0 


ER 7 17 
Be. 


(4, yg+hr)=qa+ 


r, 


daß /, von x,Y,2 frei sein muß. Da aber andererseits /, von Null ver- 
schieden sein muß, erkennen wir, daß X,f die Form: 


X,f=yq+ kr (k = Const. + 0) 
besitzt. 
Zur Bestimmung von: 


Kf=@p+fer 


bilden wir die Gleichungen: 


(p, p+fr)=2z2p+ a 
Ofs 
(g, #p + for) = Der, 
3 5 7) 5 
(ep-+r, pP + fr) = ap + (a5 + S0)r, | [385 
Of; Ofs 
(yg+kr, ep -+fır)= (var er, 


von denen die beiden ersten zeigen, daß f; die Form: 
fr =22+ Z(2) 
besitzt; die beiden letzten Gleichungen geben zur Bestimmung von Z: 
2:+Z(@)=22+Z,Z()=0. 


Es ist daher Z=0, = 2x und: 
ı X = ap + 2er. 


Eine ganz ähnliche Rechnung liefert: 
Xf=yq+2kyr. 


Die sechs hiermit gefundenen infinitesimalen Transformationen: 





2,9,2p+r,yq+kr, ®p-+2xr, YPq+ 2kyr 
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bilden eine sechsgliedrige Gruppe. Es fragt sich, ob diese die verlangten 
Eigenschaften besitzt. 


33. Die drei infinitesimalen Transformationen: p, 9, 2p + r zeigen, 
daß der Koordinatenanfang ein Punkt von allgemeiner Lage ist. Dieser 
Punkt bleibt in Ruhe bei den drei infinitesimalen Transformationen: 


yq—kıp, #p + 2ar, yq+ 2kyr. 


Die zugehörige Determinante: 


"kr y 0° 
2.0 275 |) =2k eV — 22h 
029° Ikyı 


verschwindet identisch, während ihre zweireihigen Unterdeterminanten 
nicht alle gleich Null sind. Also erfüllt diese Gruppe die Forderungen B 
und €. 

Zwei Punkte haben daher eine und nur eine Invariante, die man [386 
ohne Schwierigkeit berechnen könnte, was jedoch für unsere Zwecke über- 
flüssig ist. 

Dagegen heben wir hervor, daß alle infinitesimalen Trans- 
formationen unserer Gruppe mitderinfinitesimalen Trans- 
formation r vertauschbar sind. Hieraus folgt, daß unsere Gruppe 
systatisch ist; das heißt, wenn ein Punkt P in Ruhe gehalten wird, 
so bleiben alle Punkte einer durch P gehenden Kurve in Ruhe. 

In der Tat, halten wir den Punkt &,, Yo, 20 fest. Die allgemeinste 
Transformation unserer Gruppe, welche diese Forderung erfüllt, wird linear 
abgeleitet aus den drei folgenden: 


k(& — X) p — (Y — Y0)Q; 
(x md 2(x — I)T, 
(y— Ya + 2kly— y)r- 


Man übersieht ohne weiteres, daß jede infinitesimale Transformation 
unserer Gruppe, welche den Punkt x, %0, 20 festhält, gleichzeitig die 
oo! Punkte &o, Yo, 2 invariant läßt. 

Hält man daher den Punkt x,, Yo, 20 fest, so kann allerdings ein Punkt 
von allgemeiner Lage oo? verschiedene Lagen annehmen. Es gibt 
aber, wie wir sehen, oo! Punkte, welche das nicht können. 

Unsere Gruppe erfüllt die Forderung Ü, wenn man die einge- 
klammerten Worte mitnimmt, sie erfüllt aber diese Forderung nicht, wenn 
man die eingeklammerten Worte streicht. 


$ 4. Nr. 32—34. Die verkürzte Gruppe ist (B) oder (C) 441 


Es ist mir nicht klar, wie Herr v. Helmholtz sein Axiom der 
freien Beweglichkeit versteht. Will er, daß die von ihm gestellte Forderung © 
innerhalb eines gewissen Bereiches ausnahmelos erfüllt sein soll, so muß 
er sagen, daß die vorliegende Gruppe die Forderung der freien Beweglich- 
keit nicht erfüllt. Es ist ja unmöglich, einen Bereich derart abzugrenzen, 
daß, wenn ein beliebiger Punkt desselben festgehalten wird, dann jeder 
andere Punkt des Bereiches oo? verschiedene Lagen annehmen kann. 


Unsere Gruppe besitzt freie Beweglichkeit, wenn man 
diesen Begriff im weiteren Sinne des Wortes nimmt; da- 
gegen besitzt sie freie Beweglichkeit nicht, wenn man 
diesen Begriffim engeren Sinne des Wortes nimmt. 


34. Ich werde jetzt annehmen, daß die verkürzte Gruppe X,f [387 
die Form: 


(0) q, 2, 29, yq, xp, p + xyq 
besitzt. 

Wir haben also die sechs Funktionen f; derart zu bestimmen, dab 
die sechs infinitesimalen Transformationen: 


Xf=qu+rfir XKf=r+tfer, Kıf=raH+fsar; 
Xf=yatfır, Kf=ar+tfr, Kf=apt+t ayga+ fer 


eine Gruppe mit den verlangten Eigenschaften erzeugen. 


Wie im ersten Falle erkennen wir, daß wir ohne Beschränkung: 


Xıf=q4, XKf=p, Kf=aga+r 


setzen können. 


Um nun die infinitesimale Transformation: 


Xf=yg+fır 


zu bestimmen, bilden wir die Gleichungen: 


| of, 

(,ya+frn)=qa+ . 
of; 

(P,yga+fır) =, Ser, 


of , ofı 
(wa+r, yattr)=agt leg + a)? 


welche zeigen, daß f, eine Funktion Z von z ist, welche die Gleichung: 
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erfüllt; also kommt Z=2z-+ a, wo wir die Integrationskonstante a ohne 
Beschränkung gleich Null setzen können. Es wird daher: 


Xf=yqa-+tar. 
Zur Bestimmnng von X,f bilden wir die Gleichungen: [388 
Dep+hr)=Pp+ se 
(9, 2p + far) = ger, 
(aa+nap+fr)=—xg + (#5: ir er, 


Ofs Of; 
(yg-+ er, zp+ fir) = (v L a )r, 


welche zeigen, daß f, eine Funktion von z ist, welche die Gleichungen: 


of; 77 
__1, sa _%—0 


erfüllt, sodaß , = — 2 und: 
AX,f=xp — er 
wird. 


Endlich zur Bestimmung von: 


en 


bilden wir zunächst die Gleichungen: 


(p, ap+ayg+fer)=22p-+yg4+35 he, 
; of, 
(g, @p+zyg+fior)= xt ay? 


Bat ap+aygttr)= (uo% + Fer, 


welche zeigen, daß: 


fe _ ah: DE sah, 
Palin , y bh ur Fk 
ist, und also: 
f=—-te+ty+a (a = Üonst.). 
Nun aber liefern die Relationen: | - 
ı fs ae 
(va + er, ap + aya Her) = (vi + sh _ pr, 


(ep— er, Bu 10) = ap + 2yg + (= 6 Ah je 


$ 4. Nr. 34—36. Die verkürzte Gruppe ist (C) oder (D) 443 


die Gleichungen: JR JA N 
Yy dy +7 Fe; fe=V, 
0) of, 
2 aa; 25, +f= fs 
von denen die erste bei der Substitution = — 22 +u-+a nur für 


a=0( erfüllt wird. 
Wir erhalten in dieser Weise die sechs infinitesimalen Transforma- 


tionen: 





9,P,a9+r, ygataer, 2p—er, 
ap +ayg+(y— zz)r 











die eine sechsgliedrige Gruppe erzeugen.!) Es fragt sich, ob diese Gruppe 
die gewünschten Eigenschaften besitzt. 


35. Die drei infinitesimalen Transformationen q, p, 2q + r zeigen, 
daß der Koordinatenanfang ein Punkt von allgemeiner Lage ist. Dieser 
Punkt bleibt in Ruhe bei den Transformationen: 

yq+tar, zp—er, Pp+tayg+(y— za)r. 


Wir bilden daher die Determinante: 


0 Y 2 
x 0 —2 | =aylae—y). 
rg xcY y—ı3 


Diese verschwindet nicht identisch, und also erfüllt unsere Gruppe [330 
die gestellten Forderungen nicht. 


36. Endlich müssen wir annehmen, daß die verkürzte Gruppe die 
Form: 


(D) ?, 9, 29, 2°q, p+yg, ®p-+ 2xyg 
besitzt. Wir suchen also die f, so zu bestimmen, daß die sechs infinitesi- 
malen Transformationen: 
Af=p+ hin Kf=athfr Xf= xq+ far, 
Xf=rgtfhr Kf=aptya+tfhr, Xf=wp+ 2ayg + fer 


eine Gruppe mit den gewünschten Eigenschaften erzeugen. 





1) Betrachtet man die Gruppe g, p, xq, yg, xp, xp xygq als eine Gruppe 
von Punkttransformationen der Ebene und erweitert diese durch Mitnahme der 
Größe: dy 


ur 7: 


so erhält man grade die Gruppe des Textes. 


2 
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Wir erkennen wie früher, daß wir: 
Xf=p, %f=g, %f=ag+r 
setzen können. 
Sodann bilden wir die Gleichungen : 


ofı, 
Bern) = 2843, £ 
of, 
(q; 2?2q + far) = - 
oh. of 
(@g +7, ag + far) = (# + zer, 


welche zeigen, daß: 


und dementsprechend : 
i=2x2+a (a = Üonst.) 
und: 
Xf=#ga+2xH+a)r 
ist. 
Zur Bestimmung von: 


Kf=ap+yg+fr 
bilden wir die Gleichungen: 


(q, zp +ygq+fhr)=q4+ day’ [391 
Ofs 
(p, zp + yq-+ far) = -p+ Ger, 
oh Of 
(ug + r, ap + ya+ far) = (ed. + ge)r, 


welche zeigen, dab: 
or Of fe: 
Er Er u» 


und = A — Const. ist. 
Nun aber ist: 
(qq +22 +ar, ap+ygq+Ar)=— ®q —2ar, 
also ergibt sich @ = O und: | 
X=a"q+2ar, X,f=aıp-+yg-+ Ar. 


Übrig bleibt jetzt noch die Bestimmung der infinitesimalen Trans- 
formation: 


Xıf= a2p + 2ayg + far. 


$ 4. Nr. 36, 37. Die verkürzte Gruppe hat die Form (D) 445 


Es ist: ar 
(p,a®p+2ayg+fer)=2ap+2yg + ur: 
fs 
(g, »°p + 22yq + fer) = 229+ 4 r, 
Ofs Of; 
ag+r p+2zyg tfer)= gt (z . t =) r, 


(ep +yq + Ar, 2p+2zxyg+fer) = ®@p +2a2yg + 


+ (ee + v3 +4), 


r, 


fs fs 
(ag + 2ar, #p + 22yg + fer) = (25 207, sr 22 “ — 22°) f, 


also kommt: } * [392 
Ofe _ 4; ofe _ 
1-24, 6-2, d=0, 
Ofs, 3 Ofs 
an yo Te p,, 
ET 


Die drei ersten Gleichungen geben: 
fe= 2Ax+2y+B (B = Oonst.), 


und wenn dieser Wert in die beiden letzten Gleichungen eingesetzt wird, 
ergibt sich, daß B= (0) und demnach: 


Xf=ap+ 2ryg + (2Ar + 2y)r. 


Die sechs infinitesimalen Transformationen: 





9,P, 2gq+r, @g+2ar, 
zp+yg+ Ar, @p+2xyg + (2Ax + 2y)r 











bestimmen eine Gruppe. Es fragt sich, ob diese die verlangten Eigen- 
schaften besitzt. 


3%. Die drei ersten infinitesimalen Transformationen zeigen, daß der 
Koordinatenanfang ein Punkt von allgemeiner Lage ist. Derselbe bleibt 
in Ruhe bei den Transformationen: 


zp+(y— Ax)g, g+2ar, 
zp + 2zyqg + (2Ax + 2y)r, 
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deren Determinante: 
x y—Ar 0 


0 a 2% 
2? 2xy 2Arc+2y 








identisch verschwindet, während die zugehörigen zweireihigen Unterdeter- 
minanten nicht sämtlich null sind. 

Bei unserer Gruppe findet also freie Beweglichkeit jedenfalls im 
weiteren Sinne des Wortes statt. 

Die sechs infinitesimalen Transformationen sind sämtlich ver- [393 
tauschbar mit der Transformation r; daher ist die Gruppe systatisch, 
das heißt, wenn ein Punkt festgehalten wird, so gibt es oo! Punkte, die 
gleichzeitig in Ruhe bleiben. 

In der Tat, der Punkt &,, Yo, 20 bleibt in Ruhe bei den infinitesi- 
malen Transformationen: 


@—)P + y— %—- AR — 2))9, 
(Ha +2 — &)f, 
(a 20)p + (2xly — y) — 2A — 2)g + 
+(2 A — rn) +2YW— yo))r 
und bei keiner davon unabhängigen. Bei diesen Transformationen bleiben 


aber gleichzeitig die unendlich vielen Punkte x,, %, 2 sämtlich in Ruhe. 


Bei unserer Gruppe findet also im engeren Sinne des Wortes freie 
Beweglichkeit nicht statt. 


Es ist auch jetzt unmöglich, einen Bereich des Raumes derart abzu- 
grenzen, daß, wenn ein Punkt des Bereiches festgehalten wird, dann jeder 
andere Punkt des Bereiches oo? verschiedene Lagen annehmen kann. 


$5. Bestimmung aller Gruppen, deren verkürzte Gruppen 
fünfgliedrig sind. 


38. Wir wenden uns jetzt zur Bestimmung aller Gruppen von der 
verlangten Beschaffenheit, deren verkürzte Gruppen fünfgliedrig sind. 
Wie schon früher bemerkt, muß die verkürzte Gruppe entweder die 
Form: 
(E) 9, P, 29, 2p — yq, yp 
oder die Form: 


(F) 9, P, 29, 22p + yq, @?p + xyq 


$ 4, 5. Nr. 37—40. Die verkürzte Gruppe ist (D) oder (E) 447 


besitzen. Es ist ja von vornherein klar, daß sie zum Beispiel nicht die 
Form: 
9, 99, Y°9, P, xp 


haben kann, weil bei dieser Gruppe die Geradenschar x = Const. in- [394 
variant bleibt, aber nur zweigliedrig transformiert wird. 


39. Wir wollen zunächst alle sechsgliedrigen Gruppen von der Form: 


fr, a+hnp+hr, aq+fer, 2p—yga+fa, yp+fır 
bestimmen. 
Dabei können wir offenbar f=1 setzen, sodaß wir zuerst die in- 


finitesimale Transformation r erhalten. 
Kombinieren wir nun r etwa mit qg + fır, so kommt: 


(ng +fir)= A, 


und also: 


of, 
nn = A, = Const., i = 4,2 + 9,8, Y). 


In genau derselben Weise erkennen wir, daß alle f; die Form: 
fr = Ar2 + @,(%, Y) 
besitzen. Es ist aber leicht, einzusehen, daß alle A, ne Null sind. 
Bildet man nämlich zum Beispiel die Gleichung: | 
+(A2+w)r, ap —yg-+ (Aı2+ ar) = 


00, 00, 


= —q0+ Ge+ una dx +97, Am), 





so sieht man, daß A, = 0 ist. Kombiniert man die übrigen infinitesimalen 
Transformationen mit: 


2p—ygq+(detw)r, 


so erkennt man, daß A,, A; und A, gleich Null sind. Kombiniert man 
endlich 29 + (A3z2+ ®)r mit yp + (A,2 + @;)r, so ergibt sich, daß 
auch A, gleich Null ist. 

Wir müssen also jetzt die &. bestimmen und sie zugleich auf mög- 
lichst einfache Formen bringen. 


40. Wählen wir einen geeigneten Ausdruck: +o(x,y) als [395 
neues 2, so erhält 9 + or die Form q. Die Gleichung: 


(9, p+ @gr) ae Fer 
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zeigt sodann, daß: 


om _ B— Const. 
0y 


0= By+ X(«) 


und also: 


ist. Aber, indem wir einen geeigneten Ausdruck: 2+ p(x) als neues 2 
einführen, können wir erreichen, daß X gleich Null wird. Hiermit sind 
die drei ersten infinitesimalen Transformationen auf die Form: 


N r, q, p+ Byr 
gebracht. 


Ferner ist: 
00 
(4, 29 + or) = hr, 


und demnach wird: 
za +or=2q+(Ey+ypW)r. 


Nun aber ist: 


(p+ Byr, 2g+(Ey+gp)r)=q+ (pP — Ba)r; 
p'— Bx = Ü = Const. 


also wird: 


und: 


go=4Bx+C0x+D, 
und endlich, da D= 0 gesetzt werden kann: 
zqa+wr=279+(Ey++Bx+ Car. 


Wird nun z— Cy als neues z eingeführt, so behalten die drei Trans- 
formationen r, q,p + Byr im wesentlichen ihre Form. Dagegen erhält 
xq + @zr die einfachere Gestalt: 


x2g+wr =xq-+ (Ey+ 3 Ba?)r. 


Es ist weiter: bie 
0) 
ya tan=—gatgyr 
und also: 
0 4 . — 
en F ee Const., a=F.y+y(e). 


Nun aber ist: 
(p+ Byr, ap —yga + (Fy+ pr) =p+ (9 + By)r; 
also ist = @ = Üonst. und: | 
9=Gx+G, 


wo die Konstante @, ohne Beschränkung gleich Null gesetzt werden kann. 
Es ist daher: 
Xf=ap—yo+(Fy+ Ge)r. 


$ 5. Nr. 40. Die verkürzte Gruppe hat die Form (E) 449 


Zur näheren Bestimmung der Konstanten bilden wir die Gleichung: 


(@qa+(Ey+3Badr, p—yq-+(Fy+ Gar) = 
= —2rq+(Fx+ Ey— Ba?)r, 
welche zeigt, daß: 
F=0, E=-0 


sind, und daß unsere infinitesimalen Transformationen X,f und X,f die 


Form: 


X,f=2q9+3DBer, Kf=xp —yqg + Gar 


besitzen. Überdies leuchtet ein, daß die Konstante B von Null verschieden 
sein muß; denn sonst wären die Transformationen X,f, X,f durch die 
von vornherein ausgeschlossene Gleichung: 


ı&f— Kf=V0 


verknüpft. Führen wir daher 2: B als neues z ein, so erhalten die infini- 
tesimalen Transformationen X,f und X,f die einfachere Form: 


Af=p+ yr, Kf=ag+zar. 


Unsere Gruppe enthält somit die folgenden infinitesimalen Trans- [397 


formationen: 
r, q, p+ yr, 


2a +g@r, 2p— ygq+ Gar, yp+ o(g, y)r. 


Hier können wir noch 2 — @x als neues 2 einführen, wir können also G@ 
ohne Beschränkung gleich Null setzen. 


Es ist: 
(g, w+tan=p+ger, 
(p +yr, yp+ or) = 22, 
also wird: 
eye kam 


oder nach Wegwerfung einer unwesentlichen Integrationskonstanten: 


o=3Y+Ky+ Hz 
und: 
Xf=yp+(gy?+Ky+ Ha)r. 
Nun aber ist: 
(ep —yg, vp+Gy+Ky+Hor)=— 2yp+ —-y—Ky+Ha)r, 


Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. 123 29 
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also K=0, H=0, und mithin: 
Xf=yp+3s Pr. 


Die hiermit gefundenen infinitesimalen Transformationen: 





r,q,p+yr 
xg + tar, cp -— yq, vp+ sYr 











bilden eine Gruppe, die uns aus der Theorie der Berührungstransforma- 
tionen wohlbekannt ist. Wir müssen untersuchen, ob diese die verlangten 
Eigenschaften besitzt. 

41. Die drei Transformationen q,r, p + yr zeigen, daß der [398 
Koordinatenanfang ein Punkt von allgemeiner Lage ist. Dieser Punkt 
bleibt nun in Ruhe bei den infinitesimalen Transformationen: 


xg+tar, pp —yg, yp+ sy; 


deren Determinante: 





| Ö x 42° 
20 -y 0 
y 0 af 








identisch verschwindet, während ihre zweireihigen Unterdeterminanten 
nicht alle null sind. 

Bei unserer sechsgliedrigen Gruppe haben daher die beiden Punkte 
%, Yı, 2 und %g, Ya, £2 wirklich eine und nur eine Invariante, und zwar, 
wie wir beiläufig bemerken, die folgende: 


9 — A1—3 (+ m) — Yı)- 

Bei unserer Gruppe findet daher freie Beweglichkeit jedenfalls in dem 
weiteren Sinne des Wortes statt. Wird ein Punkt z,, yı°, 2,’ von allge- 
meiner Lage festgehalten, so kann jeder andere Punkt von allgemeiner 
Lage oo? verschiedene Lagen annehmen, und so weiter. 

Aber es ist leicht, zu sehen, daß im engeren Sinne des Wortes keine 
freie Beweglichkeit stattfindet. Es folgt dies schon daraus, daß die infini- 
tesimale Transformation r mit allen Transformationen unserer Gruppe 
vertauschbar, daß also unsere Gruppe systatisch ist. 

In der Tat, der Punkt von allgemeiner Lage &,, Yo, 20 bleibt in Ruhe 
bei der dreigliedrigen Gruppe: 


(4 + +(2°— %)r, 
— %)P - W- Y)T— By — Y)r, 
(y— Y%)P +4 y- Wr. 


$ 5. Nr. 40—42. Die verkürzte Gruppe ist (E) oder (F) 451 


Bei dieser bleiben aber offenbar oo! Punkte, nämlich alle Punkte %o, Yo, 2 
in Ruhe. 


Es ist daher unmöglich, einen Bereich derart abzugrenzen, daß, wenn 
ein Punkt des Bereiches festgehalten wird, dann jeder andere Punkt des 
Bereiches 00? verschiedene Lagen annehmen kann. 


Im engeren Sinne des Wortes findet somit bei un- [399 
serer Gruppe keine freie Beweglichkeit statt, 


42. Es bleibt jetzt nur noch übrig, anzunehmen, daß die verkürzte 
Gruppe X,f die Form: 


(F) g, 29, 2, 22p + ygq, @®p-+xyg 
besitzt. 


Wir suchen daher jetzt alle Gruppen, welche die Form besitzen: 
Xf=r, Kf=g+hfr, Kf=agtfr, Xf=p+ far, 
Af=2ap+tygtfr, Kf=ap+ayg + far. 


Wie im vorigen Falle erkennen wir, daß alle f, von z frei sind, und 
dab wir: 


Af=r, f=g, X,f=P+ Byr, 
Xf=x29+(Ey+14Bi)r 


setzen können. 


Zur Bestimmung der infinitesimalen Transformation: 
Af=2xp+yg+fsr 
bilden wir die Gleichungen: 
(9, 2ap +ygo+fr)=g+ Ber, 
@+Byr, Zap + yg+ fm) = 2p + (de — By)r, 
welche ergeben: 


fs 


rer F = Const., 


of; 
Fess By=2By-+C. 


Es leuchtet hier zunächst ein, daß B = 0 ist; ferner wird: 


k=Fy+0Ca+D, 


wo die Konstante D ohne Beschränkung gleich Null gesetzt werden kann. 
29* 
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Nun ist: [400 
(xq + Eyr, 22p + yg+(Fy+ Cor)=—ag9+ (Fr - Eyr, 
also wird F=0 und: 
X,f=2xp +yq + Car. 
Zur Bestimmung der infinitesimalen Transformation: 


Xf=ap+xyqQ Tr 8er 


bilden wir die Gleichungen: 


1) 
(q, p+ xyga+r gr) RE xqa+ = r, 





98; 
(p, @p + ayq + or) = 2ap + ya ger) 


welche ergeben: 
08 


00% n 
3% —Ey+ BE a, = 02 +0 





oder: 


= tEP? ++0®+Ey+ PEA 


wo wir die Integrationskonstante ohne Beschränkung gleich Null gesetzt 
haben. Nun aber ist: 


(a9 + Byr, ap + @ya + ou) = (ey — Eav)r, 


und demnach: 





905 
27, — Exy = K&;. 


Wird hier der gefundene Wert von ®, eingesetzt, so kommt: 
x(Ey+ E)— Eay= K,, 
woraus E,= K,= 0 und: 
Sf=ap+ayg+ Ey +zCR+ Ger. 


Da die infinitesimalen Transformatiorien qg und x&9q+ Eyr keine [401 
lineare Relation erfüllen dürfen, so muß die Konstante E von Null ver- 
schieden sein. Indem wir 2: E als neues z einführen, erhält E den Wert 1, 
und unsere infinitesimalen Transformationen haben nunmehr die Form: 


r,g,2, 29 +yr, 22p+yq+ Car, 
ep +zyg + 4yP+4+02+ Ga)r. 


$ 5. Nr. 42, 43. Die verkürzte Gruppe ist (F) 453 
43. Die drei ersten zeigen, daß der Koordinatenanfang ein Punkt 
von allgemeiner Lage ist. Derselbe bleibt in Ruhe bei der dreigliedrigen 


Gruppe: 
zq+yr, 22p+yq+ Car, 


zp +azyg + (4yP + 3024 Ge)r. 
Die zugehörige Determinante: 
005% Y 
2 2y I792+4+02+C8 
verschwindet bei der Substitution C,= 0, während ihre zweireihigen Unter- 
determinanten nicht alle gleich Null werden. 


Die Gruppe: 


r, q, pP, 2g+yr, 22p+yq+ ar, 
ep+ayt+zWy+ Cr 


besitzt somit jedenfalls im weiteren Sinne des Wortes freie Beweglichkeit. 
Wird ein Punkt von allgemeiner Lage festgehalten, so kann jeder andere 
Punkt von allgemeiner Lage oo? verschiedene Lagen annehmen, und 
so weiter. 


Unsere Gruppe ist aber systatisch, da alle Transformationen der- 
selben mit r vertauschbar sind. In der Tat, der Punkt von allgemeiner 
Lage &%,, Yo, 20 bleibt in Ruhe bei der dreigliedrigen Gruppe: 


(2%) +YW—-Y)r; 
2(% — 5)P +Yy—Y)at+ C(e— %)T, 
(— 2)P + la y — an) t+ 3 Yet CR — Or, 


welche zu gleicher Zeit alle Punkte x,, %,, 2 invariant läßt. 


Es ist daher unmöglich, im Raume einen solchen Bereich abzu- [402 
grenzen, daß, wenn ein Punkt des Bereiches festgehalten wird, dann jeder 
andere Punkt desselben oo? Lagen annehmen kann. 


Im engeren Sinne des Wortes findet somit bei unserer Gruppe keine 
freie Beweglichkeit statt. 


Die hier betrachtete Gruppe: 
P,q,r,2g+yr, 22p + yq+ Car, 
pP + zyg + 4(y+ Od) r 
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ist dadurch merkwürdig, daß siein der Umgebung des. Punk- 
tes vonallgemeiner Lagex=y=z2=0 eine infinitesimale 
Transformation enthält, die von zweiterÖrdnung in 2,y,2ist. 


Dieser Fall, den Herr v. Helmholtz, so viel ich sehe, unberechtigter 
Weise, von vornherein bei Seite läßt, kommt also wirklich vor. 


8 6. Die Gruppe der Bewegungen ist durch die freie Beweglichkeit 
vollständig charakterisiert. 


44. Die vorangehenden Rechnungen liefern uns ein bemerkenswertes 
Resultat. 


Die Gruppe der euklidischen Bewegungen und die Gruppe der nicht- 
euklidischen Bewegungen sind die einzigen Gruppen, bei denen im engeren 
Sinne des Wortes freie Beweglichkeit stattfindet. 


Verlangt man, daß es bei einer Gruppe des Raumes 2,y,2 
möglich sein soll, einen Bereich des Raumes derart abzu- 
grenzen, i 


daß, wenn ein Punkt des Bereiches festgehalten wird, 
dann jederandere Punkt desselbenooLagenannehmenkann, 


daß ferner,wenn zweiPunktedesBereichesfestgehalten 
werden, dann jeder Punkt von allgemeiner Lage des Be- 
reiches oo! verschiedene Lagen annehmen kann, 


daß endlich, wenn drei Punkte von allgemeiner Lage 
festgehalten werden, dann alle Punkte des Bereiches in 


Ruhe bleiben, 


so besteht die Gruppe entweder ausallen Bewegungen 
des euklidischen Raumes, oder ausallen Bewegungen des 
nichteuklidischen Raumes. 


Diese beiden Gruppen sind somit im dreifachen Raume die ein- [403 
zigen, bei denen im engeren Sinne des Wortes freie Beweglichkeit statt- 
findet. 


45. In der Ebene steht die Sache anders; da gibt es (so kann eine 
Bemerkung des Herrn v. Helmholtz ausgesprochen werden) noch weitere 
dreigliedrige Gruppen, bei denen freie Beweglichkeit im engeren Sinne 
stattfindet, es sind das alle Gruppen von der Form: 


?,gq,2g —yp-+ e(cp + yg). 


$ 5, 6. Nr. 43—47. Freie Beweglichkeit im engern und im weitern Sinne 455 


46. Wir haben gefunden, daß freie Beweglichkeit im weiteren 
Sinne des Wortes noch bei den folgenden Gruppen stattfindet: 





p,q, 2p+r, yg+kr, @p-+2zr, yq+ 2kyr 














2,9,2g9+r, ag +2ar, ap+ yg+ Ar, 
xp + 2xyq + (2Ax + 2y)r 














r, g, p «= yr, xq “Fr +22r, 
zp — yg, yp + +y?r 














pP, q, r, xg + yr, 22p-+yq-+ Car, 
p+tayy+GYP+rzCr 











Wir müssen aber das erhaltene Resultat noch genauer präzisieren. 
Wir haben bis jetzt nur bewiesen, daß, wenn bei einer reellen Trans- 
formationsgruppe des Raumes freie Beweglichkeit bloß im weiteren Sinne 
des Wortes stattfindet, dann die Gruppe mit einer der vier soeben an- 
geführten ähnlich ist. Hierbei ist aber wohl zu beachten, daß zwei reelle 
Gruppen durch eineimaginäreTransformation ähnlich sein können. 


Es bleibt also noch übrig, alle reellen Gruppen des 
Raumes AR, zu finden, welche mit einer der vier gefundenen 
reellen Gruppen durch imaginäre Transformation ähnlich 
sind. 


4%. Wir stellen uns zunächst die Aufgabe, alle reellen Gruppen: [404 
of of of 
Y.f= ur Pas Pr7,, TIRD, 
zu finden, welche mit der reellen Gruppe: 
p, q,p+r, yg+kr, ap+ 2ır, y’g + 2hyr 
durch imaginäre Transformation ähnlich sind. 


Bei der vorgelegten Gruppe sind x = Const. und y = Const. in- 
variante Flächenscharen. Gäbe es nun eine weitere invariante Flächen- 
schar p(z, y, 2)=a, so müßte jede infinitesimale Transformation Xf 
der ursprünglichen Gruppe eine Relation von der Form: 


Xpy= Rp) 


# 
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erfüllen. Es müßten also insbesondere Gleichungen von der Form: 
0p 0p , Op 0p 0p 
Br Alp), „e VoRBer Filme (p), ri Fe 2;(p) 
bestehen; aus diesen folgt aber die Relation: 


— 2, + 202, — 2, Ö, 


welche zeigt, daß 2,, 2, und 2, sämtlich gleich Null sein müssen, so- 
bald @ keine Funktion von x allein ist. Wären aber die drei 2, gleich 
Null, so käme: $ ö 

Ta 
und es wäre p eine Funktion von % allein. 

Hiermit ist nachgewiesen, daß x = Const. und y = Const. die ein- 
zigen bei der vorgelegten Gruppe invarianten Flächenscharen 9 (z, y,2)=a 
sind. 

Bestimmen daher die reellen infinitesimalen Transformationen Y,.f 
eine mit der vorgelegten Gruppe (durch imaginäre Transformation) ähn- 
liche reelle Gruppe, so müssen auch bei der Gruppe Y.f gerade zwei 
Flächenscharen invariant bleiben. Dieselben können aber reell oder kon- 
jugiertimaginär sein. 

48. Sind die bei der Gruppe Y,f invarianten Flächenscharen [405 
reell, so können wir annehmen, daß x, = Üonst. und y, = Const. die Glei- 
chungen dieser invarianten Flächenscharen sind. Alsdann hat die imaginäre 
Transformation, welche die vorgelegte Gruppe auf die Form Y,f bringt, 


die Gestalt: 
a1=X(e), =!) A1=Zla,y, 2). 
Die Gruppe Y,f besitzt somit die Form: 


(++ re 
und es ist klar, daß die verkürzte Gruppe &,(x2,)(Of:0x,) bei der Trans- 
formation &, = X(z) die Form p, xp, x?p annimmt. 

Nun aber geht aus meinen Untersuchungen über die Gruppen einer 
einfachen Mannigfaltigkeit ohne weiteres hervor, daß jede dreigliedrige 
[reelle] Gruppe «&,(2,)9, einer einfachen Mannigfaltigkeit x, durch eine 
reelle Transformation: 


Xg er R(«,) 


die Form Ps, &s Ps, %5”Pg erhalten kann. Entsprechendes gilt für die drei- 
gliedrige Gruppe ß,(Yı)qı- 


8 6. Nr. 47—49. Reelle Gruppen, die mit den gefundenen ähnlich sind 457 


Es ist daher möglich, in der reellen Gruppe: 


(X) Pı Fr Pr(Yı) + Yırı= Yıf 


durch reelle Substitution solche neue Veränderliche z,, y, einzuführen, 
daß die Gruppe Y,.f die Form: 


(A; + 5.0 + Cr X2?) pa + (ar + drya + CrYa?)Q2 + Orr; 


annimmt. Diese neue Gruppe enthält daher sechs Transformationen von 


der Form: 
P2+ farz, XePa+ farz, Xa’pa-+ far, 


Get fare, YaQat fra, Yorqe-+ fera- 


Dabei kann nach den früheren Entwickelungen (8. 383 ff. [hier S. 438 ff. ]) 
die Veränderliche 2, immer durch reelle Substitution derart gewählt wer- 
den, daß die sechs soeben geschriebenen Transformationen die Form: 


q, 2, ygq+ Cr, zp+r, @p+2ar, yq+ 2Cyr 
annehmen. 
Ist daher die reelle Gruppe: [406 


g,P, @p+r, @p+2ar, yg+ kr, yYq+ 2kyr 


durch imaginäre Transformation ähnlich mit einer reellen 
Gruppe Y.f, welche zwei reelle Flächenscharen invariant 
läßt, so kann die Gruppe Y,f durch reelle Substitution die 
Form: 

Q2, Pr, XaPa+ 2, Xo’Pa + 2Xyr5, 


YaQa+ Crs, YgQa + 2CYyarz 
erhalten. 


49. Wir wenden uns jetzt zu dem Falle, daß die beiden bei der 
Gruppe Y,f invarianten Flächenscharen imaginär und natürlich kon- 
jugiertimaginär sind. 

Wir können annehmen, daß die Flächenscharen durch die Gleichungen: 

+ iy=a, h—iy=b 


dargestellt sind. Die Transformation, welche die vorgelegte Gruppe auf 
die Form Y,.f bringt, hat dann die Form: 


«= Alm+iy) y=Bin—iy), #2= Z(, Yı, A), 
oder, wie wir ohne Beschränkung annehmen können, die Form: 


ı=ı+ iyı, ad B(&, — iyı), Led Z(&ı, Yı, 2); 
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dabei ist: 
any = k(y), 


wo R eine gewisse reelle oder imaginäre Funktion von y bezeichnet. 
Durch Auflösung kommt also: 


1=+(@+RY), n=5;@— RW). 
Ist: s 
0) 0) 
&.(%, Y) z + N (%, DE + (8, we 


irgend eine Transformation der ursprünglichen Gruppe und: 
1) 1) of 
er(%ı, Yı) 3 + ßr(&ı, Yı) . + 921, Yı, 21) D2, [407 
die Form derselben in den Veränderlichen z,, %ı, 21, so ist: 
of of of of 
ER, Y) 5, + m R, 9) Yy 0 (21, Yı) Fr, + Br (a1, Yı) day," 
Insbesondere ist: 


| («7 5) 


O2 0 E\ 9m ' Ay 


oder, wenn wir die gewöhnliche Schreibweise anwenden: 
a (ip, + 4), 
sp = 23a + iyı) (iM + 9), 
ep = re (+ iyı)? Pit 9): 


Die verkürzte Gruppe &.(&, Yı)Pı + Br (&ı, Yı)Q1 enthält somit die Trans- 
formationen: 


Pı— 9, Arı + Yıt i(YyıPı — %9ı) , 
(2° Hr Yı?)Pı + 22, yı9ı + i [220 yıpı — (2 — Yı2) gı}; 


und als reelle Gruppe auch die konjugiertimaginären Transformationen; 
kurz die verkürzte Gruppe hat in den Veränderlichen x,, yı die Form: 


Pı, 9, LPı + Yıdı, YıPı U 
(2? — y)p + 2 yı9q, 2tıyıpı — (a? — Y12)q- 


” Pe wi a en E 2 
a ad Se ze Lara = DEZ up ltnnn zö u ornpenn En Lu u Bü da m BE nun ma al sn nr il 
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50. Um jetzt die allgemeinste Gruppe Y,.f zu finden, brauchen wir 
nur sechs Größen f, derart zu bestimmen, daß die infinitesimalen Trans- 
formationen: 


+hr at a rtyaetht, yp— x9+ far, 
(2— y)p+2aygq+fsar, 22yp + — ad)ga+fer 


eine Gruppe erzeugen. 


Die Größen f, und fs können wie gewöhnlich ohne Beschränkung [408 
gleich Null gesetzt werden. Nun ist: 


| of, 
(p, ap + ya + hr) =p + Ser, 


xc 


(q, ep +ya+hn)= gt ger; 


also ist fs eine Funktion von z allein, die wir ohne Beschränkung gleich 
kz setzen können: 


Yf=aıp+Yyqg+ ker. 


Eine ganz ähnliche Rechnung zeigt, daß auch f,; nur von 2 abhängt. 


Wir kombinieren die beiden Transformationen: 
yp— xq + Zle)r, zp +yq + ker, 
und finden so die Transformation: 
k(Z—- Zr, 


welche identisch verschwinden muß. 


Es ist andererseits: 


(p, — y)p+ 2xyg + = 2xp + 2yqg + vn 


(a, @®— yyp + 2xyg + far) = — 2(yp — 9) > rg 


und also: 
a: afy: 
er; 2kz, dy = —2Z, 
woraus: 
fs = 2kxz — 2yZ + Z.. 
Ferner ist: 


(ep -+ygq+ker, ®— P®p+2ayg+fir)= 
= (@ M)p + 2ayg + (eg: + ySE + kege —kfs)r, 


460 VII. Über die Grundlagen der Geometrie. II. Abh. Leipz. Ber. 1890 


woraus: [409 


bay HNO 





also: 
©.2ke — 2yZ + ke(2ka — 2yZ’+ Zi) — 
—(k+1){2kr2 —2y2+Z)=0, 
und schließlich: 
2k@Z'— Z)=0, 


k2Z — (k _- 1)Z, — 0. 
Wir bilden ferner die Gleichungen: 
Ofs 
(p, 2zyp + W— dqg + fer) = 2(yp — x) + eh, 


ofs 
(q, 2ayp + — dqg-+ fer) = 2(ep + yq) + ser, 
welche: 


= 22, St =2hr 


und: 
fe= 22 Z + 2key+ Ze 
geben. Nun ist: 


(ep + yq + ker, 22yp+ P—@g+fer) = 





= 22yp+ (P— R)q + (23 2E + yge + he —kfı)r; 
also folgt: 
„oh + yze + he k+1)fe=0, 
und: 


x.2Z+y.2kz +ke(2xZ’+2ky+ Z) — 
—(k+1)122Z + 2kzy+ Z)=0 
woraus: 
k&Z3 — (k+D)Z=0. 

Endlich bilden wir die Gleichung: [410 

(yp—xqa+Zr, @— y)p + 2zyg + fir) = 
0 5 0 IR: 0 5 ı 
= 2ayp + a + (ve — a A urn L — Z’f)r. 


Durch Einsetzung des Wertes von f; erhalten wir hier die infinitesimale 
Transformation: 


22yp + yP— 2)q + (2kyz+ 222 + ZZ —- ZZVr, 
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welche zeigt, daß: 
ZZ — ZZ re Zs 


ist. Ebenso wird: ZZ’ — ZZ = — Z.. 


51. Ist nun k= 0, so wird Z,= Z,= 0, und die Gruppe hat, da Z 
gleich 1 gesetzt werden kann, die Form: 


94,P, xp + yg; yp— xı-+r, 
(2? — yP)p + 22yq — 2yr, 
2zyp + YP— a?)q + 2ar. 


Der Koordinatenanfang ist ein Punkt von allgemeiner Lage. Die zu- 
gehörige Determinante verschwindet, während ihre zweireihigen Unter- 
determinanten nicht alle gleich Null sind. Diese Gruppe ist nur ein 
spezieller Fall der Gruppe, die wir nachher finden. 


Ist dagegen k von Null verschieden, so ist Z = mz und: 


k+1 k+1 


hJz=aus* p) VAR . 
Dabei sind die auftretenden Konstanten durch die Gleichungen: 


ma, — ka,=0, ma, + ka, 0 
verknüpft. 
Wären nun a, und a, nicht beide Null, so käme die Gleichung: 


m”+R—=0, 


die sich nicht in reeller Weise befriedigen läßt. 


Unsere infinitesimalen Transformationen haben daher, wenn noch 2 
passend gewählt wird, die Form: 





9,92, 2p+yq+kr,yp—xqa+mr, [411 
(22 — y®)p +2x2yqg+ (2kx — 2my)r, 
2zyp + (Y — a@)q+ (2ky+2me)r. 











Der Koordinatenanfang ist ein Punkt von allgemeiner Lage. Dieser 
Punkt bleibt in Ruhe bei den infinitesimalen Transformationen: 
m(zp + yg) —k(yp — x), 
(@*— y’)p +2xyg + (2kx — 2my)r, 
2zyp+ (y — a)q + (2ky+2ma)r. 
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Die zugehörige Determinante: 


mx — ky my-+ kx 0 
x — y° 22y 2kx — 2my 
22y y? — 2 2ky+ 2mx 


verschwindet identisch, während die zweireihigen Unterdeterminanten 
nicht alle gleich Null sind. 

Man beachte, daß die Annahme k= 0, m =1 wieder die früher ge- 
fundene Gruppe liefert. Die Konstanten % und m dürfen nicht beide ver- 
schwinden, weil sonst die Gruppe nicht transitiv wäre: die eine von ihnen 
kann daher immer ohne Beschränkung gleich 1 gesetzt werden. 

Es ist von vornherein klar, daß die gefundene Gruppe systatisch sein 
muß, und in der Tat übersieht man ohne weiteres, daß ihre Transforma- 
tionen sämtlich mit r vertauschbar sind. 


52. Wir suchen jetzt alle reellen Gruppen, welche durch eine imaginäre 
Transformation mit der Gruppe: 
G»p,eg+tr,aög+2ar, 
zp+yq+Ar, @p+2zxyqg+(2Ax+2y)r 
ähnlich sind. 


Bei dieser Gruppe bleibt die Flächenschar x = Const. invariant. Zur 
Bestimmung der allgemeinsten invarianten Flächenschar p(z, y, 2) = a 
bilden wir die Gleichungen: 


op 412 
oy Rn 2,(P), | 
Op 0p 
dt alp)ı 
Op Op 
tr, up), 


aus denen: 
— 2, +22 — 9, = 0 
hervorgeht; wäre nun p keine Funktion von x, so käme: 
VER =-—=0, 
und demzufolge: 


0 op _ 
Erler. 


sodaß p doch nur von x abhinge. Es ist somit & — Const. die einzige 
invariante Flächenschar. 
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Bei einer ähnlichen reellen Gruppe: 


Yf=- m tmht ri 


tritt ebenfalls eine einzige, offenbar reelle, Flächenschar auf; nehmen wir, 
wie wir können, an, daß diese durch x, = Const. dargestellt wird, s 
besteht eine Gleichung x, =W («). 

Es gibt eine und nur eine infinitesimale Transformation, nämlich r, 
welche mit allen Transformationen der vorgelegten Gruppe vertauschbar 
ist. Dementsprechend gibt es eine und nur eine, offenbar reelle, infinitesi- 
male Transformation, welche mit allen Y,f vertauschbar ist. Wir können 
annehmen, daß diese infinitesimale Transformation auf die Form r, ge- 
bracht ist, sodaß eine Gleichung: 


. 


r= Const. 1 = Un, 
besteht. 


Hieraus geht nun hervor, daß der Zusammenhang zwischen den bei- 
den Gruppen durch Gleichungen von der Form: 


a1=We), = Play), 1=(02+ Bla, y) 
vermittelt wird. 


53. Ist: [413 
& (A) Pı + Mk, A) + rı 


die Form der Transformationen Y,.f, so ist klar, einerseits, daß die ver- 
kürzte Transformation: 


I We), y= Pie, Y) 
die Gruppe &.(2,)Pı + Nr (&ı, Yı)gı auf die Form: 
929, #g,P,2p+yg, #p+2zyg 
bringt, andererseits, daß die Transformation x, = W (x) die Gruppe 
&.(&)pı auf die Form p, xp, x? p bringt. 
Hieraus folgt nun, daß es möglich ist, eine solche reelle Funktion 


%, von x, einzuführen, daß die Gruppe &.(z,)p, die Form: ps, &3Ps, °P; 
annimmt. 


Die verkürzte Gruppe &.(2,)Pı + Nx(&ı,Yı)Qı erhält hierdurch die 
Form: 


9,91, @29ı, ©5301; 
Pt Mm9, APı + Nefı, Lipı + Nsı- 


Dabei leuchtet ein, daß das Verhältnis je zweier Größen ®, nur von x, 
abhängt. 
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Wir können uns nun durch reelle Substitution die Veränderliche yı 
derart gewählt denken, daß die drei ©, nur von x, abhängen. Alsdann 
werden die n, linear in y,, und es ist überdies möglich, 7, gleich Null zu 


setzen, während n, die Form: 

N. = @yı + &(Aı) (6, = Const.) 
annimmt. Dabei ergibt es sich durch eine von mir Öfter angewandte 
Methode, daß die Gruppe ®, (21), die Form: 

91, Lıdı, Ci Qi 
besitzt. Schließlich geht in bekannter Weise hervor, daß die verkürzte 
Gruppe &,(&)Pı + 9.91 durch reelle Variabelnänderung die alte Form: 
4,29, 99,9, 2p+yg, @p + 2xyq 


annehmen kann. 

Nunmehr erkennen wir, indem wir wie früher verfahren, daß es [414 
möglich ist, eine solche reelle Funktion von &%,, Yı, 2, als neues 2, einzu- 
führen, daß auch unsere Gruppe in x, y, 2 die alte Form: 


1, Pı, ıı t Yu, + Zr, 
m + Yyıfıt Ar, m + 2myı ht PA + 2yı)rı 
annimmt. Auf die Frage, ob immer A, = A wird, brauchen wir nicht 
einzugehen. 


54. Wir fragen jetzt nach reellen Gruppen des Raumes, welche mit 
der Gruppe: 


ng,p+tyr ag+tzar, 2p—yg, yp+ 3YPr 
durch imaginäre Transformation ähnlich sind. 
Es gibt eine und nur eine infinitesimale Transformation, nämlich r, 


welche mit allen Transformationen der vorgelegten Gruppe vertausch- 


bar ist. 
Zu jeder ähnlichen reellen a 


gehört daher ebenfalls eine und nur eine mit allen Y,f vertauschbare in- 
finitesimale Transformation. Da diese reell ist, können wir annehmen, daß 
sie die Form r, besitzt. Hieraus folgt, daß die Transformation, welche die 
Ähnlichkeit vermittelt, .die Form: 


4 = X, Y), i y Bosse Y(r, Y), ER 6 r D(x, Y), 
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und daß die Gruppe Y,.f die Form: 


& (21, M)Pı + Near, Yı)dı + Srrı 
besitzt. Dabei bringt die verkürzte Transformation: 


n=X, ı=L 
die verkürzte Gruppe: 


; 8. (21, Yı)Pı + Nr (21, Yı)Qı 
auf die Form: [415 
9; P, %q, 2P— 44, YP. 


Ich habe nun gefunden, daß jede reelle Gruppe, welche überhaupt 
mit der Gruppe 9, ?, 29, 2p— yq, yp ähnlich ist, mit ihr durch eine 
reelle Transformation ähnlich ist. Es folgt dies ohne große Schwierig- 
keit aus der Bemerkung, daß y"=0 die einzige bei der vorgelegten 
Gruppe invariante Differentialgleichung zweiter Ordnung darstellt. 


In diesen Berichten habe ich ein Resume meiner Reduktion aller 
reellen Gruppen einer Ebene auf kanonische Formen gegeben. Mein 
Schüler Herr Sulzberger, dem ich meine Resultate mitteilte, hat neuer- 
dings in seiner Dissertation eine im allgemeinen befriedigende Ableitung 
derselben entwickelt. 

Die Gruppe Y,f kann daher durch reelle Substitution die Form 
annehmen: 


r,Atfhr ıthr, At fer 
21m —Yıdtfarı, YPpı + fr: 
Hieraus ergibt sich unmittelbar, daß jede reelle Gruppe des Rau- 
mes, welche mit der Gruppe: 
n,g,p+tyr, ag +3@r, 2p—yg, yp+ syPr 
ähnlich ist, mit ihr durch reelle Substitution ähnlich ist. 
Durch ganz analoge Betrachtungen erkennt man, daß jede mit 
der Gruppe: 
‚P,g9, r,2gq+yr, 22p+yq+ Car, 
ep+ayı+gP+z3l)r 


ähnliche reelle Gruppe mitihr durch reelle Transformation 
ähnlich ist. 


55. Hiermit sind alle reellen Gruppen des Raumes bestimmt, welche 


im weiteren oder engeren Sinne des Wortes freie Beweglichkeit besitzen. 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. II, 1 30 
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Während die Gruppe der euklidischen Bewegungen 
und die Gruppe der nichteuklidischen Bewegungen des 
Raumes die einzigen sind, welche im engeren Sinne des 
Wortes freie Beweglichkeit besitzen, gibt es fünf reelle 
Gruppen, welche im weiteren Sinne des Wortes freie Be- 
weglichkeit besitzen. Das sind die folgenden: 





[416 





9,9,29-+r, ya+kr, @p+2zr, Yaqa+ 2kyr 











g,P,2p+yqa+hkr, yp—xq+tmr, 
(2 —yP)p+22yg+ 2kx — 2my)r, 
2zyp+W— A)ga+(2ky+2ma)r 














2,9,29+r, @qg+2ar, zp-+yg+Ar, 
22p+2zxygq+(2Axr+2y)r 














r,9+ryr, 29 tzer, 2» VI; wWrier 














DB, 5 MO Ur, 228 EU ECM, 
EP rayg Vz erar 











56. Es ist mir nicht gelungen, die Untersuchungen dieser Abhand- 
lung auf » Dimensionen zu übertragen. Ich glaube jedoch, daß diese Über- 
tragung keine größere Schwierigkeit machen wird, wohlbemerkt, wenn 
man sich auf Gruppen beschränkt, bei denen im engeren Sinne des 
Wortes freie Beweglichkeit stattfindet. 


Es muß möglich sein, für einen »-fach ausgedehnten Raum nachzu- 
weisen, daß, wenn im engeren Sinne des Wortes (also ausnahmelos inner- 
halb eines Bereiches) freie Beweglichkeit stattfindet, daß dann auch im 
Infinitesimalen freie Beweglichkeit in dem Sinne meiner vorigen Abhand- 
lung stattfindet. Daraus würde sich dann die Erledigung der gestellten 
Frage ohne weiteres ergeben. 


Dagegen dürfte die Frage nach allen Gruppen des n-fachen Raumes, 
bei denen freie Beweglichkeit im weiteren Sinne des Wortes stattfindet, 
ziemlich schwierig zu erledigen sein. Diese Frage deckt sich mit der Frage 
nach allen Gruppen, bei denen g Punkte nur solche Invarianten haben, 
die sich aus den Invarianten [je] zweier Punkte ableiten lassen. 
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Ich bin im übrigen, ich wiederhole das, der Ansicht, daß die freie 
Beweglichkeit im Infinitesimalen die Gruppe der Bewegungen 
in der einfachsten Weise charakterisiert. 


$ 7. Schlußbemerkungen. | [417 


54. Wir haben im vorangehenden darauf Gewicht gelegt, alle 
Gruppen des Raumes x, y, 2 zu bestimmen, bei denen q Punkte nur solche 
Invarianten besitzen, die sich aus Invarianten [je| zweier Punkte zusammen- 
setzen lassen. Auf der anderen Seite wünschten wir möglichst wenig 
Sätze aus meiner allgemeinen Theorie der Transformationsgruppen als 
bekannt vorauszusetzen. Die natürliche Folge war, daß die vorangehende 
Untersuchung ziemlich weitläufig wurde. 


Begnügen wir uns mit dem Hauptresultate, daß nur bei der Gruppe 
der Bewegungen freie Beweglichkeit ausnahmelos innerhalb eines Be- 
reiches stattfindet, und benutzen wir überdies meine früheren Unter- 
suchungen in größerer Ausdehnung, so können wir schneller zum Ziele 
kommen. 

Wir wissen, daß, wenn eine von der (Gruppe aller Bewegungen ver- 
schiedene Gruppe die verlangten Eigenschaften besitzt, daß dann mit 
jedem Punkte mindestens eine invariante Richtung verknüpft ist. Ist nun 
jedem reellen Punkte eine reelle Richtung zugeordnet, so existiert eine 
invariante Schar von oo? reellen Kurven v=a,v=b. Wird dann ein 
Punkt festgehalten, so kann jeder Punkt der hindurehgehenden Kurve 
aus dieser Schar jedenfalls nur oo! Lagen annehmen. In diesem Falle wäre 
es also unmöglich, einen Bereich des Raumes derart abzugrenzen, daß 
innerhalb desselben ausnahmelos freie Beweglichkeit stattfindet. 


Wir können daher annehmen, daß mit jedem reellen Punkte eine 
imaginäre Richtung invariant verknüpft ist; dann bleibt auch die konju- 
giertimaginäre Richtung und gleichzeitig das durch beide gehende 
reelle Flächenelement in Ruhe; kurz, unsere Gruppe läßt eine reelle 
Gleichung von der Form: 


Adx + Bay+l(dz=0 
invariant. 

58. Ist die soeben geschriebene Gleichung nicht integrabel, so läßt 
sich unsere Gruppe als eine Gruppe von Berührungstransformationen 
einer Ebene deuten, und zwar bleiben bei der betreffenden Gruppe von 
Berührungstransformationen zwei Differentialgleichungen zweiter Ordnung 


invariant. Oder noch einfacher, man kann unsere Gruppe des Raumes [418 
30* 
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als eine sechsgliedrige erweiterte Gruppe von Punkttransformationen 
einer Ebene auffassen, bei welcher eine Differentialgleichung zweiter 
Ordnung invariant bleibt. 

Nun aber gibt es nach meinen Untersuchungen über Differential- 
invarianten nur eine sechsgliedrige Gruppe von Punkttransformationen 
der x, y-Ebene, nämlich die Gruppe: 


P, 4, %P, %9, YP, Yq 


(und die mit ihr dualistische Gruppe), welche eine Differentialgleichung 
zweiter Ordnung invariant läßt. Die zugehörige erweiterte Gruppe hat, 
wenn: 


gesetzt wird, die Gestalt: 
P,g,2gq+r, ap —yaqa—2er, yp—er, zp+yg- 


Zu dieser Gruppe gelangten wir auf S. 382 [hier S. 437]; bei ihr 
findet aber nicht einmal im weiteren Sinne des Wortes freie Beweglich- 
keit statt. 


59. Die reelle invariante Gleichung: 
Adz+Bdy+Cdz=0 


ist somit sicher integrabel. Ist @(z, y, z) eine reelle Integralfunktion der- 
selben, so kann p als neues x eingeführt werden. Wird jetzt irgend ein 
reeller Punkt P fest gehalten, so bleibt die hindurchgehende Ebene: = C’ in 
Ruhe; diese Ebene wäre also eine der Pseudokugeln mit dem Mittelpunkte 2 
Nun aber liegt der Punkt P auf der betreffenden Kugel, er müßte also in 
jeden andern Punkt der Pseudokugel übergehen können, was nicht der 
Fall ist. 


VI. 


Bemerkungen zu neueren Untersuchungen [106 
über die Grundlagen der Geometrie. 


Leipz. Ber. 1892, Heft I, abgeliefert 27. 4.1892, S. 106— 114. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 1.2.1892. 


l. In meiner zweiten Abhandlung über die Grundlagen der Geometrie 
(diese Berichte 1890, 8. 355 ff. [hier Abh. VII]) habe ich gezeigt, daß im 
gewöhnlichen dreifach ausgedehnten Raume das sogenannte Monodromie- 
axiom des Herrn v. Helmholtz eine Folge von dessen drei ersten Axio- 
men ist, sobald man die Definition der freien Beweglichkeit, die Herr 
v. Helmholtz aufgestellt hat, in ihrem engsten Sinne faßt.t) 

Herr Veronese gibt nun in seinem neuerdings erschienenen Werke: 
Fondamenti di Geometria die wichtigsten Ergebnisse, zu denen ich 
bei meinen Untersuchungen über die Grundlagen der Geometrie ge- [107 
langt bin, ganz richtig wieder, insbesondere auch das soeben mitgeteilte 
Ergebnis über das Monodromieaxiom. Er fügt aber hinzu, bereits Herr 
de Tilly habe in seinem Essai sur les principes fondamen- 
taux de la g&ometrie eine ähnliche Behauptung aufgestellt, überdies 
habe Herr Klein später einen einfacheren Beweis für die Richtigkeit 
dieser Behauptung geliefert. 





1) Ich hebe hier ausdrücklich hervor, daß die Definition der freien Beweg- 
lichkeit nach dem Wortlaute der Helmholtzschen Auseinandersetzungen in ihrem 
engsten Sinne verstanden werden muß. Herr v. Helmholtz verlangt näm- 
lich erstens, daß zwei beliebige Punkte durch eine bei jeder Bewegung in- 
variante Gleichung verknüpft seien, und zweitens, daß die Beweglichkeit eines jeden 
Punktes nur durch die Gleichungen beschränkt sei, die ihn mit den andern Punkten 
verknüpfen (s. Gött. Nachr. 1868, 8. 198—200). Es ist daher sicher, daß Herrn 
v. Helmholtzs Monodromieaxiom eine Folge seiner andern Axiome ist, wenn 
man diese nach ihrem Wortlaute nimmt. 

Es ist aber denkbar, daß seine Formulierung seine Meinung nicht ganz korrekt 
darstellt. An einer andern Stelle werde ich zeigen, daß nicht allein das Monodromie- 
axiom, sondern zugleich ein Teil des Axioms der freien Beweglichkeit überflüssig 
ist; es genügt anzunehmen, daß sich, nach dem Festhalten eines Punktes, Jeder 
andere Punkt frei auf einer Fläche bewegt, welche den festen Punkt nicht enthält. 


® 
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Ich werde zeigen, daß diese Darstellung des Herrn Veronese 
durchaus unrichtig ist. 

Herr de Tilly hat gar nicht versucht, zu beweisen, daß das Mono- 
dromieaxiom eine Folge von Herrn v. Helmholtzs drei ersten Axiomen 
ist, er hat etwas Derartiges nicht einmal behauptet; dagegen hat er ge- 
zeigt, oder wenigstens zu zeigen versucht, daß das Monodromie- 
axiom überflüssig wird, wenn man jene drei ersten Axiome 
durch andere Axiome ersetzt. 


Herr Klein seinerseits hat allerdings geglaubt, meinen Beweis durch 
einen ungleich einfacheren ersetzen zu können; aber sein Beweis beweist 
zu viel und ist infolgedessen nicht stichhaltig. 

Ich werde im folgenden die eben aufgestellten Behauptungen näher 
begründen; außerdem werde ich noch mit ein paar Worten auf eine Stelle 
in Herrn Lindemanns „Vorlesungen über die Geometrie des Raumes“ 
eingehen. Herr Lindemann erwähnt nämlich dort meine ältere Note: 
Bemerkungen zu v. Helmholtzs Arbeit, und so weiter (diese Berichte 
1886, 8. 337 ff. [hier Abh. V]), er hat aber nicht bloß diese meine Note, 


sondern auch die Helmholtzsche Arbeit mißverstanden. 


2. Zunächst will ich zeigen, daß bei Herrn de Tilly die Helm- 
holtzschen Axiome durch andere ersetzt sind. 


Herr v. Helmholtz bestimmt ohne weiteres den Punkt des Raumes 
von n Dimensionen durch » Koordinaten x,,..., £%„; sodann definiert er 
die Linie als den Ort aller Punkte, die a —1 unabhängige Gleichungen 
zwischen &1,...,%„ erfüllen, die Fläche als den Ort aller Punkte, die 
n— 2 unabhängige Gleichungen befriedigen, und so weiter. Die Be- 
wegungen des Raumes faßt er auf als eine Schar von Transformationen 
der Punkte des Raumes, er denkt sie sich also bestimmt durch Glei- [108 
chungen von der Form: 


= fıla, ..., In} Ay... a.) (i=1,...,n), 


die gewisse Parämeter a,,...,a, enthalten. Den Begriff der Entfernung 
führt er ein, indem er verlangt, daß zwischen je zwei Punkten x, ..., 2 
und %,...,%, eine von der Lage der Punkte unabhängige Gleichung: 


Hi... Zu Mir ca ed 


bestehe, die bei allen Bewegungen invariant bleibt. Der Zahl » erteilt 
Herr v. Helmholtz später den bestimmten Wert: n = 3, und zwar ist 
diese Annahme bei ihm ein Axiom. 
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Ganz anders Herr de Tilly. Er definiert die Fläche als Grenze eines 
Raumteils, die Kurve als Grenze eines Flächenteils, den Punkt als Grenze 
eines Kurventeils. Er führt den Begriff „geschlossene Fläche“ ein und 
sucht mit dessen Hilfe zu beweisen, daß der Punkt durch drei Koordinaten 
bestimmt ist. Er versucht also zu beweisen, was Herr v.Helmholtz als 
Axiom festsetzt. 

3. Unter der Entfernung zweier Punkte versteht Herr de Tilly zu- 
nächst nur eine Größe, die durch die beiden Punkte bestimmt ist. Um den 
Begriff genauer festzustellen, denkt er sich zwei Punkte A und 5 durch 
eine Kurve verbunden und läßt sodann einen Punkt P diese Kurve von B 
aus in der Richtung nach A durchlaufen; er verlangt, daß sich dabei 
die Entfernung AP stetig ändere, immer positiv bleibe und 
gegen Null konvergiere. 

Herr v. Helmholtz macht keine derartige Voraussetzung, daß die 
Entfernung zweier Punkte immer positiv bleibe und sich stetig mit den 
Koordinaten der beiden Punkte ändere. Diese Voraussetzung ist auch 
keineswegs in allen Fällen erfüllt. Zum Beispiel hat bei der Gruppe: 


p, q, ap tr, yatkr, Ap+2ar, yq+ 2kyr 
die Entfernung der beiden Punkte z,, %ı, 2, und x, Ya, 2, den Wert: 
12, +2) I — a) k.iy— Yı), 


und dieser Ausdruck wird stets unendlich, sobald die Verbindungs- [109 
linie der Punkte mit der z-Achse parallel ist, 


4. Herrv.Helmholtz setzt freie Beweglichkeit voraus, Herr de Tilly 
dagegen gar nicht!); er setzt nur Folgendes voraus: Hat man gewisse 
Punkte A, B, C, D,... und außerdem noch einen Punkt D’, der so be- 
schaffen ist, daß die Gleichung: Ä 


ABbB=AB 


besteht, so gibt es stets auch gewisse Punkte ©’, D’, ..., die den Glei- 
chungen: 


AC=AC", AD=4AD', 
BU= BO’, :BD=BD', 
COD= (Ü’D' und so weiter 





1) Allerdings könnte man aus den Anmerkungen, die Herr de Tilly unterm 
Texte macht, den Eindruck gewinnen, als ob auch er die freie Beweglichkeit als 
Axiom festsetzte; aus meinen folgenden Mitteilungen über seine Arbeit geht jedoch 
hervor, daß es sich anders verhält. 
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genügen. Von dieser Annahme aus versucht er das Vorhandensein der 
freien Beweglichkeit zu beweisen. | 


Herr de Tilly beweist, daß Kugeln mit verschiedenen Mittelpunkten 
verschieden sein müssen; aus dem Prinzipe der freien Beweglichkeit folgt 
das jedoch nicht, wie die vorhin angeführte Gruppe zeigt, bei der freie 
Beweglichkeit stattfindet. 


Daß sich ein starrer Körper um zwei feste Punkte drehen kann, setzt 
Herr v. Helmholtz in seinem Axiome der freien Beweglichkeit ohne 
Beweis voraus. Herr de Tilly will es beweisen, was ihm allerdings nicht 
gelingt. 


5. Augenscheinlich sind die Ausgangspunkte beider so verschieden, 
wie nur möglich. Es kann daher nicht überraschen, wenn Herr de Tilly 
beweist, daß bei der Drehung um zwei feste Punkte alle andern Punkte 
geschlossene Bahnkurven durchlaufen, während Herr v. Helmholtz dies 
als Axiom festsetzt; das eben ist ja sein Monodromieaxiom. 


Alles in allem hat Herr de Tilly ganz sicher nicht bewiesen, dab 
das Monodromieaxiom eine Folge der drei ersten Helmholtzschen 
Axiome ist. Tatsache ist nur, daß Herr de Tilly, dessen Voraus- [110 
setzungen von den Helmholtzschen grundverschieden sind, von seinen 
Voraussetzungen ausgehend die Helmholtzschen Axiome und insbe- 
sondere auch das Monodromieaxiom zu beweisen versucht. Hieran kann 
auch der Umstand nichts ändern, daß Herr de Tilly behauptet, er befinde 
sich in den meisten Punkten mit Herrn v. Helmholtz in Übereinstim- 
mung, aber in zwei Punkten weiche er von ihm ab.!) 


Welche Axiome Herr de Tilly eigentlich zu Grunde legen will, ist 
aus seiner Arbeit schwer zu ersehen. Sicher ist nur, daß er von dem Prin- 
zipe der freien Beweglichkeit bloß den ersten Teil voraussetzt, nämlich 
die Möglichkeit der Drehung um einen festen Punkt, während er dem 
Begriffe Entfernung Eigenschaften beilegt, welche Herr 
v. Helmholtz nicht voraussetzt. 


6. Wenden wir uns jetzt zu Herrn F. Kleins Betrachtungen (s. Math. 
Ann. Bd. 37, 8. 564£.). 


Herr Klein beginnt mit der Behauptung, das Monodromieaxiom 
stelle zunächst die Forderung, „daß volle Umdrehung um eine Achse 
möglich sei“, es werde dadurch zum Beispiel der Raum mit indefinitem 





1) Herr de Tilly sagt nicht, daß er nur in diesen beiden Punkten von Herrn 
v. Helmholtz abweiche; das würde auch den Tatsachen nicht entsprechen. 
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Bogenelemente ausgeschlossen. Dieser Teil des Axioms scheint Herrn Klein 
berechtigt. 


Hiergegen muß man einwenden, daß auf dem Helmholtzschen 
Standpunkte der Begriff „volle Umdrehung um eine Achse“ zunächst keinen 
bestimmten Sinn hat; einen wirklichen Sinn bekommt dieser Begriff erst 
dann, wenn man verlangt, daß jeder Punkt bei der Umdrehung um zwei 
feste Punkte eine geschlossene Kurve beschreibt, wenn man also das 
Helmholtzsche Monodromieaxiom in seinem vollen Umfange benutzt. 
Vielleicht versteht aber Herr Klein die Möglichkeit der vollen Umdrehung 
um eine Achse so: jedes Flächenelement kann sich um jedes in ihm ent- 
haltene Linienelement drehen und kann durch Drehung ohne Umkehr in 
seine ursprüngliche Lage zurückkommen. In diesem Falle muß man Herrn 
Klein entgegenhalten, daß eine derartige Forderung im Monodromie- 
axiome keineswegs steckt; es könnte ja der Fall eintreten, daß die [111 
infinitesimale Transformation, die zwei unendlich benachbarte Punkte in 
Ruhe läßt, von zweiter Ordnung wäre. Alsdann blieben alle Flächen- 
elemente, welche die beiden festgehaltenen Punkte enthielten, in Ruhe. 
Ich habe an einem Beispiele gezeigt, daß dieser Fall wirklich eintreten 
kann, wenn man das Prinzip der freien Beweglichkeit in seinem weitern 
Sinne versteht. 


%. Als zweiten Teil des Monodromieaxioms bezeichnet Herr Klein 
die Forderung, daß bei der Drehung um eine Achse alle Punkte ge- 
schlossene Bahnkurven beschreiben sollen. Diesen Teil des Axioms erklärt 
er für überflüssig, weil er beweisen zu können glaubt, daß überhaupt bei 
jeder Gruppe von oo! Drehungen um eine Achse alle Punkte notwendig 
geschlossene Bahnkurven beschreiben. 


Wären die Überlegungen, deren er sich hierbei bedient, richtig, so 
müßte zum Beispiel die eingliedrige Gruppe, die von der infinitesimalen 
Transformation: 

dx dy Ba. AR 


ytea —atey ma 





erzeugt wird, geschlossene Bahnkurven haben, was augenscheinlich nicht 
der Fall ist. Herr Klein beweist also zuviel. 


Ich kann unter diesen Umständen keineswegs zugeben, daß Herr 
Klein mein Ergebnis auf einfachere Weise abgeleitet habe. Es ist über- 
haupt sicher, daß man ganz anders tiefgehende Untersuchungen als die 
Herren v. Helmholtz und Klein angestellt haben, unternehmen muß, 
um diese Theorie zum Abschluß zu bringen. 
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8. Wenn übrigens Herr Klein die Ansicht ausspricht, ein Teil des 
Monodromieaxioms müsse aufrecht erhalten werden, um den Raum mit 
indefinitem Bogenelemente auszuschließen, so kann ich auch hierin ihm 
nicht beipfliehten; die betreffenden Raumformen erfüllen nämlich das 
Prinzip der freien Beweglichkeit nicht. In einem Raume mit indefinitem 
Bogenelemente gehört ja zu jedem festgehaltenen Punkte O eine Kugel 
(eine reelle Kegelfläche), die durch ihren Mittelpunkt O (die Kegelspitze) 
hindurchgeht; ein von O verschiedener Punkt P dieser Kugel kann aber 
bei der Drehung um OÖ nicht, wie es das Prinzip der freien Beweglichkeit 
verlangt, in alle andern Punkte der Kugel übergehen, denn er kann nicht 
nach O übergeführt werden. Ich muß daher auch fernerhin daran fest- [112 
halten, daß das Monodromieaxiom aus den drei ersten Helmholtzschen 
Axiomen folgt, wohl bemerkt, wenn man dieseihrem Wortlaute 


nach versteht. 


9. Endlich komme ich zu den Bemerkungen, die Herr Lindemann 
meiner ersten Note über den in Rede stehenden Gegenstand gewidmet hat. 


Wenn Herr Lindemann ausführt, daß sich Herr v. Helmholtz 
ebenso wie Herr Lindemann selbst, auf projektive Gruppen beschränke, 
so tut er Herrn v. Helmholtz Unrecht. Es mag sein, daß dieser in 
seinen populären Vorträgen die gerade Linie als die kürzeste Linie zwischen 
zwei Punkten bezeichnet hat — in seiner Abhandlung über die Tatsachen, 
die der Geometrie zu Grunde liegen, gebraucht er jedenfalls keinen Aus- 
druck dieser Art; er denkt darin überhaupt gar nicht daran, zu verlangen, 
daß bei den Bewegungen gerade Linien in gerade Linien übergehen sollen. 


Ferner irrt sich Herr Lindemann, wenn er behauptet, unter diesen 
Umständen werde mein Bedenken hinfällig, daß es nicht ohne weiteres 
erlaubt sei, die unendlich kleinen Bewegungen durch lineare Gleichungen 
darzustellen; denn selbst, wenn die Helmholtzsche Arbeit bloß pro- 
jektive Transformationen in Betracht zöge, wäre es doch nicht von vorn- 
herein erlaubt, anzunehmen, daß unter den infinitesimalen Transformationen, 
die den Punkt: = %, Y= %, 2= 2, invariant lassen, keine aufträte, 
die bloß Glieder von zweiter Ordnung in & — 2, 4 — Yo, 2 — 2, enthielte. 
Eine andere Sache ist es, daß infolge der von Herrn v. Helmholtz be- 
gangenen Fehler, seine Resultate faktisch nur für lineare (also nicht 
einmal für projektive) Gruppen erwiesen sind. 

Mißverstanden hat mich Herr Lindemann endlich, wenn er mir 
die Äußerung zuschreibt, ich hätte es für wahrscheinlich erklärt, daß sich 
die Forderung, der Kreis solle eine geschlossene Kurve sein, aus den 
übrigen Helmholtzschen Axiomen als Folgerung ergäbe, und wenn er 
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hinzufügt, daß meine Vermutung für die parabolische (Geometrie unzu- 


treffend sei. 

Beschränkt man sich auf die Ebene, so unterliegt es keinem Zweifel, 
daß man die Forderung: der Kreis soll eine geschlossene Kurve sein, als 
Axiom aufstellen muß. Faßt man dagegen die Ebene als einen Teil [113 
des dreifach ausgedehnten Raumes auf, so liegt die Sache anders: das 
Monodromieaxiom ist in diesem Falle überflüssig, sobald man das Helm- 
holtzsche Prinzip der freien Beweglichkeit nach seinem Wortlaute deutet. 


10. Um nicht mißverstanden zu werden, füge ich noch das Folgende 
hinzu: 

Meine Untersuchungen über die Grundlagen der (Geometrie sind viel- 
fach mißverstanden worden. Um solchen Mißverständnissen in der Zukunft 
zu entgehen und einmal die noch schwebenden Fragen zur Entscheidung 
zu bringen, habe ich in dieser Note versucht, mich möglichst präzis aus- 
zudrücken. 

Wenn ich bei berühmten Verfassern wesentliche Irrtümer gefunden 
habe, so habe ich dies ganz offen gesagt. Dies darf nicht mißverstanden 
werden. 

Wenn ich zum Beispiel jetzt offen sage, daß Herr v. Helmholtz 
in seiner viel besprochenen Note die Aufgabe, die er sich gestellt hat, 
nicht erledigt hat, da seine Entwickelungen keineswegs zeigen, daß seine 
Axiome hinreichen, während auf der anderen Seite sein Monodromieaxiom 
und sogar ein Teil seines Prinzips der freien Beweglichkeit eine Folge 
seiner anderen Axiomeist, so hegeich doch fortwährend große Bewunderung 
für eben diese seine Arbeit, ja ich betrachte sie gewissermaßen als bahn- 
brechend. 


Auf der anderen Seite muß ich gestehen, daß Herrn de Tillys un- 
zweifelhaft sehr wertvolle Untersuchungen mir nicht ganz präzis er- 
scheinen, weil sie mit komplizierten Begriffen operieren, deren Sinn mir 
zuweilen unklar ist. 


Bei einer neuen Redaktion meiner Untersuchungen über die Grund- 
lagen der Geometrie werde ich den Nachweis, daß bei den von mir be- 
trachteten Beispielen freie Beweglichkeit im weiteren Sinne stattfindet, 
wirklich durchführen. 


11. Bei dieser Gelegenheit will ich noch einige Bemerkungen über 
Herrn Schurs Untersuchungen über Transformationsgruppen hinzufügen. 


Ich habe schon mehrmals anerkannt, daß seine Arbeiten auf diesem 
Gebiete Wert haben; ich muß aber jetzt hervorheben, daß er die Beziehungen 
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seiner Untersuchungen zu den meinigen nach meiner Ansicht nicht korrekt 
wiedergegeben hat. 

Einmal kann ich nicht anerkennen, daß seine Entwickelungen [114 
eine wesentliche Vereinfachung der Grundlagen meiner Theorie liefern, 
zumal, da alle seine Entwickelungen unter einem, seinerzeit von Herrn 
Prof. Engel bemerkten, an der Spitze seiner ersten Arbeit begangenen 
Fehler leiden. 

Andererseits muß ich bemerken, daß seine Verweisungen fast ohne 
Ausnahme entweder unbestimmt oder unkorrekt sind. Endlich möchte ich 
an Herrn Schur die Bitte richten, in Zukunft nicht bloß seine eigenen 
Beweise meiner Sätze zu zitieren, sondern jedenfalls gleichzeitig zu be- 
merken, daß die Sätze von mir herrühren. 


IX. 


Sur les fondements de la Geometrie. [461 
Comptes Rendus Bd. 114, S. 461—463, Paris 1892; vorgelegt in der Sitzung vom 
29. 2. 1892. 


1. Dans plusieurs M&moires publies dans les Berichte der Kgl. 
Sächs. Ges. d. Wiss. (Leipzig, 1886, 1890 [hier Abh. V, VI, VII]), jai 
dejä montre que les recherches si remarquables de M. v. Helmholtz 
(Göttinger Nachrichten, 1868) sur les fondements de la Geometrie con- 
tiennent une faute essentielle et j’ai cherche, d’autre part, ä substituer, au 
lieu des ceonsiderations incorreetes de l’illustre physieien, des developpe- 
ments qui sont, du moins, exacts quant au fond. 

En raison de ma grande admiration pour ces recherches de 
M. v.Helmholtz, je n’ai pas, sans doute, insiste suffisamment sur la faute 
commise. En effet, des travaux recents de differents mathematiciens mon- 
trent assez elairement qu'ils n’ont pas compris la portee de mes remarques. 
Maintenant!) un grand Memoire recent de M. Killing (Journal de 
Crelle) qui traite du m&me probleme contient ä peu pres la m&me faute 
fondamentale que le travail de M. v. Helmholtz. Il me semble done 
necessaire d’elueider encore plus clairement les fautes commises, pour ne 
plus laisser place ä aucun doute. 

2. Je resume d’abord brievement les axiomes II, III et IV de la [462 
Note de M. v. Helmholtz. | 

M. v. Helmholtz cherche & determiner tous les groupes continus 
en les variables x, y, 2, pour lesquels deux points ont un invariant et un 
seul. Il suppose, de plus, la liberte du mouvement quand un ou deux 
points sont fixes. Enfin il demande qu’un corps tournant autour de deux 
points fixes puisse reprendre sa position initiale sans changement de 
sens du mouvement (Umkehr). 





1) Parmi les travaux qui traitent du probleme pose par M. v. Helmholtz, 
je erois que mes propres recherches et une Note de M. Poincare, qui se borne, 
au reste, & l’espace ä deux dimensions, sont les seules qui emploient des methodes 
exactes, savoir les methodes de la theorie des groupes continus. M. Killing em- 
ploie aussi ces methodes, mais d’une maniere inexacte. 
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Un tel groupe contient, d’apres mes prineipes generaux, six transfor- 
mations infinitesimales qu’on pourra supposer developpables suivant les 
puissances de &, y, 2. On peut m&me choisir ces transformations, de telle 
maniere que ces developpements soient de la forme: 

»r>»*’®%, g-+ >», a 
(G) I(a,x+ b,y+c2)p+ (dx + ey+fr2)Q+ (Kc+lhytm2)r+- 


(k=1,2,3) 


aux termes d’ordre supe@rieur pres. 
3. Maintenant les transformations lin&aires infinitesimales: 


2,::9, 
pi | 
4) gan ee (2 +ly+ mz)r, 


obtenues en supprimant les termes d’ordre superieur, forment aussi un 
groupe, groupe lindaire qui joue un assez grand röle dans mes recherches. 
Ce nouveau groupe I' a certaines proprietes communes 
avec le groupe G, mais ces deux groupes se distinguent 
evidemment par d’autres proprietes non communes. 

Il n’est done nullement permis, comme le font MM. v. Helmholtz 
et Killing, d’admettre sans demonstration que deux points ont 
le möme nombre d’invariants par rapport aux groupes 
G et I. Il est m&me facile de se convaincre que ces deux nombres ne 
coineident pas toujours. 

Prenons, par exemple, le groupe: 


g,2gq+r, ®qa+2er, @g+d3aer, p,ıp—er; 
dans ce cas, deux points n’ont pas d’invariant; au contraire, pour le groupe 
lineaire correspondant: 
9, 1,27, P,2P — Zr, 
deux points ont linvariant Y — Yı- 
Considerons, d’autre part, le groupe: 
g,2g9+r, @g+2aer, @qgq+B5Xr, Agq+4ar,p, 

et linvariant unique &— %, de deux points; pour le groupe lineaire 
correspondant, deux points ont deux invariants differents, [463 


Y — Yı et % — Lı- 
4. Le travail de M. v. Helmholtz contient encore deux fautes ana- 
logues.!) D’abord on ne peut admettre que si le groupe G comporte la 





1) Des trois fautes dont nous parlons, M. Killing ne commet que la pre- 
miere. Mais il me semble que cet auteur commet d’autres fautes essentielles. D’autre 
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liberte du mouvement, il en soit necessairement de möme pour le groupe 
lineaire I. En effet pour le groupe: 


g,2,2g9+r, @qg+2ar, ap+yg+Ar, @p+22yg+(2Ar+2y)r, 


il y a liberte du mouvement; or cela n’a pas lieu pour le groupe lin&aire 
correspondant, qui ne contient que ceing transformations infinitesimales. 

Enfin, M. v. Helmholtz se trompe en admettant que son axiome 
de monodromie est rempli en m@me temps pour un groupe @ et pour 
le groupe lineaire I. Cela resulte bien clairement de l’exemple tres in- 
structif du groupe suivant: 


| sapt+ygo+rrn —y)p +2294 + 2er, 


er p,yp—2q, 2zyp+(y— ad)gq + 2yr. 


Pour ce groupe, l’axiome de monodromie est rempli, car un corps 
tournant autour de deux points fixes reprend sa position initiale sans re- 
tournement; au contraire, pour le groupe lineaire correspondant, l’axiome 
de monodromie n’est pas rempli. J’ajoute que pour le groupe (D) tous les 
axiomes de M. v. Helmholtz sont remplis pour des points qui ont l’un 
par rapport & l’autre une position generale. 

d. Les remarques precedentes, montrent d’une maniere deeisive que 
les developpements de M.v. Helmholtz, quoique tres interessants, con- 
tiennent neanmoins des fautes irreparables. 

Il est possible, je m’empresse de le dire, d’interpreter ses axiomes 
d’une telle maniere que son resultat reste juste, du moins pour l’espace 
ordinaire. Or cela montre seulement qu'il est quelquefois plus facile 
d’enoncer un theoreme exact que le demontrer. La theorie des groupes 
continus, quoique nouvelle, en presente dejä beaucoup d’exemples. 





part, il ne remarque pas qu’un certain „Gebilde“, dont il parle (p. 161), pourra se 
reduire & un point; d’autre part, il admet, sans d&monstration exacte, que le groupe 
lineaire T’ contienne des transformations infinitösimales qui changent seulement 
deux variables. 

On peut ajouter que l’auteur emploie la notion „systatique“ d’une mani?re in- 
exacte. 
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